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SOLUTION CONTINUE LA PLUS GÉNÉRALE D'UNE ÉQUATION
FONCTIONNELLE DE LA THÉORIE DES PROBABILITÉS EN
CHAINE

(NOTE COMPLÉMENTAIRE);

PAR M. MAURICE FRÉCHET.

Introduction. — Je veux ajouter ici un complément à mon
Mémoire « Solution continue... » paru ici même (t. LX, 1982,
() . 24^-^0), Mémoire auquel je renverrai sous l'abréviation (Sol.).

J 'ai donné dans ce Mémoire la solution continue la plus géné-
rale pour r == 2 du système des conditions suivantes (Sol., p. 269
<4 ->/h) :

/' : /•
r l) ''/•/•(^ Q-^P^, ^)^fk(u, t) (s^n^t),

/ • : - /
t T / ) ^P/,(^)=i,

/• --1

1 / \ I» N i1 0 si t ^ Â;v 1 - ) * / / - ( ^ .'»•)--=•( i si i = A-,
< 1 ^ P//-(^, Q^o.

Je veux montrer comment on peut traiter le cas où /• est un
entier quelconque quand on se limite aux solutions dérivables
en combinant un théorème de Kolmogorôff ( ' ) avec les résultats
obtenus dans mon Mémoire concernant la solution la plus générale
du système (I), (T), (17), (Sol., p. 205). On peut les formuler ainsi :
la solution continue la plus générale, pour rentier quelconque, du
système des conditions (I), (T), (L/) et (P^) est fournie parles
formules

( I ) p..., ,._V a j i { s ) \ k i ( t }
' / x • ( '5 ^-2^——^(7)——

( ' ) Ueber die analytischen Methoden in der V aviations rechnun g {Math,.
Ann., Band 104, 1931, p. 427).
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o ù A ^ ( ^ ) est le coefficient de Oki(t) dans le développement du
déterminant d ( t ) des o//(^), et ou les aji(s) sont des fonctions
continues de s prises arbitrairement parmi celles qui satisfont aux
conditions suivantes : leur déterminant d(t) est constamment
positif, les a j ^ ( s ) sont égaux à i , les sommes y,Ay,(^)B<.,(<)

sont ^o pour s ^ t .

Problème à résoudre et solution. — Je me propose de simplifier
la vérification de la dernière condition de façon à ne considérer les
signes que de fonctions d^une seule variable.

Pour cela, considérons, avec M. Kolmogoroff, les solutions con-
tinues Pjk(s^ t) qui sont dérivables pour s-^t.

Nous allons d^abord montrer quelles sont alors nécessairement
dérivables en s et t pour toute valeur commune .Ço == ^o de s et de t.
En effet, nous avons montré (Sol., p. 2X7) que dans toute repré-
sentation de la forme

^(^O^^/K^M^),
i

les oiji(s) sont des combinaisons linéaires des fonctions Py/ (A, u^}
pour s^ UQ et comme on peut prendre UQ arbitraire et en particu-
lier > s^ on voit que Pji(s, Mo) et par suite <x,i(s) sera dérivable en A
pour s < ^o, et en particulier pour s == ^,. On verrait de même que
^i(t) est dérivable pour t= ̂ . Ainsi aji(s) et ^ji(t) sont déri-
vables en A- et t pour toute valeur s^ de s, t^ de t et par suite
^jk(s^ t) est aussi dérivable quels que soient s et.t.

Ceci étant, on voit, en posant

que Pon a
^(0 == lim PML̂ IZL!̂ ,̂

ô>0 0

^(o='y^,(Qi^.(Q
et puisque

(2) s-"^-"- i: :;^î;
^(<)=-^«;-;(<) ?*,(<)•

1

De plus, en vertu des conditions et des identités o^(<)=:i et



- 184 —

des identités
Y^ , i 0 î-l ( •-y- À ,
^^:/)?^(0=j, ,,̂ ,;

/

déduites (le ( •>. ). on il

Vr. / ^ ^ ° si Â ^ 1 ,.l^-^- < i s . Â - = . ,/
cl par sinlc

{ • \ ) ^^i^.(/) =--<».
x-

( )r M. KolmogoroH ^ démontré que Von a

( 4 ) ^ / < ( Q ^ 0 p o u r y ^ Â - , î x ^ ^ ( < ) ^ < » .

( )n a, d'autre pari. en revenant aux notations a, h

^--S^')-^-
(

Vin si les a / / ( < ) sont des fonctions continues dénvîibles et telles
[ puisque d ( t ) > o] que l'on ait

-̂̂  l < o pour / T": /..
< ' ) ) 7 <^ / / (OAÂ- /<O } ^ • // ^ •/' / ( ^ o j ) o u r y = = / > .

/

Kéciproqueinent, supposons qu^en outre des conditions mention-
nces plus haut, ces dernières conditions soient remplies. Alors .
l'expression ( i )sera une solution continue et dérivable du système
des conditions ï , (L'), (T). D'aprèsM. Rolmogorofï, elle vérifiera
le sys tème

'̂ ^^/^p,^».
/

et les ^ j k ( t ) vérineront (3) et, en vertu de (5), les conditions (4 ) .
F.n outre, ce sont les solutions de ce système qui pour t ==.v
prennent en vertu de (L/) les valeurs

\ o si i •-/- À,
•''^'^i , s i .=<.

( )( M. Kolmo^oroffa prouvé que de telles solutions sont nécessai-



- i8S —
remcnt ^o. La solution considérée vérifie donc aussi la condi-
tion (P'y.

En résumé, la solution continue la plus générale vérifiant le
système (I), (P'), (I/), (T) parmi celles qui sont dérivables
en s et t pour s-^t : 1° Est aussi dérivable aux points où s == t:
^ Peut être mise sous la forme

F,,,,) = ,̂(,)̂ D,

où Ât,(l) est le coefficient de aa(t) dans le développement du
déterminant d(t) des a j i ( t ) et où les a j i ( s ) sont des fonctions
continues et dèrivables choisies arbitrairement parmi celles qui
satisfont aux conditions suivantes : leur déterminant d(s) reste
positif, les a^(s) restent égaux à i, et l^on a

2">,(o *.,(.> i|:^^î:
Par exemple ç pour r =». ̂  on pose

a^(s) == ' a ( s ) , ^s-^ ^{s} [avec a^{s) == a^(s) == i|;

on voit qu^on doit avoir

d(s)=a(f)-^b(s)>o

et les conditions (5) deviennent ici

af(s)^o, b\s)^o,

c^est-à-dire que les fonctions a(^), b(s) sont non décroissantes et
de somme positive» Ce sont les conditions déjà trouvées (Sol.,
p. 269).


