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UN THEOREME SUR LES ZEROS DES MATRICES NON NEGATIVES;

Par M. V. Romanovsky

(Tachkent).

1. Soit
TR TN 7P
A= (a,/,;):«)),
Ay Upyy oo Qun

une matrice non négative carrée. Les racines de I'équation carac-

téristique

(1) A(s)={sE—Aj{=0

de la matrice A, ou, simplement, les racines ou les zéros de A,
sont profondément étudiées par G. Frobenius (') qui, parmi
d’autres résultats, a montré que (1) a une racine réelle positive
simple, r, surpassant en valeur absolue ou égale a toutes les autres
racines de (1). pourvu que A soit une matrice indécomposable,
c’est-a-dire telle. que. par une permutation identique des lignes ¢t
des colonnes. clle ne peut étre mise sous la forme

P

ou P, Q, R. S sont des sous-matrices, P ¢t S étant des matrices
carrées, Q et R des matrices rectangulaires (en général) et ou Pune
au moins des matrices Q. R est nulle.

Le théoréme que nous démontrerons plus loin donne les condi-
tions nécessaires et suffisantes pour que (1) ait des racines du
module r de Ia racine maximale de A (comme est nommé r par
G. Frobenius). la matrice A étant supposc¢e indécomposable. Ce

(') G. FropeNtus, Ueber Matrizen aus nicht negativen Elementen (Sitsunys-
berichte der Pr. Akad. der Wissensch., 1912, p. 456-477).
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théoréme me semble étre nouvean ¢t assez intéressant et unportant
pour étre publié.

2. Supposons donc que A est indécomposable. Alors, évidem-
ment, clle ne peut contenir des lignes ou des colonnes vides, ou.
en d’autres termes. toute ligne et toute colonne de A contiendront
au moins un ¢lément g, qui n’est pas nul. Cette condition fait tout
de suite voir quil y a toujours une suite d’éléments

Wby Uhyhy, N TS

(qui tous ne sont pas nuls. Nous appelons une telle suite eyele de
Pordre L de A et A matrice cyclique de Uindice k. si tous les
excles de \oat leurs ordres divisibles par 4.

Evidemment. pour A2, on dott avoir wji==o (¢ :ﬁﬂ) ot
api== o toutes les fois que ay Z o et k> a.

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme suivant qui fait
Fobjet de cette note.

Pour que la matrice non négative et indécomposable \ it
pour racines toutes les racines de l'équation

(2) shk—pk - o,

o rest la racine masimale de X, (1 fuut et il suffit que \ soit
une matrice cyelique de Uindice k.

Nous remarquons ici qu’on a toujours 1 "> o pour les matrices A

indécomposables et non négatives. parce que (') roest conlenn
entre la plus grande et la plus petite des sommes

n
ll,'-:Zl.li/, (h’—‘:l.ll)
=t

(qui sont loutes posilives,

3. Démontrons d'abord que la condition énoncée est suftisante.

(') (i, FROBENIUS, Ueber Matrizen aus positiven Elementen (Sitzungzsberichte
der Pr. Alad. der Wissensch., 1908, p. 176).
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On remarque (que

n
- W .
(%) (W . st — (20 Zae o %y Uy, g o Ty 2,
Bt

2

o[22, .a ] =+1 ou -=1 sunanl que Ja permutation
Aoy ..., des nombres vy a0 L., noconsiste d'un nombre pair ou
impatr d'inversions el E désigne une somme prise pour toutes les

x th)
permutalions @, o, . ... 2, qui laissent fixes n — 2 des nombres 1,

2, ... 1. ces n-—h nombres ¢ltant pris dans toutes les combi-
naisons possibles et les ¢léments correspondants

iviye iy o iy win o one

qui entrent dans le produil e, 0y, ... 0t,,, étant remplacés par
Punité.
Or, la matrice A est exelique de lindice A, done, sous le

. -l Y

uguez on ne rencontrera que les membres composés des cycles
& (n) .

dont les ovdres sont divisibles par A, d’oa Von conclut que le

nombre /i est aussi divisible par 4. On voit de cetie maniére
que A(s) a la forme
\(s) st Nysn b Aysy b\ g
ok <n.
Soit maintenant s, une des racines de (2). On aura

Nisu) o ST Nk Ny p—2h e e\ ek

c N\ n

S0 . g
<—‘-) A A N S S W e

7! !

= \N(r) -o.
ce qui prouve que notre condition est suffisante.
4. Pourdémontrer sa nécessité nous établirons d'abord un lemme
simple ¢t trés ntile dans nombre des cas concernant I'étude des

z6ros des matrices.

Considérons le systéme d’équations linéaires homogéney

(1) say = E zin), (6, h=T1,n).
: i
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Lemve. — Soient

s =8| (cosh 4+ isin0 ).

xy=|.ry ' (cosly = isinly) (h=1.n).
les valeurs de s et vy satisfaisant (4). Alors

(5) is, i-L‘/,l:Z:.ri':/,,, cos(0;—0,—0) (G, h=T1,n).
I

En effet, on a

-

s oy icos(0y4+0) = ity cos 0.
i

sy sindly, = 0) = 2 | .0; gy sin0;.
i

d’ou, en multipliant la premiéve de ces relations par cos (%, + 6) el
la seconde par sin(f;+ 9) et ajoutant les résultats, on obtient (4).
Soit maintenant s, une des racines primitives de (2) satis-

faisant (1), par exemple

27 L. 2R
Ng=7r (COS — 4 (SIN — )y
' k k

et soit 2 (h =1, n) la solution correspondante du systéme ().
Les ey ne sont pas tous nuls ¢t les relations (5) deviendront

» % DT . —
(6) roah :\AJ cad g cos <0,— 0, — —f> (r. h=1.n).
i

On en conclut que

N\ . —
() riry \2‘|‘r;' din (i h=T, n),
i

. ' 2%
SL pour tous ¢4 0 on n'a pas cos (9,-—— 6, — k-) =1.

Nous illons montrer que pour tous @;; 5% o. on doil avoir
27
cos (0;—0),——) =1.
( i h I3 )

En effet, st cela n’avait pas licu, on obtiendrait les inégalités (7)
pour certaines valeurs de A au moins.
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Mais, pour s = r, comme I'a démontré G. Frobenius ('), tous
les mineurs du déterminant

A(s)=|sE—A|

sont positifs, puisque A est indécomposable. Donc, le systéme

(8) rye=Yyan (i, h=1n)
h

a une solution y¥ > o (i =1, n ).
Multiplions les deux membres de (7) par »7) et faisons la somme
pour k=1, n:on aura, en tenant compte de (8),

P e iy <Dt Y amyy =r Y L0,
h i h i

ce qui est impossible (?).

Donc, on doit avoir cos <6,~~— Or— %) =1 chaque fois que aixz%o.

Nous avons remarqué plus haut que la matrice A qui est indé-
composable doit avoir des cycles tels que

Aghyy  Qhihgy v ooy Qhyyy g

ou tous les ¢léments sont différents de zéro. Par conséquent, nous

aurons
9%
cos <0~ — 04, — T> =1.
Px
cos (0/,. — 04, — T) =1.
27
cos (0/,," — 0 % ) =1,
d’on ‘
27
0., _Oh'_T_ 23, %
2%
0/, —0;.,————,\_— == 20, T
27
e"m-l 04’ - T =29, %,

(') G. FroBenius, loc. cit., p. 462.
(?) La conclusion reste la méme, » < r, si ’on suppose que quelques-unes des
inégalités (7) sont remplacées par les égalités.
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Ty Tae oo ow T Canl des nombres entiers. En ajoutant ces égalités,

on obtient I'égalite

—m -’;— =0T Ta.. .o TR,
quimontre que me doit étee divisible par 4.

De cette maniére nous voyons que les ordres de tous les cycles
de A doivent étrve des multiples de A, si A admet comme zéros les
racines de Pégquation (2). ce gqui pronve la nécessité de notre con-

dition.

9. Nous tirerons (||u~|(|lu'.~ conséquences immdaediates du théo-
reme démontedé.,

. Si
\(oy= "N ol

la matrice A ne peut étee exchque que d'un indice qui est un divi-
seur dePordre de AL Done, silordre n de A e¢st un nombre premier.
\ estounon evclique ou eyclique de Pindice n. Elle peat étre mise.

diams le dernier cas. sous la forme

4} ) ) e O

0 ) Loy 0

A .
O 0 0 e n—1m

o 0 O O

. Pour que Ta matvice mdécomposable A n’ait que la racine
ry o= - du module roal faut et il suffit qu’on puisse la réduire,
par une permutation identique des lignes et des colonnes. a la forme

O O Ay o+ oy

\ D o Ty ooe n
U1 R N TEN O o
7 Ay m O O

HI. St A estune matvice indécomposable et eyclique delindice 4,
I'équation (1) peut étee éerite comme il suit :

A(x) = sh(sh— rh)(sh— Ny rkY o5k — k) = o,



ot
n+=mh = n. nZ

1AV
-

]
AV I.

IV, La matrice non négative A est dite stocastigue i
n
AN P T
‘,_‘u,-;,: 1 (-1, n).
b
Si elle est de plus indécomposable et exelique de F'indice A, elle

admet comme zéros simples les racines de Péqguation
sh—1y = o.
puiscque sa racine maximale est s, =1. Inversement, elle est excligue

de Pindice A. si. étant indécomposable: clle admet les racines de
celte 1'-qnalinn COMME SeS ZOTros.



