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SUR LES DIRECTIONS DE DIVERGENCE DES FONCTIONS ENTIERES;

Par M. Raucn.

I. Appelons divection de divergence ou de convergence e
I'ordre apparent 2 d’une fonction entiére f(3) une direction

dargument 7 telle que U'intégrale fﬁ M dr diverge ou
. phtt
converge respectivement.
M. Valivon (') définit comme suit T'ordre apparent de f(3)
dans une direction D : Pordre apparent de f( 5) dans la direction 1)
esl ¢gal @

—loglogMcr, B)

lim ———————7,
B=u logr
o Mer, B) désigne le maximum de f(3) pour ;3 =r ¢t ou =

appartient a un angle B de bissectrice D. Il démontre le théorveme
suvant (') :

Les cotés V) des angles formés par les directions pour les-
quelles Dovdre apparent est plus grand que ) sont tels que,
ro(x, N eéltant lasuite des sérosde f(z)—.x situés dans Uangle A

fll’ /’li\'-\'”"/l'[""' |). l(l .S'(;I‘[“f
2 : I
",,(’,V‘. \ ,a

diverse quel que soit 6 <1 el pour tout v sawf un au plus.
Cela nous a conduit a la proposition suivante :

. Les cotés D des angles formés par les directions de dicer-
genee de Uordre apparent X sont tels que

I
2 ra(r, A

(') Sur les directions de Borel des fonctions entiéres (Annali di Mate-
matica, 4 série, t. 9, 1931, p. 2793-285). Voir aussi, Comptes rendus, t. 194,
1932, p. 1306, théoreme 1I; et t. 196, 1933, p. 1758.
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diverge quel que soit Uangle A de bissectrice D et pour tout x
sauf un au plus.

Supposons que
o fCreiV) L dr
j A
converge el que
log | [(re®" | dr ,
/' log \JreThide

. il
diverge. Divisons P'angle « en quadrilatéres par les cercles

= (1+4+2)" (n=1,2,3, ...

Soit G(n) le cercle concentrique au plus petit cercle contenant
le quadrilatére
(=2t <z | Sl1= a)n+!

et de rayon double. Soit R(z) son rayon. On a

R(n)=const. 2(1+ 2)",
soit N(n) le nombre des zéros de F(F —1), ou

. S —a

= ’
b —a«a

« el b étant des constantes. Par conséquent

=

]‘x log | K (rei)yidr

,'I.+|
converge el
= [ “log | F(ret)|dr
o pht
diverge.
\ppliquons avec M. Milloux (') le théoréme de Boutroux-Car-
p
tan (2) : Py, Py, Py, ..., P, élant p points distincts on non d'un

(') Sur les cercles de remplissage des fonctions meéromorphes ou entiéres et
le théoréme de Picard-Borel (Acta Math., t. 52, 1928, p. 189-25)).

(%) Sur les systémes de fonctions holomorphes a varietés linéaires, lacu-
naires et leurs applications (thése 1928).
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plan ¢t & un nombre quelconque positif, on a

M, MP, .. MP, > A,

pour tout point M, sauf peut étre pour des points qui penvent étre
enfermés dans des cercles en un nombre au plus égal a p dont la
somme des rayons est 2eh.

Nous prenons comme points P les zéros de FF(F—1) du

R(n), Appelons B(n) la région du cercle C(n)

cercle C(n) et ach =
N 100

extéricure aux cercles de Cartan; d’aprés le choix de A4 on voit
que sur la demi-droite d’argument 8 se trouve un ensemble de
points de B(n) de mesure const. R(n)=const. 2(1+ a)" de
sorle que si F(2) aueint en 5, le minimum de ses valeurs pour
(1 e <) sii(r-- 2y argz =9, s dans B(n),
on a
/'” l(;-g| Foreid ) dr

rh+t

S N f+ low | K (ret) | dr
- log | F(retV) | dr
+a

ri
~ log i F(reil )| dr 2log | F(3),)
[ —L————)l = const, —~L—L1L)
2:‘ . E o
“gn rrel RITRE

de sorte que

v 1F(3))!
o PRI

conyerge.
De méme, on voit que st F(3z)] attemt en x, le maximum de
ses valeurs pour

(-2 <{p [ SO ayn+t) arg.r = 0",
e ng | F(reil”y dr o l(;g | F(xj!
- - < const, —=———" o
J g it l &, -

de sorte que
2 alog | F(a))i
[z |

diverge. Mais a, n'est pas forcément un point de B(n). Or en



— 249 —

tenanl compte de la valeur de /. on voit que dans le cercle de

R(n)
0

centre x, et de rayon se lrouve au moins une circonférence
concentirique faisant partie de B(n). S 'F(3)! atteinl au poinl z,
de cette derniére le maximum de ses valeurs sur ce cercle. on a
[Figy) 2| Fool
Par conséquent

() Zalogl F (‘:,,)
AR
~no
diverge. Nous pouvons ensuite tracer une courbe L(n) allant du
poinl 3, au point 3, ¢n évitant les cercles de Carlan, qui a pour
longucur const. R(n). En chaque point M(z,) de la courbe Lin)
on a a

N(js—zul=p: =)= "”"\Tl"—.ﬁ%.—fﬁl",, “log (%\)":I,lng%

= const. p log .:;K(’:‘T < const. N(n)log ;)f;)P y
ot le cerele 5 — 3, =p est intérieur a C(n) ctoa Py, Py, o0, P,
sont les points du cercle | 2 — 7, | =p en lesquels f(z) =a ou b.
Nous pouvons toujours supposer R(Pn.) = consl., de sorte que

N(lz—z,1==2: j':rzr:—’\' lz—zu|l=p: [ =b) < const. N(n).

Or d’aprés une inégalité fondamentale de M. Valiron, on a

~ const. N(izs—zul=p;F=0)

oz | F log ———
oz Fiz,)| -+ log e const.

On en déduit

Z A 9
logM(|s—zu]l= -~; F)<iT({s—z0l=55 F
g | nl o’ [ " u?

b
N l+ 'F 1 !

Z const, ny+log! F(z,)i 4+ log ——r—

~ S ( — t 3 (n) - "o'l‘(:,,)l
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En supposant maintenant les constantes o, 1 choisies de facon
que le cerele s — 35, [ = P contienne le point 3,. on obtient
ap

")

Zconst. [\(n) -+ log |F(z0)! -~ ]o'r_m — const.

(3) o"ll(x,,);<loa'\l(]z.—.:,,l=

=

2

Si Fon a en tout point de la courbe L(n)

ol (3)]
on en déduit
. ,
log | F(3))! <log|F(z),)|const.
I’ensemble correspondant des termes ‘de la série (2) a donc une

somme finie, car la série (1) converge. En supprimant ces termes

dans (1) et (2). 1l nous reste la série convergente

(1

et la série divergente

o ’ low Fiz))

() 2 | A
AN

Sur chaque courbe L(n) restante se trouve au moins un poinl 3,

en leguel on o

2 Fezn)iz.

Pour chacun de ces n nous pl‘(‘llOllS l(‘ pn-mier de ces p(,)inls Sn

rencontré a partie de s, de sorte que
loglFiz,) <log (3,1 const.

inégalite (3) devient ainsi

4- - -
log F( z,) < const. IA\' (nr+log!Fez),)i- cnnst.J.
b \
d’on
‘ -+
logl(z,) N(n logk (3] const.
cfr ==t const.,—-(——).— - const, —= ,( A”) -+ .
I Q” |/ (1 + 1)1\/: | 3, |/. (1-= 2)Ant

Comme « est une constante on peut la supprimer dans (1') et (')
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sans changer les caractéres des séries de sorte (que, d'aprés (4).

3) N(n )‘
TEDX
diverge. On en déduit ;

I[. Sideux directions faisant entre elles un petit angle o
sontrespectivement de convergence et de divergence de Uordrel.,

la Sél'il’
Z
r I(.‘l‘, A )'

relative aux modules des racines de f(s)— x situées dans un
angle A de mesure 3a et admettant méme bissectrice que les
deux directions, diverge pour toute valeur de .r sauf une au
plus.

Supposons nos hypothéses vérifiées quel que soit « méme si
tend vers zéro d'une fagon quelconque; on remplacera « par unc
fonction «(n) tendant vers zéro avec';. mais pas trop vite de
fagon que sa suppression dans (1') et (2') n’altére pas le caractérc
des nouvelles séries. Nous avons aiusi une séric () divergente
correspondante a un angle tendant vers zéro, ce qui démontre le
théoréme 1. ’

En appliquant ensuite les résultats de ma thése (') on voit que
sur les directions D du théoréme 1 se trouve une suite infinic de
centres de cercles de remplissage d’ordre A de divergence pour
les zéros de f(z) — P(5), ou P(3) est une constante quelconque
suuf une au plus ou une fonction méromorphe quelconque de la
classe de convergence de 'ordre & sauf deux au plus.

2. Revenons au cas ou « est constant. Joignons s, et z, par un
segment de droite I'(n). On a, en supposant que f'(3) atteint au
point z, de I'(n) le maximum de ses valeurs prises sur I'(n),

/l:mf'( 3)ds

= const. a(1—+ &) | ['(r) ],

(@) — /()= Slah— S ()|

(') Extension de théorémes relatifs aux directions de Borel des fonctions
méromorphes (Journ. de Math., t. 12, 1933, p. 109~171).
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don
In_ ifCs) _, 1/ )= I(;gvj"(.r,, )-i- n log(1-+ 2) --const .,
ou encore

log | [(5)) log | /13,
gl ez, < const. Ob,",,l l n) |
. = ’

[

- consl.

log | /"‘ L) const. n const.
R (l+2))‘,, (|..;‘ 2 )

Or le premice membre est terme général d’une série divergente
tandis que le premier et les deux derniers termes du second
membre sont termes généraux de séries convergentes, de sorte que

. ng,f’ (L) |
( h) 2 ! ' P‘

diverge. On voit quil en est encore ainsi st o= a(n) tend vers
zéro comme plus hant. On en déduit que Pordre apparent de f'(z)
dans les diveetions (D) du théoréme I st au moins 7. Nous
retrouverons ainst la premiére partie d’un théoréme de M. Va-
liron ().

(1) Déja cité.



