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SUR UN MODE DE CROISSANCE REGULIERE.
THEOREMES FONDAMENTAUX;

Par M. J. KaramaTa

( Beograd).

Dans ma Note intitulée Sur un mode de croissance réguliere
des fonctions (Mathematica (Cluj), V. 1v, 1930, p. 38-53), j'ai
défini un mode de croissance réguliére, dont des cas particuliers
furent étudiés par divers auteurs cités dans ladite Note (').

Cette notion de régularité trouvant bien des applications dans
diverses questions relatives a I'étude des relations asymptotiques,
je voudrais reprendre ici les théorémes fondamentaux. La démons-
tration de ces théorémes, qui se trouve dans ma Note citée, étant
longue et assez confuse, M. Vilmos Schmidt a bien voulu me
signaler (2) qu’on peut y parvenir par une voie bien plus courte.
Cette méthode devient encore plus claire si 'on remarque qu’elle
repose sur un théoréme classique de Cauchy, comme je vais
I'exposer dans ce qui suit.

La notion de régularité, dont il est question ici, peut étre
définie de la maniére suivante :

Une fonction q(x), définie pour tout x 2o, sera dite & crois-
sance réguliere lorsque

q(x)>o, pour tout x 2o,
et lorsque

q(tz)
q(x)

(Dy)

—h(l) pour tout ¢>o0, x—> .

(1) On peut ajouter encore le travail de I. ScHur, Zur Theorie der Cesaro-
schen und Holderschen Mittelwerte (Math. Zeit., t. 31, 1929, p. 391-407), se
rapportant en particulier aux suites a termes complexes, appelées « Mittelfolgen ».
tandis que notre étude est faite entierement dans le réel.

(?) Par une lettre datée du 5 ectobre 1931,
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Cette définition correspond a celle qu’emploie M. R. Schmidt (')
pour définir ses « Gestrahlte Folgen ». Au contraire la définition
dont je suis parti dans ma Note citée (qui lui est d’ailleurs équi- -
valente et dont il sera question plus tard) correspond a celle

qu’emploie M. I. Schur, dans la Note ci-dessus, pour définir ses
« Mittelfolgen ».

Premier groupe de théoréemes :

Tutorime I. — Soit ¢(x) une fonction définie dans (o, ») et
telle que
g(£)>0 pour tout x2o0.
Lorsque
(1 gtr) > h(t) (x— o),

qr)
pour une seule valeur t, 1 de t, alors

log{ g(x); N log{ A(ty)}
logx logty

=a (r—»);

lorsque, d’autre part, la relation (1) a liew pour tout t > o,
avec o < h(t)) < w, alors

(3) hit) = te, pour tout ¢ > o.

Par contre, lorsque h(t,)=o0 ou o, il en sera de méme
de h(t) pour tout t > o. et suivant quet i I.

Ce théoréme est une conséquence immeédiate du théoréme clas-
sique de Cauchy, a savoir : De la relation

cir—11—ece(r)-—>c (.i—):c),
il résulte

('_<.‘L‘_.')__;(; (‘1;_.>;o)7

quel que soit le nombre ¢ fini ou infini.
En effet, posons dans ce théoréme

clr)y=a(ur), wr =y et c=a(u) (u # o),

(1) R. Scnvinr, Uber divergente Folgen und lineare Mittetbildungen (Math.
Zeit., t. 22, 1925, p. 8g-152).



il en résulte alors que
) aly-+u)y—a(y)—a(un) (y —>x)

entraine
a(y) (U

(y->x).
J u N

(5)
En supposant donc, que (4) a licu pour tout «, il en doit étre
de méme pour (5). D’autre part, en supposant qu’au moins pour

a(y)
14

un = u, 0, 2(%,) soit fini, puisque lim est indépendant

V= x

de u, il s’ensuit que

2(u) _ a(u)

= a = const. indépendante de u.
[ wo

Donc
2(u) = au,

ct 'on obtient le :
Tutonime II. — Soit a(y) une fonction définie pour tout y.
Lorsque
(6) a(y +u)—a(y)—>a(u) (y->x)
pbur une valeur de u = u,3 o, alors

a(y) . 2(uo) _ @
y uy

(7) (¥ —>=).

Donc, si la relation (6) a lieu pour tout u, avec

— o< a(uy) < + o,

on aura
(8) 2(u) = au, pour tout .

Par contre, lorsque a(u,) === oo, il en sera de méme de x(u)
pour tout u, et suivant que u? o.

Or, ce théoréme est équivalent au théoréme I, que I'on obtient
en y posant

a(y)=log: q(er)t, er=r, et=1 et exlogt) = h(t).

Il résulte de ce premier théoréme que toute fonction a crois~
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sance réguliere q(x) peut étre mise sous la forme
(9) glr)=z2L(x) (—»<a<+x),

ou la fonction L(z), dite & croissance lente, est définie par la
relation

) Litz)
(10) —I—m—*l, pour tout ¢>o0, x-—>cc.

Remarques. — 1° 1l serait intéressant de voir jusqu’a quel
point peuvent étre réduites les conditions définissant la croissance
_ réguliére.

Ainsi, par exemple, il suffit déja de supposer que la relation (1)
ait lieu pour des valeurs de ¢ d'un intervalle arbitrairement petit.

Dans ce méme ordre d’idées, on peut encore rappeler la
vemarque suivante de E. Landau (') : Lorsque L(z) ne décroit
pas, la relation

L(22

L(x)"—H (xr—>)

entraine la relation (10) pour tout t > o.

Toutefois, ce fait n’a plus lieu pour des relations plus géné-
rales (1). Une remarque analogue devrait étre, plutot, formulée
comme suit : Lorsque la fonction q(x) ne décroit pas, et la
relation (1) a lieu pour deux valeurs de t, t, et t,, telles
que logt, et logt, aient un rapport incommensurable, alors (1)
a lieu pour tout t > o.

Dans cette remarque I'on peut encore remplacer la condition de
la monotonie de la fonction g(z) par la condition plus générale :

fﬁq(tx)—q(x)) >

limin 2—w(t)—>o lorsque ¢—1.

r=u= q(x)

2° Le théoréme de Cauchy restant encore valable dans le cas
ou la fonction c(z) n’est plus réelle, les considérations précé-
dentes peuvent étre encore é¢tendues dans cette direction.

Deuxieme groupe de théoréemes :

Tutorime IlI. — Soit g(z) une fonction a croissance régu-

(1) E. LaNDAU, Sur les valeurs moyennes de certaines fonctions arithme-
tiques (Bulletin de U’Académie royale de Belgique, 1911, p. 443-472).



liere. Alors,
q(r)=x2L(x) (—o<a<<+»),

ou L(x), supposé intégrable pour tout x2o, a la forme cano-

nique
N mﬂl-’(l
L(z):c(a‘)ej’: ¢ I,

avec

(11) c(z)y—>c#o . et e(x)—>o0 (z—x).

Ce théoréme repose sur les deux propriétés suivantes des fonc-
tions a croissance lente :

°Ona
(12) f‘vl‘(‘)d¢—>°° (z—>);
o .
2° On a
. lL(l.Z‘) ! . \L(tI)
(13) ‘,!':ﬂ;fo Lo “=), it (=

La premiére de ces propriétés est facile a vérifier. On a, en
effet, d’aprés (10) et (2),
log § .l‘L(.Z’) }

Togz —>1 (z—>x),

donc
rzL(z)y—>x (z — ),
ce qui entraine la relation (12).
Pour démontrer la seconde propriété (13), posons

I xL

(1) a(xr)= T )d = 2L 4
Lt
LEE [
D’aprés (10) et du fait que L(z) > o, il résulte

liminff L(”’)dz (1),

xr=w»

l(tz)
Car, en posant M_(¢)= Min 3M
) »enp =( il ' L(@)

ment borné et M_(¢) —1, £ — o, pour tout ¢ > o. Donc

»y M>1, M_(t) est uniformé-

timint LL‘("))dD lmf M_(8)dt=1—c¢.
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donc

(15%) alr)y=0()  (r-»x).

Counsidérons a présent le quotient
I q

"Ly d
a(rz) rLlirx) ~/(,‘ (8) dt

a(r) —  L(x) f”-'

D’aprés (10). (12) et le théoréme de ’Hopital, il s’ensuit que

(r>o)

L(t)dt

agr.r)

(16) () (r>o, r—>);

done, dapres (1)),
(17) a(rr)y—a(xr)-—»>1 (r>o0, r—>x).

D’autre part, de (14) I'on déduit

U
a) dr

(18) .l‘L(J,‘):Cd(.L‘)e‘/" Lt

¢ oL « étant des constantes. De la, en tenant compte de (16), il

résulte

[ Lra)ata)

o — m_),. (r ->x),
¢’est-a-dire :
fl a(f”rlt—blogr (x—> o),
ou bien o
(t9r sa(r)y—ruy logr—fr-:a—('it—)—t_—a—(x—)}rlt%o (& —x).
]

Or, d’apreés (1d) et (17) a(tx) —a(x)—>o avec ;‘ en restant uni-

formément borné pour tout 1<¢<r, donc

” \ )
f .‘.M.:_—a—tz_)_ydt._yo (z—)w)_
\ 4

De (19) il résulte alors que
(20) a(zr)—1 (& —> ),

ce qui, d’aprés (14), démontre 'affirmation (13). .
{ p )s (
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L’affirmation du théoréme I est une conséquence immédiate
de la seconde propriété (13) des fonctions & croissance lente.
II suffit, en effet, en tenant compte de (20) de poser dans (18)

a(r)=1+¢(x) ou e(xr)—>0 avec Jl
¢l
c(x)=c —a—(ﬂ
pour obtenir la forme canonique (i11), avec les cenditions indi-
qudes.
Moyennant le théoréme 1II, on peut donner une autre défini-
tion des fonctions a croissance réguliére, celle dont il a été ques-
tion au début de cette Note, et qui résulte du théoréme suivant :

Tatorime IV. — La fonction q(x) étant @ croissance régu-
liere, il existe toujoars un nombre k tel que

. LI _
(21) ,k+xq(,)£ t q(t)(lt—>(ak+”,
—l<;l‘-‘<ac, T —> X,

Inversement. s'il existe un nombre k tel que (21) soit satis-
fait, q(z) sera a croissance réguliere, c’est-a-dire satisfera la
condition (1) pour tout t > o. Dans ce cas ay— k = a est indé-
pendant de k, et

q(z)= r4L(z),
L(x) étant une fonction a croissance lente.

Ce théoréme est facile a vérifier. En premier licu, lorsque ¢(.x)
est a croissance réguliére, c’est-a-dire lorsque ¢(z) = x2L(x), il
suffit de poser A =—a. On voit alors, d’aprés (13), que (21)
sera satisfait avec a; = o.

En second lieu, s’il existe un A tel que (271) soit satisfait, posons

o
1 1 1
_— thg(t)dl = ———— ot z(xr)—>o0 avec —-
:r“*'q(x)/J 7! ar—1+:(r)’ ’ (r) r

On en tire alors

x
€
—(ﬂ(l'

{

1
= r?¢ L(.l‘).,

g(z)= c(x).z“k—"ej:

ce qui démontre I'affirmation.
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D’aprés ce théoréme on peut donc définir Ia croissance régu-
liere de Ia maniére suivante :

U ne fonction ¢(.x). définie et intégrable pour tout x2 o, sera
e croissance réguliere lorsque

g(r) o pounr tout r2o,

et lorsqu’ il existe un nombre k tel que

" N
(D) Tr.—l—f thqt)dt :j D) gy Ly (rsx).
rhtgue) J, AR AC)) (ay—1)
Remarque. — Ceue seconde définition (D,) de la croissance
réguliére d'une fonction a, ¢n particulier, avantage suivant.
Tandis que la définition (D) exige Pexistence de la relation (1)
pour une infinité de valeurs de ¢ (ou, d’aprés la premiére reumripm,
pour deux valeurs de ¢, avee une condition supplémentaire). pour
la détinition (D, 1l suffit Pexistence de la seule relation (21). En
d’autres termes, Uexistence de la limite, pour #— oo, d’un seul

t]q((l;‘)) , entraine l'exis-

= (“, pour tout ¢ > o, 'exposant «

moment M(z), de la famille de fonction

q(tr)

tence de la limite lLim
g ()

R4

¢tant détérminé par lim M(z).
R z



