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SUR LA VALEUR DES INTÉGRALES
A L'INFINI DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES;

PAR M. T. PEYOVITCH

( Belgrade).

I. Soit donné un .système d'équations

/<
ci\i ^^ -, ., i

( 1 ) ~U —^aik(t}^^Mt) (/=i, a, .... n),
X-=l

où afk(t) sont des conslanles ou des fonctions continues de la
variable réelle t^ ^o^o, qui tendent vers des limites finies,

Iima^(<) = a .̂,

/ '/(<) étant des fonctions continues pour toutes les valeurs de la
variable réelle t ̂  t^ ^ o.

S'il existe un nombre réel À tel que les produits //(f)^"6^
( / = i , 2, . . ., n) tendent vers zéro pour ^===00 , tandis que, parmi
les produits fi{t)e^^{i == i , 2, . . ., n), il y en a au moins un
qui est illimité pour t = oo, ce nombre À, d'aprés Liapounoff ( * ),
nous appellerons le nombre caractéristique des fonc lions fi(t),
£ étant une quantité positive aussi petite que l'on veut.

Dans cet article, nous allons montrer que les équations ( i ) , sous
la condition

< 2 ) \imfi(t)e^}f^Q ( ( = i ^ ^ ...,/i),

( 1 ) Problème général de la stabilité du mouvement (Annales de Toulouse^
1907). Traduit du russe par M. E. Davaux.

6»
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admettent un système de solutions X/ tel que l'on ait

lim X/ e^ •~ -^ ( == o ( * ) ( / = i, -A, ..., n ).
1 -^ x

î. Considérons d'abord les équations ( i ) où a , k { t } sont des
constantes, c^est-à-dire les équations

O» ^^^X, =/,,/).
^=1

En posant

< 4 ) X, <?U-21 / = Vi OU X/ = Yi <?-(>.-£) t,

les équations (3) deviennent
_ n

( ) ) d^ - ( (t H—> -^ 2 ) Yi -+- ̂  a,/.y<- =/,(/) ̂ / -3'<.
Â-==l

X- ̂  /•

Soient /\ et 7\ les racines des équations caractéristiques corres-
pondant respectivement aux systèmes (3 ) et (5), on aura

Nous allons distinguer deux cas :

i ° Les racines r, == r, -h ). — £ sont distinctes. Les équations (5),
après la substitution

// '
(6) ^==V^/A-y^,

deviennent

( 7 ) -^ = r / î /—<p , ( r )= ( r , 4 -X—£) i ,— ip / ( / ) .

( 2 ) Poincaré a résolu cette question pour requation

X(^-t-A,^)Xf"-^-h...+A,.^)X=o

[Sur les équations linéaires aux différentielles ordinaires et aux différences
finies {Américain Journal of Mathematics, vol. VII , i885, p. i)j. Concernant la
même question, il faut voir Traité d'Analyse de M. Picard, t. II!, Chap. XIV,
et les travaux de M. 0. Perron (Journal fur die reine und angewandte
Mathematik, B. 142, ipiî, p. 26^ ; 143, ipiS, p. '2.5, et Mathematische Zeitschrift.
B. 1 , 1 9 1 8 ) .
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ou

( ^ ) ^,(t)=^bikfk(t)eC^)t
*=i

sont des fonctions continues pour toutes les valeurs de la variable
réelle t^t^o. Les intégrales générales des équations (7 ) sont

d'où

Z, = e(r,4-A-£) / / <î-(^+A- £)/ .̂ .( f) dt —— < : ,[ ,

j e-îpi+A-e) < ] y^) ^ _,_ c^. ;

lim | z, < lim—/"————————————————————
' /=» (?- (p ,+A-£ ;^

^—--— Jim | y/«) | ( ' ),
I pt+ ^ — s | /=

ou. diaprés (8) et ( 2 ) ,
/<

( 9 ) l im s, S-——————.-V | 6^| lim \ f k { t ) e ^ — < ! = o.
/ ~= * | F / -4-- A —— £ | ^à {= ao

k-=l

Les transformations (6), qui peuvent être écrites sous la forme
/<

< 6 ) ^'^^ d^ z^^
k=\

donnent, d'après (9) et (^) ,

!im Xf e^-^1 =- o.
/==a0

( l) Nous allons distinguer deux cas :

1 ° Pour p ;— 'Â^o , on aura p; -(- \ — £ < o, et l'intégrale générale tendra vers
zéro ( p; est la partie réelle de r,).

2° Pour p ^ 4 - X > o, on aura p;-+->i — e > o, car £ est aussi petite que l'on
veut: la solution qui tend vers zéro est de la forme

- r 1 -z ^ = = ^ .^-£>< / e - ^ i - ^ i ^ ^ t } d t

[Voir mon Mémoire : Sur les solutions asymptotiques des équations différen-
tielles linéaires (Publications mathématiques de l'Université de Belgrade,
t. 1 , i932)1.
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2° Les racines r == 7\ -+—À — £ sont multiples. Les équations (5),

après la substitution (6), se partagent en un centain nombre de
groupes d'équations. A chaque racine multiple d'ordre k corres-
pond un groupe d'équations de la forme

——— = (/•A--»- X — — £ ) 3, — <pi(0,

<Tl. - , - .-, == j, — ( r/, -,- \ — e ) 33 -h y 2 ( t ),

dz-k — . — , K
- . = 3^-i+(/^ -+- \ — 2 ) 3x-4-<p^(Q,

dont les intégrales générales sont

- \ r1 \j, = ̂ ir^/.-c) / ; ^_^,^_2) ( ç?^ c^ ̂  ^_ ^^ |

L^/o J
r r 1 r 1 - 1

;,=e<^^. £ ) / / ^-.^-/-£)<(o^<)^^ / ^-(r^A-2)< z^t)dt^- €2 h

L^'o ^'o J

."où ( ' )

lim | z\ <————;————limisi(<)l,
/_ :» - ^ X - — ^ — i \ /-=•»'

lim i 30 | < ————ï———— lim \ ^ ^ ( t ) \ ^- ———r———; lim | îp i (Q| ,
, ̂  „' - ' - i p^. —— À —— £ , / ̂  x ' ( pyt + À —— £ ) ' - / = x

ou, d'après ( <S) et ( î ^ ) ,
lim ^A = o.
1= x

Le raisonnement est analogue pour les autres racines. Les der-
nières équations, d'après (6') et (4) , donnent

limX/^-s)^ o.
/= «

Par conséquent, nous avons le théorème suivant :

I. Les équations (3) admettent un système de solutions X/

( 1 ) Pour p^. -+- \ > o, on aura <, •==- oc, C^. == o.
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satisfaisant, sous les conditions (a), aux relations

lim \ie{t~^t =^ o ( i == i, 2. ..., n ),
/ — x

où ^ ̂  fc nombre caractéristique des fonctions fi{t) ( '). C<?
système dépend d^un nombre de constantes arbitraires égal
au nombre des racines, dont les parties réelles satisfont aux
conditions p/ -(- ^ < o.

3. Considérons maintenant les équations
n

(^ ^-r-^a^(nX,=^(0,
x-=i

où a,k{t) sont des fonctions continues de la variable réelle
^^0^0, qui tendent vers des limites finies,

l i m a , / ( < ) = dik.
/_ x

Posons
( i l ) \ie^-^t=y^ ou X/^^e-i'-Ê)',

les équations (10) deviennent
n

( l > ' ) "W -+- ̂ /^ < /> ~~ x "" E^i~+~^ aik(t)yk =//( < ) ̂ ^-^ f

*==!
^^<

ou sous la forme
n n

^ -^ {au— A -+- £)y, 4-^ aikyk=fi{t) eC-e^ -r-^ §^ (Q^A..
^ = i À- = i
k^i

où l^on a posé
8/x-«) = flr,^—<y,^.(^), l im8^(/)= o.

t= »

Soit X/=== X°un système de solutions des équations (3) tel que
les produits X0^-6^ sont bornés pour t^to'^0 (2) , où ^ est le

( 1 ) II est facile de démontrer que les équations (3) admettent un système de
solutions X; tel que les produit» X,e"-e)z tendent vers des limites finies si les
produits fiÇt)^^5-)1 tendent vers des limites finies pour t ~- oo (voir mon
Mémoire cité).

( 2 ) Ce qui arrivera si les produits /((Q^""^ sont bornés pour t ^ <„ ^ o.
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nombre caractéristique des fonctions fi(t}' Les équations (5)
admettent alors, d'après ( 4 ) < un système de solutions y,==y°
bornées pour t^t^^o.

En partant du système y/== y ° de solutions des équations (5) ,
on peut déterminer les suites des fonctions

1 - 1 y-! y^t.' 1 1 y i ? • ' "i y i •> • • •
comme les solutions successives d^équations

H n

^7- - H - ( ^ / / — A O^+^ ̂ -r;;'=//•(/) ̂  ^--^Moy^-'
Â:=1 / = !
Â-^f

ou, en posant

^-v^ ^ - y } - y ^ " - ^ ^ y ' r - r ' r ^ " -
on obtient des fonctions z^Çm = = = 1 . 2 , . . .) comme les solutions
successives des équations

fi n

( I 3 ) ^-+-(^//-^--^--m+^^..w=^5/.(0^ t-•.
k-^-i

Nous allons distinguer deux cas :
i° Les racines r\ -==. r, -4- À — s ̂ indistinctes. Les équations ( 13).

après la subst i tut ion linéaire à coefficients constants :
/<

( « 4 ) <^^^^
/-==i

deviennent

d5) -u— -== r^ u'f' — ^'/^.t) -- ( r , - À — S ) ? / ; . " — ^^(f),

OÙ

(K,) ^"(/, ==/,,^8^(^^ i

/< n

-h^ 0^(Q ̂ l-4 ^-. . - ̂ ^ û^.( / ) ^-< .

/C--=1 -î---=i

Les intégrales générales-dés équations (i 5) sont

[ r' 1(' i ;) u,11 ̂  e^ '•'• - '.-^i t ^ • e-^t ̂  -s) ̂  w ( / ) dt — C^' .
^0 J
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Considérons maintenant les solutions successives u','1 (m ̂ i 2 .. )
des équations ci-dessus.

Pour m == i , on aura

F e--^i^-^t. ̂ ( r ) \ d t - ^ \ { ^ -

^) 'M^-0——————^^T——————— < • ) -

Puisque les fonctions ^{t), pour m == i , diaprés l 'hypothèse

' ^ ; = J 3 0 j < C .
donneni
( î c ) } 1?^ ) ; ^ ^ § / • ( / )

où l'on a
/' H

' ^/( n = | /,,, ,̂  ; $,^^ ; -.. .̂ . i ̂ [^ ; §^ ̂  ^ i,^ ^.^^ ̂  ̂' /AI \ 7 \ 0 n k ^ ) \i 1 1 m < i i ( { ) = - : o

^=1 /•mon aura

j e-^i^-^t^i(t')dt ^ \),
,u}\<^————————,________ ...

- ^—(pi-'-A-S» t , V ./,
d'où

ï 'm i //^«^ ————^———— l i m S , ( ^ = o ;
/=x ' i ? / - + - ^ — £ /==«

c'est-à-dire on aura

i uî \ ̂  Cïi^ / ) avec lim T^( ^ ) = o,
/ -.: »

ou, d'après ( i / j ) pour w = i, on obtient

('20) 1 3 ; ! ^ C 2 ( Q S C £

avec
lirn î ( t } =o, 2= max £ ( / ) .
<==ao ^^^o

Par conséquent, on aura
lim zf == o.

( 1 ) p; est la parlie réelle de /•;.
( 2 ) Pour p,.-{- X > o, il faut poser

D, - - - (» ( |C , | =cn,) , ^ -- x
(uo/r mon Mémoire cité).
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Connaissant les fonctions '̂ satisfaisant aux relations (20), les
équations (17) pour m == 2, diaprés (16), donnent

| l^lS'Ce'r^O

ou, diaprés ( 14 )? pour /M == 2,

! ^ [ ^ C s ^ n ^ C s - 2 .
11 s'ensuit donc

lim z'2 = o.
/== xi

Kn continuant ainsi, on obtient pour t^t^o

i^l^Cs"1-' £« ) ^Ce^,
d'où
(•^i) lim z^1 == o ( m = î y ï , ...).

Si l'on choisit ^ assez grand pour que l'on ait
£ = = m a x e ( ^ ) < i ,

^/o>0

les séries

W) ^=3" ^^=yo^^^m=^+2^m

/» ==1 m = l m == l

convergent uniformément pour t^tu >> o et représentent les solu-
tions des équations (12) , qui, d'après ( a i ) , satisfont aux relations

lim y i -=. lim y ̂
/== V," /-= 96

d'où, d'après ( i i ) et (4) ,

l imX^O £ ) / = j im X,e( ' -e)^ .
/ = se / = x>

2° Les racines r} == r /+À — s sont multiples. Les équations (i 3),
après la substitution ( i 4 ) î se partagent en un certain nombre de
groupes d'équations. A chaque racine multiple d'ordre k cor-
respond un groupe d'équations de la forme

^ = ( rk 4- x "~ £ ) Mm ~~ sm(t^
élutn

-^- = M? l4-(^+X—£)MÏ l+?ï l (^) ,

^ //*

-^=Mj?».,+(^+X-E)^+^((), ,
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dont les intégrales générales sont

r /- / i,,m ̂  ^,, -^A - £ > / / e-^-^ ^^(O dt — C^
L* /u J
r r 1 r f i/^( == e^'^'-^f- j <?-(/-A.+A-£t< çm^ cit-^ f e-(f•^-i)tum(t) fit -}- C^
L^o ' J^. . 1 '

Considérons les solutions successives um(m= 1 , 2 , . . .) des
équations ci-dessus. Pour m == i , on aura, d'après ( ic) ) .

f e-^^ '/-^f- ôi (<) ̂  -r-1) i
u\^l-————~e~^=^t—————— ( 1 ^

r' r 1 \ r 1 1 l
/ e-^^^^tQ.,(t,}fU^- / ^i / <?-(p^/ ^^ô^^)^^!), 4- D.

1<(;^_____________^ l - . - ^_____________J
' - ^—(pH-^A-S)/ , ï

d'où

lim j //,' ^ {\ ————^———- lim ^ ^ ( t ) = o,
/ = as 1 ?<•""' ~ /k —— 2 1 < r= w

'"^^^[^-^'^^(o+^^^^.i^a^.^o,
• • • • • • - • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ^

c^est-à-dire que l'on aura
u], i ^ ̂ '/l^(/) avec ïi"» ^^(0 = o.

11 s'ensuit, d'après ( i 4 ) » que l'on a

^ , | ^ C £ ( / ) ^ C 2 .

avec
lim £«) =o, e = max e ( ^ ) .
/=» ^<o^0

Le raisonnement est analogue pour les autres racines.
En continuant comme au cas des racines distinctes, il est facile

de voir que les séries (22) convergent uniformément pour t^to > o.

( !) Pour p^-+-^ > o, il faut poser

<0 lat 30 , D,. = 0.
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ty étant cessez grand, et satisfont aux relations

limj^== lim y,,
' /=ao /== oo

d'où, d'après ( 11 ) et ( 4)»

lim X, <5^--e) ' = lim X, <?(^-£) f.

Par conséquent, nous avons le théorème suivant :

II. Soit X/ un système de solutions des équations (3 ) tel que

les produits X/^"6^ sont bornés pour t^t^^o^ où À est le

nombre caractéristique des fonctions /»(<). Au système X» cor-
respond un système de solutions des équations (10), qui^ sous
les conditions

\\ïf\aik(t) == an,,

satisfait aux relations

limX,^-2)^ li'mX^A-sx

pour t ̂  te > o, t^ étant assez grand. Ce système X» dépend d'un
nombre de constantes arbitraires égal au nombre des racines^
^ont les parties réelles satisfont aux conditions p/ + /iSo.


