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SUR L IRRÉDUCTIBILITÉ DES POLYNOMES A PLUSIEURS VARIABLES;

PAR M. FAbbé POTRON.

VI. Hilberl î> démoniré le théoreine suivant, que je désignera*
par H(/i, À ) : Si un polynôme ^(^n . . . ? Xk), à coefficients
entiers, est irréductible dans le champ rationnel, il est possible.
d^une infinité de manières^ de donner à *x'i, .... Xn (/i <</.')
des valeurs entières /,, . . . , /» telles que le polynôme F (7,, ....
//o Xn-, - i ? . . . ? ^/,) r<?.v^ irréductible dans le champ rationnel (')..
Dans une Noie, qu^a publiée ce Bulletin (2), j'ai indiqué que. une
fois H(i, A') démontré, quel que soit À', il suffit, pour obte-
nir H(/î, Â-), d^appliquer successivement H(i, Â — i ) . ...,
îi(i, À — n + i). J'ai indiqué aussi que H(i, k) peut se déduire
de H(i. 'i) en représentant, au moyen du procédé deKronecker (:l)
!<* polynôme F(*ri, jfj, .... xi,) par un polynôme /(.r, vCi ) ayani
les mêmes coefficients et devant se décomposer en même temps.
Mais la démonstration ne s'applique plus si le polynôme/(y, x ^ }
est réductible dans le champ C(;ri) des fonctions rationnelles
de ji't à coefficients entiers.

La démonstration qui fait Fobjet de la présente Note supplique
dîins tous les cas. Elle donne en même temps le résultat suivant :
Ihie fois H(i, a) établi pour fout polynôme normal ( l) par
rapport f'f l^inede ses deux variables. H(i, k)s'en déduit, quel
que soit f\, pour un polynôme quelconque.

I . Soit F ( X t , ^.»? • • • • -t/.) lul polynôme à coefficients entiers^

( ' ) Crelle, t. 1 1 0 , iSQ*. p. lo'i-i:^.
( î ) B. S. »/., l. LX, 193-., p. i»;.
( ;') C relie, t. 92, i88L>, p. i9-i3.
( 4 ) V(x^ y), à coefficients entiers, est dit normal par rapport à y si y

.A'n • • • » >\ étant les racines de l'équation P(.r, y )==o en y, on a, pour chacune
d'elles une expression de la forme y, = r;(a', ri). /•; étant une fonction ration-
nelle «<» roeflieients entiers.
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irréductible dans le champ rationnel. On peut le considérer
comme nn polynôme de degré m. en x^. . .., j/'/,. ayant pour coef-
ficients des polynômes en ,A'| à coefficients entiers. Opérant au
besoin sur .z\,, . . . , .̂ une substitution linéaire à coefficients
entiers, on peut supposer que ce polynôme contient un terme Xa*;".
X. étant un polynôme en x\. Il est entendu, une fois pour toutes,
que Xy ne prendra jamais aucune des valeurs, en nombre fini.
annulant X. Remplaçant alors .2-2 par X''.//.,, puis j^, . . . , Xk
par .r';.. . . . . .r,, et posant X^"' F(.r,. ./'.j, . . . . .<-/.) == F'(.r,,
.//.,. . . ., ^'/.), on obtient un polynôme en ^'.,, . . ., . / •y, contenant
le terme x91. et dont les autres coefficients son! des polynômes
en x\ à coefficients entiers. 11 suffit évidemmmenl. ( ' ) de démon-
trer H ( i , /» ) pour le polynôme V. Je supprimerai désormais les
îiccents.

4. Be<npla<;îint, avec Kronecker, .JL', par y^ ' ( / - ^ ^ . . . . .A ' ) ,
/ désignant un entier ,> ?n, on obtient

^(./,, .rï, . . ., .rk ) •— .Y" -4- . . ., // - mt.^ -i.

Supposons, ce qui ne peut arriver que pour certaines valeurs
de .z'i, qu^il existe deux polynômes P(^>. .... J ' k i \\ • r^)( J) == ̂ -+-...
et Q(.r2, . . . . ̂ , j | x\ ) == *yS +. . • (A -(- B == w) vérifiant Fiden-
tité PQ -- F == o. Par la transformation de Kronecker, il
leur correspond deux polynômes /^(y, |! ^'i) "̂  y ' 1 -\- • . . tît
</(y, |! .x•l)==y / ' - (- . . . vérifiant Fidentité^y—/==o. Il faut remar-
quer qu'à tout polynôme p { y ) do degré < /î, la transformation
de Kronecker fait correspondre un polynôme complètement déter-
miné P(.î\>. . . ., - v / { ) i de degré $m ( 3 ) ; mais il est possible que,
p et <y vérifiant Fidenlité pf] -—f= o en y. les polynômes corres-
pondants ne vérifient pas Fidenhté PQ — F =-= o en .r.j. . . . . .r^..

3. Soient ï'r .... y^ !<'*» mciues distinctes de Féqua-

( l ) Cf. de SKGUIER, Groupes de Substitutions, n" 128.
(;!) Celte notation désigne un polynôme par rapport aux variables qui pré-

cèdent le signe* II, les coefficients étant des fonctions quelconques de la
variable qui suit ce signe.

( 3 ) Cf. KoNie, Théorie der algebraischen Grossen^ p. .t;.
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t ion / (j', .^i ) r-= o : ce sont des fondions algébriques de.r ' i , racines
d'une équation de même espèce ^'(y, J^ ) = o. Le discriminant de
celle équation est un polynôme en .ri. en général ̂  o, qui ne peut
donc s'annuler que pour certaines valeurs de ^•1. en nombre f in i ,
formant un ensemble ( a ) . Soit/^)'. ]| ./'i ) == y " 4- . . . un poly-
nôme en )' d iv i san t f ( y . .v\} quel que soit .r,. C'est le produit
de a facteurs linéaires y — y^, distincts ou non. Soient /. hors
de (a) , une valeur particulière de x^ et b, ce que devient y ,
pour a?, == /. Le polynôme ,^(r< 0 «» exactement les h facteurs
linéaires distincts y &/, correspondant aux h facteurs liné-
aires y - - } ' , . 11 y a donc, pour / entier hors de (a) , correspon-
dance biunivoque entre les diviseurs dey(y. /) et cenx de f(r, j^).
Donc. si l est liors de ( a ) , ( i tout diviseur de F(/, x.^ . . . . .r^)
rof respoud le polynôme obtenu en faisant x^= l dans un
diviseur de f { y . ^i ).

Pour chaque degré a. le nombre de ces diviseurs est f ini .
Comme a est S // i , leur nombre total est f in i . Ils forment deux
catégories suivant que. par leurs coefficients, ils appartiennent ou
non au champ C(.r, ). Deux d iv i seurs complémentaires étant
toujours de la même catégorie, il s u f f i t de considérer les diviseurs
de degré a< nfi,

4. Soit /^(}\ y\ ) —= y^1 4- . . . un diviseur de première catégorie.
et q(Y-! A ' i ) •==- y ' ' 4- . . . (a -h h == n) le diviseur complémentaire.
D'après un théorème de Gauss ( ' ), les coefficients non écrits sont
des polynômes / > / ( . Z i ) , q ^ x ^ } ( i = = \ . . . . , a ; y = = i . . . . , & ) à
coefficients entiers. Soient P(.r i , x^, . . . ,^ ' / ,) et Q(^|, ^'2. . . . .A ' / , )
les polynômes correspondants (n°2). Si on les ordonne en x^^ .....z^-,
leurs coefficients sont les pi[jc^ ) et y j ( x \ ). L^identité PQ — F=o
(eî\ ^.j, . . . . ./;/ • ) entraîne entre ces coefficients un certain nombre
<le relations de la forme K ( . r i ) = o , K étant un polynôme.
Ijes K( . r i ) ne peuvent se réduire tous à o. car alors l^iden-
tité PQ = F aurait lieu en x^ '̂._,, . . ., x^. et le |)olynome F serait
réductible dans le champ rationnel. Ainsi, pour chaque divi-
seur ^ y ( r . x\) de la première catégorie, le polvnome correspon-

( ' ) fïisquis. fn'ff/im.. ;irt. 'i^. Voir |)HI' < ' \e i» t j ) l< ' KONIG. op. r/'/., p. q:'.
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dant P^i. cZ-,>, . ... cT/.) ne peut diviser F que pour un nombre
fini de valeurs de x\ formant un ensemble (&). Je désignerai
par (<B) la réunion des ensembles (6) relatifs aux diviseurs d<^
première catégorie. Si l est hors de (Û3), P(^ «^'t-»? • • • » ^) ne
divise pas F(/, .z-a, . . ., j?/.).

^). Soit maintenant jo(y, J | ^ i ) «n diviseur de la deuxième caté-
gorie. On va voir que Von peut donner à x^ une infinité de
valeurs entières l telles que p ( y ^ || 0 ^appartienne pas au
champ'rationnel. Alors, quand même P(^2? • • - 7 t^/.' |] 0 divi-
serait F(f. ;r._», . . ., Xk)i ce ne serait pas un diviseur à coefficients
rationnels.

Soit R(t \ ^ ' i ) = = o la « résolvante générale » de l'équation
g{ y, x^) ==o ( ' ) . C'est une équation normale de degré A!,
avant h ! racines distinctes, qui sont les h ! valeurs distinctes que
prend une fonction rationnelle de y\. . . . . y/,, convenablement
choisie, quand on effectue, sur ces h racines, toutes les permuta-
tions possibles. Le discriminant de R(r . j^) est un polynôme
en x^ en général 7^0, qui ne s^annule donc que pour certaines
valeurs de a*i, en nombre fini, formant un ensemble (c), lequel
contient évidemment Pensemble (a) du n° 3. Soit Ri(^ , ^i) un
diviseur de R(t^, a*i), irréductible dans C(.r<), ayant pour
racines ^,, .... ^/. On sait que toute racine y-i a une expression
rationnelle r»(^, j^), et qu^il existe un groupe S, formé des y
substitutions Sa sur les yi qui transforwent ^i en ̂  (a == i , . . . , y )<
s,, remplaçant y, pary^== r,(^. j?i). Ce groupe S est le groupe.
pour le champ C(x^ ), de Féquation ^(y, x\ ) = o.

Soient, pour x^ = l hors de (c), &i, . . ., 6^, c^ . . ., cj les
valeurs, toutes distinctes, que prennent y<, ..., yhi ^n • • • • V j ' On
a toujours é/== r / (c i , f); et, à chaque substitution Sa, répond une
substitution ta remplaçant &, par b^= r/(Ca. Q. Ces substitu-
tions ta forment un groupe T, qui n'est autre que le groupe S écrit
avec d^autres symboles.

D'après le théorème H ( i , 2) pour tout polynôme normal, on

( 1 ) Pour la théorie des équations algébriques, voir, par exemple, BIANCHI,
Teoria dei Gruppi di Sostituzioni^ ou DICKSON, Theory nnd Application of
finite Croups, Part. TH.
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peut donner à j?i une infinité de valeurs entières l formant un
ensemble (<0) telles que Ri(^, l) reste irréductible dans le champ
rationnel. Alors, pour tout nombre l de (<0) hors de (c), T est le
groupe, pour le champ rationnel, de Inéquation ^(y, l) = o.

6. D'après les propriétés fondamentales de ce groupe :

i° Si son ordre y était égal à i, toutes les racines y<, donc tous
les diviseurs de/(y, ^), appartiendraient au champ C(a*i).
L'existence d'un diviseur de deuxième catégorie suppose donc
quejr* est > i.

a° Si l'on opère sur les y» toutes les substitutions Sa du groupe S,
le diviseur considéré se transforme en b (>i) diviseurs dis-
tincts/?, (y, ||.c,), ...,/^(y,||.r,).

3° Le produit (s—-/?<).. .{z — p^) est un polynôme en z et y
appartenant à G(.C(). Le p. p. c. m. des dénominateurs de ses
coefficients est un polynôme en x^, en général 7^ o, qui ne s'annule
donc que pour certaines valeurs de x ^ , en nombre fini, formant un
ensemble (e). En multipliant le produit considéré par ce p. p. c. m..
on obtient un polynôme G(^, y, x^ ), de degré b en -s, admettant
les b racines distinctes p^ ..., p^. Son discriminant est un poly-
nôme en y et ;T|, en général 7^ o, qui ne peut donc se réduire à o
que pour certaines valeurs de .r^, en nombre fini, formant un
ensemble ( f). (&) et(^) désigneront la réunion des ensembles (c )
et ( f ) relatifs aux diviseurs n'appartenant pas à C(*T| ).

Si l'on donne à x\ une valeurs / appartenant à (<0) et située
hors de (c), (ê), (3^), les transformés de chaque diviseur de la
deuxième catégorie par le groupe T restent distincts. Il est donc
impossible qu'aucun d'eux appartienne au champ rationnel, car il
serait alors invariant par le groupe T.

7. Si donc, de L'ensemble infini (dP), on retranche les entiers^
en nombre fini, pouvant appartenir à l'un des ensembles (<%),
(c), (^), (y), il reste une infinité d'entiers l pour lesquels
F(/, .z'a. . . . , j ?^) ne peut avoir aucun polynôme diviseur ea
.r.j,-. ... j?^, à •coefficients rationnels.


