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SUR LES ANGLES DE DIVERGENCE DES FONCTIONS ENTIERES;

Pu M. A Raucs.

Nous allons étudier les fonctions entiéres f(z) d’ordre p > 1/2
admeutant des angles de divergence d’ouverture % bordés d’angles

de convergence pour
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Nous supposons que argz = O est bissectrice d'un angle de
divergence.
On a les résultats suivants :
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sauf pour un ensemble possible de valeurs x de mesure linéaire
nulle.

2 est étendue aux modules des racines r,(a) de f(z)=a

N
28

(') A. Rauch, Exztension d’un théoréme de MM. Lindelof et. Phragmén
(Comptes rendus, t. 201, 1935, p. 189-191).
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situées dans chacun des angles d’ouverture 2¢ et de bissec-
trices & —.
YR

Nous allons utiliser les égalités suivantes de M. Valiron :

i
() IO/, 90, Ky sink(zi—ea) + 2T 2 Mf 3"((:10))

0: '—%

=J(f, o1, k) sink(@o— 92) +J(f, 02, k) sink(9:—20) + O(1) (1),

(2) [J(f, ©0, k)~1(7——, %o, k)] sink(p;— g2) + %l.f 2 "E_'{_:((_g
@ !
= C(90, 91,95, %) + [J(f, w,,k)—1<f , ?,, )] sink(9o— 1)

[J(f,q» k)+J(f ) 9, k)Jsink(m—:p(.),

quel que soit z, ainsi que le théoréme de Valiron-Nevan-.
linna (2) :

01‘+
(3) -2‘7[0 Iogl-f(—rdo—)-—ld0<0[logT(r)] 1r>r(z),

sauf pour un ensemble possible de valeurs z de mesure linéaire
nulle.

Z est étendue aux modules r,(z) et aux arguments w,(z) des

O\
(2% )
racines de f(z) = z du secteur

_ pefwalpr  (ra21)
et

Bu=sink(p — wn)SMA(3o— 1), S GeSwalen,
8,,=sink(u),l-— ?,)sink(cpi—cpo), " sl ?:gwng?u,
d’ailleurs,
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L

(') VALIRON, Sur les directions de Borel des fonctions méromorphes d’ordre
fini (Journal de Villat, t, 10, 1931, p. 457-480).

(%) Vaiirov, Sur la distributlion deés vdleurs de foncltions méromorphes
(Atta math., t. A7, 1935); R. NERVANLINNA, Le tRéoréme Picard-Borel et ia
théorie des fonctions méromorphes, p. 82 ( Gauthier-Villars, Paris).
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Démonstration de (A). — Prenons dans (1) 9, =0, ¢, = ;ﬁp + ¢,

ou ¢ est assez petit pour que ¢, soit <C Eet encore dans I’angle de

convergence pour J( f, ¢, k); supprimons Z > O et divisons par
J(f, O, k) en remarquant que

: J(f’ g1, k) _
R T R S

. Lk .
Lll!;) T%;—Tz < cospy,—+ sinpgo tangpe (O <9< 2—’%) .

Donc
: "(.fi o, k)( ; ( < < 7:)
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Soit maintenant

O=0<o1=—0:< -2%

- On a, d’aprés (1),

. . W —e, K . J(S, k).,
smgp:p,§[hm <J{f, Oq:llc)_) +|,m15-;, I’)”’ k;J [sinpes,

ou, en divisant par sinpg, et en lenant compte de (4),
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b ’ b ’ 4

] <2c0sp9
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A — e k) 3G 8 k)
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= 2C0Sp¥P1,

ce qui exige, d’apreés (4), 'égalité (A).

Démonstration de (B). — Prenons dans (1) :
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2[I(f, 91, k) + (S, 92, k)] sinke + O(1),

dOIlC',
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divisons par J(f, O, k) et passons a la limite en remarquant que.

d’apreés (A),
J<f,;7%+a,k> J(f,;—‘p,k>

lim 77 O, F = lim 17, 0. F =0,
. J.(,:"—P——E,A')_s' .
R T AT N SR
On en déduit la premiére partie de (B).
Soit maintenant
:,.=;+: :,=i—4-z: Sa=0
) 2p
On a
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S 2 IO 0
F1—%: Fo—Fs 1% Fo—Fe 2%
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Donc,
QO Fcoskesink:
J(f, %0, k)SInA("_c')+AZf (el do

/\
SIS, o k)smlcoo+J(f, 22, k) sinke + O(1).

Divisons par J(f. O, k) et passons a la limite, on en déduit la
deuxiéme partie de (B).

Démonstration de (C). — Excluons dans la suite I'ensemble
exceptionnel de M. Valiron. (3) donne alors

27

(5) [uﬁllg

quel que soit A > o; il en est @ fortiori ainsi quand l'intégrale est
étendue a un petit secteur d’ouverture ¢. Dans ce secteur il y a
donc au moins un rayon ¢ tel que
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En effet, si :
dr

Fht

I
Sflre®)—z

= x,
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/ log
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quel que soit § de 'angle ¢, on peut trouver R tel que
R .
f log| —2 |9 S X, nga(o,%)-
1

Pl €
Cette inégalité a lieu encore dans un petit intervalle (6§ —n, §+n),
car pour R fixe le premier membre est continu en §. D’aprés le
théoréme de Borel-Lebesgue on peut couvrir 'angle ¢ avec un
nombre fini de ces intervalles. Si alors

Ry = max. R(G, -[:\-)

qui est fini, on a

A</d0[ 0
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Prenons pour ¢, et ¢, de tels rayons dans les secteurs

I
S(rety —z

Q

‘ce qui est impossible ().

= = x
— — 26— —e < — =9 < — + eSS — + 2¢
2p = P 2p 2p =T 2p

" (2) s’écrira
IS, 50 k)sink(gi—g:)+ 27 ), =2
P1—Ps
= O(I)ij(fl_x’ 20y )smk(% 1)

+ (S, 91, k)sink(so— g2) +I(f, 72, k)sink(g1— 90)
2 I(f, 32, k)sink(91— o).

3n(z)

rn(x)

D’ailleurs,
8aSsink(g1— 30) sink(go— 92);

(') Je dois 3 M, Valiron la démonstration de cette propriété.
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donc

X
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J(f, 92, k
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= c0Sp92sinp(9;— Qo).
On en déduit la premiére partie de (C).

Prenons dans (2)
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Divisons par J(f, O, k) et passons a la limite, on en déduit la
deuxiéme partie de (C).

Remarques. — Les démonstrations sont les mémes pour la
. . ] .y . ; .
direction — e Les premiéres parties de (B) et (C) sont vraies

pour fout € > o, les deuxiémes pour tout ¢ assez petit.
Si nous procédons d’une fagon analogue avec
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on trouve

2 étant étendue aug racines de f (z) = z d’'un secteur| ¢ | << 2%.

|z|21,0ra
1
. ki
(D) lim Z’«"”

k=p ® 4+ dr
[ log | f(r)| o

sauf pour un ensemble possible de valeurs x de mesure linéaire

nulle ().

= 0.

(') Poir des théorémes analogues de M. L. CARTwRIGHT, Proc. London Math.
Soc., 2* série, t. 38, 1935, p. 504, et de M. G. VaLRoN, Compositio Mathema-
tica, val. 1, fasc. 2, p. 195.



