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SUR UN THÉORÈME DE CARLEMAN
ET SUR UN THÉORÈME DE CARLSON-NEVANLINNA;

PAR M. ALEXANDRE DINGHAS

( Berlin ).

Dédié à la mémoire de
mon professeur et ami
Aristote Oeconomou.

1. Le,théorème bien connu de Carison ( < ) , d^près lequel toute
fonction entière d'ordre un et du type moyen < TT ne peut s'annuler
pour tous les entiers positifs sans être identiquement nul, a été
l'objet de plusieurs travaux (2). Le progrès le plus essentiel en ce
qui concerne la généralisation dudit théorème, est dû à MM. F. et
R. Nevanlinna (3) qui sont parvenus au résultat général sui-
vant ( 4 ) :

Considérons dans le secteur

^JL<^^. (kï1-("oik ~ ' ~ ik \ ~ 2

une fonction f(z) méromorphe en z = re^^ ayant pour zéros
an = j an | e1^ ( n = i, 2, 3, ...,. | an \ ̂  \ an^ \ )

et pour pôles
bn= \bn\ei^ (l==I, 2, 3, ..., \bn\^\bn+i\).

(l) P. CARL80N, Sur une classe de séries de Taylor ( Thèse Upsala^ 1914,
p. 58). Ce théorème est établi aussi par M. Wigert, mais sous certaines restric-
tions pour f(s). Voir S. WIGERT, Sur un théorème concernant les fonctions
entières (Arkiv for Matenwtik^ vol. 1 1 , 1916, n0 22, p. i-5).

( ï) Voir par exemple G, H. HARDY, On two theorems of F. Cari f on and
S.'JVigert (Acta Math., 42, 1920, p. 327-339).

(3) F. et R. NBVANLIMNA, Ueber die Eigenschaften analytischer Funktionen
in der Umgèbw^g einer singulàren SteHe.oder Linie {Acta Soc. Scient. Fenn.,
vol. 50, n* 5, p. 4o}•

(4) Je fais abstractiibi» ici d'un théorème de R. Nevanlinna, qui généralise le
théorème de Carison dans un sens différent. Voir R. NEVANLINNA, Ueber die
Eigenschaften von 'meromorphen Funktionen in ei'nem Winkelraum (Acta
Soc. Scient. Fenn., 50, 1925, n0 5).
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Posons
^(r,o)= V cosA:a,, n^( r ,x )== ̂  cosÂ:?v,

|n,l<r • l°vl<^

,̂ ( r) = n k ( r , o) — /i^ r/oo).

Supposons que la fonction F ( r) ̂  /̂ r r ̂  r, > o constam-
ment positive et telle que l'intégrale

'WdrT(,.)=/ y.Â--»-l

diverge pour r-^oo. Si les grandeurs

^logl/p^)!-^!/?^)!!
n(1,1) . ^

-̂  f logl.Ap^lcosÂro^ç et /i^r)
P l7 ît

satisfont respectivement aux inégalités

^[i-+-o(i)1F(p); ^<y^I^o(») ]T (P) i ^[i^o(i)]F(r),

o/i aura
JD -4- q ̂  ît^.

Ils dérivent leur théorème ( ' ) d'un principe général d^près
lequel une certaine expression dépendant des zéros, des pôles et
de la grandeur absolue de la fonction f(z) méromorphe dans un
domaine B, ne peut converger vers l'infini négatif que dans le cas
oùf(z) s'annule identiquement dans B.

2. Je vais démontrer dans ce périt travail que le théorème connu
de Carleman (a) suffit complètement pour la démonstration du théo-

Î4 l^b^ ^Approximation analytischer Funktionen durch lineare Aggre-
^fe von vorgeichriebenen Poten^en {Arki9 for Mat. och Fy^ vol. 17. n» 9,
p. 5). Carleman fait du reste la remarque que »û théorème démontre cch» de
C^arison

Pour'une autre démoMtratioB dn théorème de Carleman, voir encore
A. DroaHAS, Ueber eMig« SStae au, du- Théorie der meromwphen und ganaen
funktionen {Sfath. Ann., 110, 1934, p. 284).
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rème général mentionné plus haut, si on le transforme convenable-
ment. A cette occasion je remplace dans le théorème de Carleman
un certain 0(i) par une expression explicite. O'ailleursje voudrais
observer que le détour par la formule générale (3.5) n^est pas
absolument nécessaire. On pourrait au contraire se servir d^autres
démonstrations du théorème de Carleman. Mais la démonstration
donnée ici rend plus clair le fait que ce théorème joue dans un
certain sens, pour Fétude des fonctions méromorphes dans un angle,
le rôle du théorème de Jensen.

3. La formule de Poisson pour un demi-cercle et pour un sec-
teur ( j). — Soit w{z) la fonction analytique qui donne la repré-
sentation conforme du demi-cercle

(3.1) <^^o, \z\^?

sur le cercle unité, et soitd^autre pariy(-s) une fonction de z holo-
morphe dans (3,i). Diaprés la formule de Poisson, on aura

(3.2) / (ç )=.C-^—— />^/(.)w;^•4•w(ot^-)^
î / -"' -23t(Jp^ • ' - . W ^ — t ^ Ç ) W { Z )

dans laquelle Ç représente un point intérieur de (3, i), et Fintégrale
sera prise dans le sens positif. La constante G dépend de la fonc-
tion w{z). Mais on pçut par une modification simple de (3,2)
arriver k une aiitr^ expression où C ne dépend que de/(o)^

Pour cela écrivons (3,a) pour un autre point de Vaxe réel Ce et
considérons la différence

/(;.)~/<Ço).

On aura

(3,3, fW-f^^^^fW ̂ J^^;_^^^-

(1 ) Cette formule fut établie ppemièremeiU par moi dans mon travail : Zur
Théorie der meromorpheA Fun/ctKyien in einem WiHkelrauvn {Sitsung^ber.
der Preuss. Akad. der Wisf.» iQSS, p. 576-596).

La démonstration développée ici lient euentiellem«nt à une idée qui revient
à M. Brhapd âchjuidt. La disposition de la démonstration et les détails août
dues à mon ami Heinz Westphal.
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Diantre part, on sait que

/ \ 'z — Y P2-»- Y-Sw(z}=———=. •-——:—,
z -+- y p"— y s

où y est un point intérieur de (3,i).
Posons y ---= Ço- On aura

^--^o P1-^»

/(O^/.I.^ ;L.̂ «/,,,,-,̂ ; ̂  ̂
^+Ço p2—^ Ç-hÇo P'-^o

x( A; ~ î o ̂  p7^ + P7"^)^
OU

/(O^/^o)^ ^.(Ç-Ço^P^^o)

r̂ (2 ) (s — Ç o ) ( p2-»- Ço ^,) ( ̂  — 0 (p'--^ -sÇ) d z '

Pour Ç»-> o, nous savons ( ' ) que cette intégrale converge vers la
valeur principale de

1 ^'V/Ï.)———Ç^——— ^-<V(o),
^ î j [ - ( S — Ç ) ( p2- !-SÇ) ^ *' v n

on aura alors

r3,4) /(o=j/(o)+ ç-. (^afw.——^f- ^ ̂
5Î<^ ( , ; — — Ç ) ( p 2 - p ^ ç ) z

OU

(3 ,5 ) / (Ç)=,rAo)+— /'"^/(^{i^I-Pl—ili^.
•-Î^Jl^ ( 3 — Ç p-'-h ̂ !:( Z

Pour un secteur quelconque

(3-6 o$r^' -â^^'x (^0'
on aura

(3,7) m)=^f(o^JL, r^^f^^2^^^-^^
' / J y 2^l\ (^—^ ^-^z^\ z

et. dans ce cas, (G) signifie que l'intégrale sera prise dans le sens
de Cauchy. En outre Sp est la frontière de (3,6). Enfin, pour^/Ç7',
on doit prendre les déterminations qui sont réelles pour ^ ,Ç réelles.

(') Voir, par exemple, HcnwiTZ-CocnANr, Funktionentheorie, 2e éd., p. 309.

LXIV. 6
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4. Supposons maintenant que la fonctiony(^) soit dans le sec-
teur (Jiz ̂  o une fonction méromorphe, ayant pour zéros a\, a'j. ...,
et pour pôles b^ 62? • . • • On peut encore admettre que

\a\ > o, ! h\ j > o et | y ( o ) | = = i .

La fonction

o . , -, /, - , 1 ' T z'Jt~a'i p2--^ 17 J - ̂  ?'- a,/ p'2— <i^ ÎT ^ — ^'i ? 1 ~^' ^v
5 — ^ ?:^-+-^,^ JLl s-^ ̂  p ï — ^ ^

.̂  Q 1 ̂  === / ( .̂ • | ——————————— —,——————————— | | ————————=- ————

• • 11 5 — ^ i^-^-^ -1-1 Z-^f^ ^--

est dépourvue de zéros et de pôles dans notre demi-cercle (3 . i ) ,
alors la fonction log^p(^) est holomorphe dans ce même demi-
cercle.

De la formule ( 3 , 5 ) ou tire, ïiprés quelques calculs faciles élé-
mentaires ( '), _ „

Y< . r-h7^ ^-—7i^ ^ r - 7^ ^—h^
- î . i ) iog./^)=- ̂  1^^-^ ïTT^r ^ 1 ^r—^ o7-^^

|aJ<p i ^ - 1 ? 0

i r \ --+- ^ ^ : l— ̂ i ̂
^l::7^10gi/13>!i^-^^!T^argt/lo'

Considérons la fonction

l r ^ (s-h î : a'-— ^\(iz .. .
^> log^;>=^.^ lo,|/..>|;^-;-^-^i-^.^/.o.

avec Ou < min( ! a, I , i 611 ), fonction qui est holomorphe dans (3, i)
et qui s'annule sur le demi-cercle | z j == poC%^ > o, tandis que sur
le segment — po<r < po ^^ prend les valeurs log \f{iy) j . Une
combinaison de (4 . ï ) et de (4-^ ) donne

V^ îl -t- ̂  p'2 — ^y '̂  V' i ï -+- ^v P2 — ̂  Ç
lo,/(:,-log^>=- 2; •"g^:^;-^-^^! ̂ ^^^T-M

j«l<^ l 6 - ! ^?
I f , , , , \ :• -h Ï p 2 — ^ ^ / ^^

"^•ÂJ0"-"3"»1^"'^^^'
où 1\ ^ représente le chemin suivant :

,0 de — p o t jusque — p ( en ligne droite;
2° sur le demi-cercle ] z \ = pi S^z > o ;
3° de p i jusque po t en ligne droite.

( 1 ) Ce procédé est analogue avec celui de M. R. Nevanlinna dans son travai
mentionné plus l iant.
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Divisons les deux membres de cette formule par aÇ et faisons
converger Ç vers o, on aura

^4,3) C^lin.10^'-10^^
ï>0 2^

_ Y1 ( cosa^ |<z,Jcosa^J
^ 2j ( f a T T " " ^ (

1«-<1 ^ F

t cos^ __ 1 6y 1 COS Pv (^ (cos^v 1 6^| cospy
^ ; T^T " ?-

1^1 <p
1 ^ 1 p2 (

i /" , , , - , ( i s ) dz——: 1 log \ f ( z } ;- -t- — \—•f2^'IJ^^ ( z ° ( 2-M10^^
3. On peut démontrer maintenant que

i r2
f5,i) C = ^— 1 logl/t'po^'?) j c o s ® ^9

""T

^^(pl-^)/^'^^1^-

En effet on a, pour un point intérieur du demi-cercle \z ^po.
cR^o,

log/( ; ) = ̂ ^log 1/( s ' ' 1 ̂ 1 - ̂  S î "arg/(
alors

°,)5

log/(î)-log^)= ̂ //io,|/(po^j ̂ | - 1 |̂ j ^9

* r~"°'i . ^ ^ P S — ^ Ï o——z^ïdz.——. / ^gL / t - 2 ) ^ -^——- — 4——?^—
'^^ ( P î S + ^ î P^-h.^^ Z

et, par suite, par une transformation élémentaire,

^l2iZtî^££^ = ̂ ^log|/<p^)|cos^ç

~T

i r"^' i i i^——. log |/^)| — — -
2^.7, 6 1 • / • 1 pS p2 .̂
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Nous introduisons encore les fonctions

R i ( r , o ) == ^ |fl^|cosa^,

1^1^-

Ri(r,3c)== ̂  ;6v[cos(î,,.

\b.\<r •"

En remarquant que

^ { cos Oy | g^ j cosa^ ^ _ /^p R | ( Y , Q )
2é < T^ ̂  ^ ( = ̂  ""ï""i^'i ̂ r

et
V (cos^ | ^ [ c o s ^ / _ /^Ri^oo) ̂
2<ÎT6^--—p.——(-^ ————^

|&.,j^7-

on obtiendra la formule de Carleman sous la forme suivante :

r /'PR '^0)^ /^RI^OO)
(5.2) C=•~•V ——?——^-+-2j ——^——dt

^_ r iogi/(..,if^ii^
'^^ro,,. ( z P ) ^

ou G est donné par (5,i).

6. Posons enfin

n ^ ( r , o ) = ^ cosa.^. / î^r ,ao)= ^ cos[^,
\a.,\<r ïb.A <^r

on aura

^R^o), r^ . , , / i \ Ri ( 0 , 0 ) r^dn^t.o)
^ ————^=^R 1 (^0)^^=~-^——^ ~————

ou
^JM^, Rirp,o) ^ /n(p,o)^ / '^^(^o)^

Je ^ P1 p ^ r"

Mais on a
/*0 y^^Ri (p .o)= / tdfii(t,o)= pfi^p, o)—f n^t,o}dl,

JQ ^6

alors
_R^p,o^^(p.o)^^ r\,(t^)dt^

P2 P P2*/)
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de là on tire

(^ ^p»l^^^pj^^j,„,o^<

et. (Tune manière analogue,

^^ ĵ̂ ;,,̂ ,,,
En combinant (5,2), (6,i) et (6.2), on a finalement

(6,3) C = - f p j - + - i L l ( n ^ ^ — — F Iog | /^ ) | | l ^ '}^ ,
^o ( < - ? i ^^r^ ^ ? < z

où l'on a posé encore

/il ( /• ) = ni ( r, o ) — /ii ( r, oo ).

Pour un secteur quelconque, on peut obtenir par des considéra-
tions analogues la formule de Carleman sous la forme

c."/'!̂ , ̂ j..̂ .-.̂ .̂ i..i/̂ i)ï,. ̂ ,
OÙ

7t

i r^
Ck= ——, / log | / (poe^) |cosÂ-9r /ç

r ' 0 _2î.
2À-

-^X.106'^'!^-^!3"1^
et Sp p^ signifie le chemin :

-•-î. —•-E.
1° de po^ '^jusque p^ 2^ en ligne droite;

-i^- i^.
2° de p6? 'îk jusque pe 2A sur l'arc du cercle [ -J | == p ;

-JE •-E
3° de p^ ^jusque po^ 2A en ligne droite;

et enfin Tp^ le chemin :

iJL ,
i° de po<° ^jusque o en ligne droite;

-i •"
2° de o jusque p^e ïk en ligne droite.
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7. Démonstration du théorème de M. Nevanlinna. — De la for-
mule (6,4) on peut facilement déduire le théorème de M. Nevan-
linna formulé dans i°. Puisque 7^(^ ' ) ï > < ) , on ;i

p ^ r9 ^ k ( t } i r \ i ^ ] f/zc^ T^^^^^/^l^^li^-^lT-

Cette intégrale est égale à

^/'hogl/^-'^l^io,/^)!}
P°
/ i ^ \ ^ i r^, .,. . , ,

^[r^^jT ^^j ^og|y .p^) icosÀ-?</9,
~Tk

et cette expression est plus petite que
7t

/'!'+«('));/ vtîlldt+^f' logl/(pe'P)|cosÀç,/ï

'~2Ï

^ - ( p •+- q ) [ i -4- 0(1 ) ] T ( p ).

Supposons maintenant que notre fonction vérifie les condi-
tions ( i , i ) . Divisons la dernière formule par T(p) et faisons p
croître indéfiniment. On aura

. ioS— s -h —{p -4- (p,

c'est-à-dire
r.s ̂ p -+- q.


