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SUR UN THEOREME DE CARLEMAN
ET SUR UN THEOREME DE CARLSON-NEVANLINNA;

Par M. ApLexanprE DincHas
(Berlin),

Dédié a2 la mémoire de
mon professeur et ami
Aristote Oeconomou.

1. Le.théoréme bien connu de Carlson ('), d’aprés lequel toute
fonction entiére d’ordre un et du type moyen <C 7 ne peuts’annuler
pour tous les entiers positifs sans étre identiquement nul, a été
I'objet de plusieurs travaux (). Le progreés le plus essentiel en ce
qui concerne la généralisation dudit théoréme, est diaa MM. F. et
R. Nevanlinna (®) qui sont parvenus au résultat général sui-
vant (*):

Considérons dans le secteur

<eo

v

[L7AN

N
N
n

N -

(k21)

une fonction f(z) méromorphe en z = re?, ayant pour zéros

=
2k

an=/an|ei®s (n=1,2,3, ..., |@n|S|an])
et pour pdles
ban=|bnleBs (n=1,2,3, ..., 62| <] bnsa]).

(') P. CARLSON, Sur une classe de séries de Taylor ( Thése Upsala, 1914,
p. '58). Ce théoréme est établi aussi par M. Wigert, mais sous certaines restric-
tions pour f(3). Voir S. WieErt, Sur un théoréme concernant les fonctions
entiéres (Arkiv for Matematik, vol. 11, 1916, n* 22, p. 1-5).

(?) Voir par exemple G, H. Harpy, On two theorems of F. Carlson and
S." Wigert (Acta Math., 42, 1920, p. 327-33g).

(3) F. et .R. NEVANLINNA, Ueber die Eigenschaften analytischer Funktionen
in der Umgebung einer singuliren Stelle.oder Linie (Acta Soc. Scient. Fenn.,
vol. 50, n°* 5, p. o).

(*) Je fais abstraction ici d’'un théoréme de R. Nevanlinna, qui généralise le
théoréme de Carlson dans un sens différent. Voir R. NEVANLINNA, Ueber die
Eigenschaften von ‘meromorphen Funktionen in einem Winkelraum (Acta
Soc. Scient. Fenn., 50, 1925, n° 5). -
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Posons

-

ni(ryo)= z coska,  np(r,x)= 2 cos k3,
la,\<r - lei<r
nEp(r)=ni(r,o0)—ng(ry»).

Supposons que la fonction F(r) soit pour r2r,> o constam-
ment positive et telle que U'intégrale

F(
T(r ) ""f k:i)
diverge pour r->w. Si les grandeurs

1 togl (o) | tog | Ao )|

1!

f log| f(pe!®)|coskopds et ni(r)

!k

(1,1)

satisfont respectivement aux inégalités
Spli+o()]F(p);  Sqli+o(n)]T(p);  2s[1+o0(1)]F(r),

on aura
pP+g2=s.

Ils dérivent leur théoréme (') d’un principe général d’aprés
lequel une certaine expression dépendant des zéros, des poles et
de la grandeur absolue de la fonction f(z) méromorphe dans un
domaine B, ne peut converger vers I'infini négatif que dans le cas
ou f(z) s’annule identiquement dans B.

2. Je vais démontrer dans ce petit travail que le théoréme connu’
de Carleman (?) suffit complétement pour la démonstration du théo-

(') Loc. cit., p. 36.

(2) Ueber die Approximation analytischer Funktionen durch lineare A ggre—
gate von vorgeschriebenen Potenzen (Arkiv for Mat. ock Fysik, vol. {7, n° 9
p. 5). Carleman fait du reste la remarque que son théorémc démontre celui dc
Carlson.

Pour une autre démonstnuon du théoréme de Carlemau, voir encore
A. DiNonias, Ueber einige Sitze aus der Theorie der meromorphen und gansen
Funktionen ( Math. Ann., 110, 1934, p. 28}). .
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réme général mentionné plus haut, si on le transforme ¢onvenable-
ment. A cette occasion je remplace dans le théoréme de Carleman
un certain O (1) par une expression explicite. D’ ailleurs j je voudrais
observer que le détour par la formule générale (3.5) n’est pas
absolument nécessaire. On pourrait au contraire se servir d’autres
démonstrations du théoréme de Carleman. Mais la démonstration
donnée ici rend plus clair le fait que ce théoréme joue dans un
certain sens, pour I’étude des fonctions méromorphes dans un angle,
le réle du théoréme de Jensen. '

3. La formule de Poisson pour un demi-cercle et pour un sec-
teur (!). — Soit w(z) la fonction analytique qui donne la repré-
sentation conforme du demi-cercle

(3,1) Rz20, |3i%0

sur le cercle unité, et soit d’autre part f(s) une fonction de 3 holo-
morphe dans (3,1). D’aprés la formule de Poisson, on aura

w(z)+ w(f)L wi(z)
w(zZ)—w(l) w(z)

k)

(3,2) f(r)=;C+—f R f(z)

dans laquelle { représente un point intérieur de (3,1), et 'intégrale
sera prise dans le sens positif. La constante C dépend de la fanc-
tion w(z). Mais on peut par une modification simple de (3,2)
arriver & une autre expression ou C ne dépend que de f(0).

Pour cela écrivons (3,32) pour un autre point de I'axe réel £, et
considérons la différence

FL)—f(Zo.
On aura

83 SO =1 = 5 [ ® ) T
°

O wa—wiEy] ¥ 9%

(1) Cette formule fut établie premi¢rement par moi dans mon travail : Zur
Theorie der meromorphen Funktiqnen in einem Winkelraum (Sitsungsber.
der Preuss. Akad. der Wiss., 1935, p. 576-596).

La démonstration dévelappée ici tient essentiellement & une idée gui revient
32 M. Erbard Schmidt. La disposition de Ja démonstration et les détails sont
dues 3 mon ami Heinz Westphal.
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D’autre part, on sait que
wiz)=2—% Eiﬂ,
3+ pt—~3z
ou y est un point intérieur de (3,1).
Posons 1 == §,. On aura

f(O =t H'—fmf(“)z—(, Z+ta9:_t_to

pr+7%az [ —To P2+ Ly
3+0o 57— %95 L+ Lo pi— Lo

><(_‘ SRS S (R Lo )d.z

ou

S =rf% .»+1-(” o) e+ %)
xfch(z) e
T,

(Z—Co)(p°+%03) (5 —21(p° +ZC>

Pour ¢,—> 0, nous savons (') que cette intégrale converge vers la
valeur principale de

314 o2 dz
ﬂf R f(3) e R f(0),

—{)(p? (5 —f)pi+3%) 3

on aura alors

o ¢ s+pt ds

(3,4) L) =Ifto)+ ,;‘,"/;.? RI® —{)(pi+3{) 3
ou

i~ at)dz

2

[(H]
NS S & N
(3,5) f‘C’“J-f(O-""-zm'/l:?(R/"’Iz~t o'+ 3¢

Pour un secteur quelconque

b = . I
5 —_ - < — -
(3.6 OgrgP: 2'=?§2/\' (kz2)’
on aura

- k f 2
(3,7 _f(t)—-Jf(o)+;?;. ] J(f(z)iz_

et. dans ce cas, (C) signifie que l'intégrale sera prise dans le sens
de Cauchy. En outre S; est la frontiére de (3,6). Enfin, pour 2%, ¢F,
on doit prendre les déterminations qui sont réelles pour z, { réelles.

(') Voir, par exemple, Herwirz-Counant, Funktionentheorie, 2° éd.,b p- 3og.
LXIV. 6
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4. Supposons maintenant que la fonction S () soit dans le sec-
teur A5 2 o une fonction méromorphe, ayant pour zéros a,, . ...,
et pour poles by, by, .... On peut encore admelttre que

la | > o, 1hii>o0 et |flor]| =1.

La fonction

.. WY 2+, si—al s—b,
gpt 3= f(3) lI T l] =
3 —a, 214 ayk ,_{__/,‘l o2 /

<o 1< 6 '

>

est dépourvue de zéros ct de poles dans notre demi-cercle (3,1),
alors la fonction logg,(3) est holomorphe dans ce¢ méme demi-
cercle.

De la formule (3,5) on tire, apres quelques caleuls faciles él¢-

mentaires ('),

i log [ =— Z logy__" ::

la.!<¢

Considérons la fonction

(f,2) logg(l) = )——l‘/(‘ Iow'/(..)].g.'—:t ___—:< - 4 argfio)
avec 0, << min( | a,l, 15,]), fonction quiest holomorphe dans (3,1)
et qui s’annule sur le demi-cercle | 51 =5, R 5 > 0, tandis que sur
le segment — p, << ) << p, elle prond les \alcum log ! f(iy7)!. Une
combinaison de (4,1) et de (4.2) donne

- "'r v b 3___[){
r‘ Ay -+ 0y p v &
log f(%) — log &% ] + E lo v
o /(%) LEAN —u,,c PR g';—b., e+ byl
la e 1b1<e
v - Y ? -7 -
1 \3+% p?—sljdsz
-+ — log|/(3)! —_—
27 gl. lz—z% i+ s

0%

ou Iy, représente le chemin suivant :
Ll
° de — py¢ jusque — pr en ligne droite;
2° sur le demi-cercle | 3| =p, Rz>o0;

3° de pijusque pof en ligne droite.

(1) Ce procédé est analoguc avec celui de M, R. Nevanlinna dans son travai
mentionné plus haut.
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Divisons les deux membres de cette formule par 2¢ et faisons
converger { vers o, on aura :

log f(%)—logg(%)

(4,3) C=‘|.';'; >7
- -
2 {cosav lavlcosavz
Llav] oot
11 <o ' .
. 2 jeosB, lbvlcos{sv$
L 16y] Ch
1< p
- — log fu.;[f d".
270 Py z
28

3. On peut démontrer maintenant que

wli

(5,1) C=— Iog}f(pne“?)]cosod.

1 I
*z:(? )f log | f(iv)|dy-

En effet on a, pour un point intérieur du demi-cercle |5|<p,,
(R.Z_Zu,

. 1 . { ;
logf(J)= — lo (3) s — =
8/ 0= [ tegl e e — B

2]
+
A
o
S
I
[3]
Al

$ ‘»lf' + arg f (o),

o X

alors
i o 2i0 47 poei®—7
log f(%) —log = — lo ig)) €T~ e 2
gf5 g(‘ﬁ) 27l = glj(.ooe ) pne'?—: eoe_,q;+c d
— 8l a__ v PR
- log | fz)|§Ei—2 _ i 25 de
2758 g (e3+ 3 pr+ 33\ 3

et, par suite, par une transformation élémentaire,

wlsl

lim log f({)—logg(%) _ L

V -
I>0 2 7poJ o

log | f(poei?)|coso dg

_Poi

- log | f(z)] :
Poi

o

dz.
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Nous introduisons encore les fonctions
Ri(r,0) = 3, |a,|cosay,
lag < r

Ri(r,»)= Z ! by | cosB,.
) 164 <r g
En remarquant que

2 SCosav_ ]a"i?osa"(=:».pr'”,'0’({/
EM °° \ 0 .

lag<r

2 {cos(ﬁ\,_ [b“|°_053"$=szR‘”.’°°’dt,
5] o , P

16, <r '

et

on obtiendra la formule de Carleman sous la forme suivante :

P | ¢

(5.2) C=-—-2f Md{.{.g/ Md(
0 o 0 #
1 ) 1 z)dz

ou C est donné par (3,1).

6. Posons enfin

ny(r,o)= E cosz,, ny(ryo)= E cos 3.,

la.1<r 1.1 <r
on aura
P P 1 Pd t
B e A R o B
A t ° t2 P2 o t
ou
) PR1(t,0)dt__Rl(Pyo)+"1(P,0) +‘/‘Pn|(‘t,o)d,‘
A o* e o B
[}
Mais on a ,
0
R,(p,o)=f tdny(t,0)=pni(p, o)——/“n,(t,o)dt,
() Jo
alors

' e
_Rieo, mle) L g0 ar
P P P
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de la on tire

P ¢
(6,1) 2[ R—-———-’(;’o)dt=/; 3.'_4-—':1

2t 5n,(t,o)dt

t. d’'une maniére analogue,

p . P'
(6.2) 2 [ Z‘—Lt’i)fh‘:‘/‘ b1 + —l-ini(t,ao’)dt.
Jy [ , LT oty

En combinant (5,2), (6,1) et (6,2), on a finalement

(63)C—-—f {t_ ’}n:(t)dt-k——f log | f(31]]+

dz
z

ou I'on a posé encore

ny(ry=ny(r,o0)—ny(r,o).

Pour un secteur quelconque, on peut obtenir par des considéra-
tions analogues la formule de Carleman sous la forme

ou
Ci= - - f log | f(poei®)|cos k¢ ds
=P

__f loglf(z)l;P”

k—1 d
3 z
P-k

et S, . signifie le chemin :
—igr il
© de pope * jusque pe * en ligne droite;
T
2° de Ioe 3% ;

jusque pe * sur I'arc du cercle | 5| =p;

'ilrl

3° de pe * ]usque poe * en ligne droite;

et enfin T, le chemin :

2

° de pye % jusque o en ligne droite;
U
2° de o jusque p,e * en ligne droite.
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7. Démonstration du théoréme de M. Nevanlinna. — De la for-
mule (6,4) on peut facilement déduire le théoréme de M. Nevan-
linna formulé dans 1°. Puisque nz(r) 20, on a

p
Ckg—f ’Ik(t)l[f+——l— [ log| fi3)]

1
k-1 ol L] s
t 2 ’JS?,?.. z

‘Cette intégrale est égale a

;ln-fp 3 log lf( te_i;’;‘)l +-loglf( tei'-’i)l %
- Po

<E}

o~

I th \ dt 1 " o
X(t—*—éi_k>7+;§7‘ rlog}j“oe‘w‘cos/.?dg,

2k

et cette expression est plus petite que
_11_
2 2k
v [ Fe 1 o io
pi1 +0(1));f m—‘-dta— ;;;f log | f(peiP)icosks s
fo Y s

24

§::(p+q)[l+o(u]'l‘(p».

Supposons maintenant que notre fonction vérific les condi-
tions (1,1). Divisons la derniére formule par T(p) et faisons p
croitre indéfiniment. On aura

og—s+l;(p+qj,

c’est-a-dire
=s<p+q.



