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SUR QUELQUES SERIES INFINIES DES INTEGRALES;

Par M. Raztuopin Sippror.

Introduction.
Nous démontrons les théorémes suivants :

I. Si n,pu, 4, L, ..., I, prennent toutes valeurs entiéres, et si
~
y =sinlyzsinl.z ... sin l!,,.z‘, Sn= f ysinnxdz,
0

donc, pour un nombre entier r quelconque, la série

nr—1 |,/n |
Ll la)

n=1

est uniformément convergente, a la seule condition que r<p
lorsque p est un nombre pair.

IT. Si 2, sont les valeurs caractéristiques, et @, les fonctions
caractéristiques correspondantes de Sturm-Liouville, et si

y=oun(z)on(x)...cn(x), Sn= f“}’?n(-t')d-”"’

donc, pour un nombre entier r quelconque, la série

2 A Ifn
(hey Wy ev o b))

n=\
est uniformément convergente pour tous I, L,, ..., [,>1.
Ces théorémes ont une importance profonde dans la théorie
des équations différentielles partielles non linéaires des types

paraboliques et hyperboliques. Des cas particuliers sont étudiés
par Pauteur dans les travaux précédents ().

(') M. R. Sipvier, Mathematische Zeitschrift, 35, 1932, p. 464-484; Bulletin
of the Academy of Sciences, U. P., 3, 1933, p. 1-10; Proceedings of the
Cambridge Phil. Soc., 31, 1935, p. 195-202; Mathematische Zeitschrift, 40,
1935, p. 484-496.
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I. Tutorime 1. — Soient.n, I, l,, l; des nombres entiers
1,2.3, ...,
(1) y=sinljxsinl,z sin lyz,
(2) Jn=fa(ly, by ) = ‘/’.T:ysinn.z' dr.
o
Done
3) N

- T
nl

est uniformément convergent pour tous (,,0,, 1,21, lorsque r est
un nombre entier quelconque donné.

LemMmE.

@ (72 =0 =t

Car nous asons

:L}; =— (T +82+8)y+2041lcoslyxcos lyasin lyx

+2/0,0;sinlyx cosl,cosl,x +~21l31 cosly.rsinl,rcosl;x,

cest-a-dire que le second dérivé de y est composé de quatre
termes, dont U'un a tous les trois facteurs sin, et les trois termes
restants ont deux facteurs cos et un facteur sin.

Considérons maintenant le second dérivé d'un terme de la der-
niére catégorie. soit :

s =sinl,rcoslsxcoslyx.

Nous trouvons que

dz
drx?

=—(3+13+13)s—2lil,coslycsinl,rcoslyx
+2lylysinl, rcosl,xcoslyr —21l3lycoslyrcosls, rsinlyx.
. , e L. ry . ,
Ceci est un terme caractéristique de —= s ce qui démontre que
dxt
1A . . .
les termes de #/ sont tels qu’ils onl, soit tous les trois facteurs

sin, soit deux facteurs cos et un facteur sin. Il s’ensuit immédia-
tement que le méme résultat est obtenu pour chaque dérivé
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&b
d’ordre pair. Nous voyons ainsi que chacun des termes de <Y
dz2P

contient au moins un facteur sin, et en conséquence dxsparalt ala

. dzp T
fois lorsque z =o et lorsque z ==, de sorte que [%;7}:-]0 =o,
ce qui établit notre lemme. Ceci est aussi évident si nous remar-
quons que y est une fonction impaire de z, et que

HaEz)=—y(2)

Or, de f., nous obtenons par intégration répétée, lorsque nous
remarquons que les termes intégrés disparaissent a chaque phases,

(5 fn= f sinnzydz
0

=— —[cosnzy e j cosn.r Iz dz

a2y
= - smnx - sinnz —— dz
dr?
= ! cosnz ! 7:cosnz 4
- n3 dz* o 3 dxd ™
L sy 1 dry
=— —|sinnz % — sinnx == dx
n‘[ dx3 ] n* ,/U‘ d.xt
— 5
I dby 1® 1 dsy
- . ar - “cosnz &Y dr
= ns[cosnz zv |o ~+ P A drt )

Nous observons que le terme intégré consisie, abstraction
. . . . d2r—1y P .
faite du facteur numérique, soit de Sllan'-[—,_ qui disparait

a4 o et m en raison de sinnz, soit de cosnz 2 qui disparait en

2P
raison de y, ainsi qu’il appert du lemme. Vous obtenons ainsi,

apreés avoir mlégré r fois,

'
1 dry . . .
(6) Jfo==*x o f cosnz —-< dr, si 7 est impair,
0
7T

I . ar . .
=% = sinnz =L dez, si 7 est pair.
nr J, dz”

Nous avons alors

_ 1 "sin (ly
(7) n 'lf"I;Z[ cos” dxrdz
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Or, les termes de% contiennent, en tant que facteurs numé-
riques, les diverses puissances de U, l,, I;, et la somme de ces *
puissances est toujours r, de sorte que si nous divisons n"~' | f;, |
par 7 I, I;, le quolient peut étre rendu plus petit que les mémes
intégrales qui ne contiennent plus ces puissances de I, lo, I,

)

nr=1| fai
® Tmn

A

f sinnz sinlyz sinlsx sinlzx dxr

~+ intégrales analogues dans lesquelles un

ou plusieurs sin sont remplacés par cos s,

lorsque A est une constante, dépendant seulement de r, mais
indépendant de n, z, {,, l», ;.

Ecrivons
an= f ‘sinnz sin lLizsinl, z sinly z dr
"0
(qui est naturellement la méme que /),
) { b, = f sinnz coslyxsinlsrsinlyx dr,
f

T
cn = 'f cosnzx sinlyxcoslrx sinliz dz,
U

Ainsi. nous obtenons, en raisons de (8),

£ »

nr=1| faul 1
(10) E —,—,|——,ﬁ-'gA E —(@n +bp 4+ cCn ...+ 3n).
S n

n=1\ n=1

En la portant au carré, et nous servant de I'inégalité de Schwarz,
nous obtenons

o 2 - x
et fal f Z
——5— { SA? — a, + b v 3p)?
(1r) Lo £A 2 n2 (an n+ ")
n=\ n=1 n=1\
U . »
§2'~A‘12‘ o z(a,-} + b2 +...+ 32),

n n

ou nous avons employé l'inégalité 2ab < a*+ b2.



— 57 —

Or, le théoréme de Parseval nous apprend que les séries
Za Zb“, .. 2 s} sont loutes convergentes. Nous savons
< 1 M N . ) .
aussi que la sérneZ;; est convergente. Il s’ensuit de (11) que-

n

la série (3) est uniformément convergente pour tous r entiers, ce
qui démontre le théoréme I.

2. Considérons ensuite que la fonction y consiste en quatre
facteurs sin :

(12) y=sinlyzsinlyz sinlyz sinl z.

- L'on peut aisément vérifier que jusqu’a la troisiéme dérivée
tous les termes contiennent au moins un facteur sin, de sorte que

R R

Mais la quatriéme dérivée contient un terme
4 11131 coslyz coslsr coslaz coslx,
el. par conséquent,

(14) [dv’]7¢o

dxt |,

Ceci signifie que pour la fonction
(15) f,.=f ysinnx dz,
0

lorsque nous employons le procédé d’intégration répétée, il arrive

. . 1 dvy ™ . N
un moment ou le terme intégré —; | cosnz —=| ne disparait pas.
ns dz* |,

Nous obtenons alors :
1 F d'y
Jn=— o j: sinnz Tas dz,
ou

ndfn =— %f sinnzx Z——-‘ydr.
0



— 38 —

Si I'on utilise le méme raisonnement qu’au paragraphe 1, on

voit que
nh B ) ,
(16) mi;(}(h,!—r— byi+...+|3a]),
ou B est une constante, et a,, b,, ..., 5, sont des intégrales du
type

a, = f sinnzsinlyzsinlsx sinlyrsinl, o dor,
0

AT
b = / sinn.rcos!ly.rsinlsxsinly.rcoslyr dr,
U

Si on emploie l'inégalité¢ de Schwarz ainsi que I'inégalité

2ab < a*- b?, comme auparavant, on obtient :

) =—=‘ n3 /."i 12
(17) %Z(‘ITW} "

=1

A
~

n

Suivant le théoréme de Parseval queZa;",,

n

convergents, nous pouvons conclure que :

Tutorime 1I.

3 fu

(18) - (00
n -1

est uniformément convergent pour tous l,, ls, Iy, 1,21,

Yo

i

n

1 . . "
B2 E i E(a,—}+b,—',+...+:,—,
n

2

ne

)

sonl

3. Dans les deux sections précédentes, nous nous sommes
borné, pour plus de commodité, & Lrois ou quatre facteurs de y.
Il est évident, toutefois, que le raisonnement peut étre ¢tendu,
avec delégeres modifications, a un nombre quelconque de facteurs.
Nous pouvons donc considérer (ue le théoréme général suivant

est établi :

Tatorime lI. — S n,p, r, L, L, ..., I, prennent toutes

valeurs entiéres, et st

(19) y:sinl.wsinl-_)r...sinlu.r,

(20) fn=f ysinnx dr,
0
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donc, pour toutes les valeurs de 1, l., ..., 1,21, et pour tout
nombre entier r donné, la série infinie

nr—i |fn !

(l' 11 ly,)"

n=1

(21)

est uniformément convergente, a la seule condition que r<p.
lorsque p est un nombre pair.

4. Une généralisation plus étendue est obtenue lorsque, au
lieu des fonctions sin, nous prenons les fonctions caractéristiques
de Sturm-Liouville.

Soient A, (n =1, 2,3, ...) les valeurs caractéristiques ¢t 0, ()
les fonctions caractéristiques correspondantes de I’équation de
Sturm-Liouville : )

. d | du .
(22) T.r:p(‘l')ﬂ;%—l\lt:o (o<xr<z),

avec les conditions données

(23) w(o)=o, u(=)=o.

Nous pouvons alors annoncer le théoréme suivant :

Tutorime IV. — Sin, u, r, Uy, L., ..., l, prennent toutes les
valeurs entiéres, et si
(24) Yy =s40r)2,(r)...on(r),
(23) S = [ ysa(x)dr,
Jo

alors, pour un nombre entier quelconque r, la série

M

Gk R’

n=I

(26)

est uniformément convergente pour tous ly, L., ..., l,21.

Nous démontrerons ce théoréme pour le cas particulier u =3,
r = 2. Le raisonnement s’applique aussi bien au cas général.
Ainsi, soit pour lous j, Ak, (21 :

(27) Yy =2i(x)2k(2) 9:(x)
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et

(28) fomfalisk 0= [ you(e)da.

Or, remarquant que la fonction ¢, satisfait a 'équation (22), et
aux conditions (23), nous trouvons en intégrant (28) succes-
sivement

. 1 = ri , , ({?u
(29) /"=—;:[ ¥ Z;(I’ o) dua (‘.‘u= F)
- I , 1 T , .y
==l li+ ,—f sulpy)de (y = T;)

| - I '-'_ d . )
= lewprls— ,—f o (py) s

ks

d , )
=—— 9,,7}(1)))11.1.

parce que le terme intégré disparait chaque fois.
Or, de (27) nous obtenons. en le différentiant.

Y =Stk +CL31% + 9 9
et

{ }
(30) ‘%;(p_y _—(/ + Ny

)

sl ood o oo a
P19 o (B3 + ek o (309)) + 9 dj(fivt-)s-

Ainsi, de (29) nous avons

iy [T i =
31) fu= DL f coyide— [ enode
3 An " rnd,

ou

’ [ ’ I/ . /{
(32) "=I’i?j Jj:(?l'?/)+?l.:,.—l,‘?l?i)+?l’{7(?i?l‘)‘-

Si nous appliquons de nouveau cette formule, nous obtenons

-~ - - - ~ - - 3
(33) fa hjo o B b 1./f ?n)"""'—;L 9”0,1.,(
. .

1

on { An

v+ M+ 7y ; +n [T
YRt ] Y (PG il e kT (P
g7 o hi o

+.—‘.,[9,, - (pv') dor.
L]

I 1 B o N
-H%_ﬁ.[ S ;/.—r([” )dr v
Iy,

= \;
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ou, puisque Ay, A, A; est toujours > 1, nous trouvons

Ao | fn ¢
(34) ‘;; l_) ‘llzf [°n}’ '11; +f I?um

- —_ o
+f“° rilad)
n S5 5To

A A;')\/',Al'

ou A est une constante <.
Or, de (32) nous trouvons que

(35) v=2pw
ou
(36) ® =95 9k QU+ 9% 9} 9j+ T 7 Pk

En conséquence, si ’on écrit

,  dp v d?w

== O
dz?’ =&z

vV =2pw+2pw, p¢+2ppw+2pw,
) { , , ,
(37) == (P¥) = (2pp’ +2p) 0 + 6ppw + 2p20",

ou,-en raison de (36), si ’on écrit

Q"’ d.;?n PR
Yn — dx" )
w'= 9] (3k 91+ @) $x)+ 9k (2] 95+ ¢, 91)+ 9 (9 9k + 2% 9)) + 39 9k %)

et

(38) w'= ?’,”(c’k 91+ 5 9k) + 97(9; 9j+ @ °1) + 97 (57 k+ €k 95)
+"0 ?/‘f1+201\91f,+201 'j?k
+5?, oy +59ko O+ 5%, 9 Phe
Or, les développements asymptotiques de A, et ¢, sont (*) :

{39) ln=n2§+0(1), 9"(3;)50,,&’9__,.0(1),

{p(o) )
ou
dzx
q(-t)=£f —_—
(40) \/ (w) 2 Vpe(z)
_ Tsin sin*ng
° Vp(z)

(') CouranT-HILBERT, Methoden der Mathematischen Physik, t. 1, p. 291.



De ces expressions, il résulte évidemment que c, et, en consé-

’ " 0" . .
quence, ¢n, %_— ) ;ﬂ y =+ sont uniformément bornés pour tous les n.
A \n
R )‘?’ I
¢ U
¢ az'P ’)

R . .
est pourquoi les expressions ———) ———
G P quot les expre /.,-Ak/./’ )\; NN

temps, les intégrales dans (34 ), sont uniformément bornées pour
tous les n, j, &, L.
De (34) nous obtenons donc

et, en méme

nl \B
(40 —f——| < =
I.jA,.,I.l Iy

ou B est une constante indépendante de n, j, 4, L.

1 .
En conséquence, étant donné que 2;; est convergent, la série

(42) 3ialfel
K]

est uniformément convergente pour tous j, A. A, [ > 1.

5. (ependant, si nous appliquons le théoréme analogue a
celui de Parseval pour les fonctions caractéristiques de Sturm-
Liouville, nous pouvons exprimer le résultat de la précédente
section dans une forme plus générale.

Tatorime V. — Prenons 'n, p, l,, L., ..., l, comme nombres
entiers, soit

(43) Y =2 &) (e plr),
J',,:f Yentrrdr;
()

donc, pour un nombre entier quelconque donné, v et pour tous
les Uy, L. .... 1,21, la série infinie

1
x r—

(44) 2 7‘Il ’..f'lf
' RIS YN
n=u
est uniformement convergente.
Nous démontrerons ce théoréme aussi pour le cas particulier
=3, r = 2 du paragraphe 4.
Dans la section précédente, nous avons trouvé que, d’aprés (33),
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en multipliant par {/2,, nous obtenons :

/5 ";:lfn
(45) 2303 '<\/)~n§f [gay ] dr+f i 7&!1
+f (p")
on m-,z dz\,

ou, comme il est montré dans la section précédenle, les intégrales
sont toutes uniformément bornées pour tous les =, j, k, L.

En prenant la somme, et la portant au carré, et en employant
I'inégalité de Schwarz, ainsi que l'inégalité 2ab << a* + b2, nous
obtenons de (45) :

z

N ’n]fn‘ 2 ]
(46) 3 oo /“”;<3\ o

n=u n

xZ‘( [ vnyn’.r>?

U

= , 1 = < o) :
+ (f on n’z) + on dr \P ) }
o Njhknl » oS 2. °
/‘j Y

Or. si nous remarquons que, en prenant

F(x):Ea,, on(Z), dnzf.F(z)pn(I)dz,

la série 2 a} est convergente en raison du théoréme de Parseval,

n
nous savons, alors, que

~ 4 2 P o .
Z([ 911.7({.1?) 1] 2([ yn ;——_~i;\k)~1dm>
REAVAN
s([wE)
<\J, "y /

sont uniformément convergentes.
. . 1
De méme, puisque la série E o est convergente, nous trouvons
n
3

3 3
Maifal)? al
de (46) que { ey {;1 et, en méme temps, )‘,,){;2

uniformément convergent Ce qui établit le théoréme V.

est




