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DEMONSTRATION D'UN THEOREME DE FERMAT;

Par M. S. Wacss

(Paris)

Dans les Recherches sur les manuscrits de Fermat par Henry,
on lit a la fin d’un extrait de lettre de Fermat a Carcavi :

« M. Fermat a envoyé a M. Frénicle la démonstration par
laquelle il prouve qu’il n’y a aucun nombre que le seul 7 qui étant
le double d’un carré — 1, soit la racine carrée d’un carré de la
méme nature; 7 est le double du carré 4—1, c’est-a-dire égal
a 8—1, et son carré 49 est le double du carré 25, c’est-a-dire

50 — 1. »

Le R. P. Th. Pépin montra dans un Mémoire paru en 1882 aux
Atti dell’ Academia pontifica de Nuovi Lincet, que si un autre
nombre que 7 existe et jouit de la propriété énoncée, ce nombre
est formé d’ure 1 suivi de 3848 chiffres; dans un second Mémoire
paru immédiatement aprés aux mémes A¢ti, Pépin revient sur.la
question mais d’une fagon trés sommaire. C’est-pourquoi il nous
a paru intéressant de publier ici nos recherches personnelles sur
cette question.

Le théoréme de Fermat se traduit en langage algébrique par la
proposition suivante :

L’équation diophantique
(1) (222—1)2=2y%—1
n’a pas d’autres solutions positives que
x =0, Y=, x =1, y=1; z = 2. y =5
Pour le démontrer nous écrirons I’équation (1) sous la forme

équivalente
xh 4+ (22 —1)> = y?,
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ou.encore
(2) (22 + (22 —1)=y?,
x? et z2— 1 étant premiers entre eux, y est aussi premier avec ces

deux nombres et I'équation de Pythagore (2) aura pour solutions
an des deux systémes
(n z:= a*— b?; z*—1=32ab; Yy =a*+ b2,

(1) z2=2ab; Lr—1=a*— b2, y=a*+ b2

ou a et b sont premiers entre eux. Nous allons montrer que chacun
de ces cas est impossible sauf pour des valeurs particuliéres de a
et b qui fournissent précisément pour z et y les valeurs de I'énoncé
du théoréme de Fermat.

A cet effet, nous allons établir les propositions suivantes qui sont
plus ou moins connues.

Lemme I. — Le systéme diophantique

{ Xia Yr=oZ2,
(F) [ X2— Y2=aU2

est impossible en nombres entiers tous différents de zéro.

Ce lemme constitue une proposition tout a fait classique dont la
démonstration se trouve dans tous les traités d’Analyse diophan-
tique, en particulier dans le livre de M. Carmichael L’ Aralyse
indéterminée, page 13 et suivantes.

Conrorrame I;. - L’équation diophantique

Zh =+ yt = 22?2
n’a pas d’autres solutions que 3 == z? ==+ y2,

En effet, on a
Zh 4 yr = (224 y2)2— 2a22y2,

o ph = (@ )y,

de sorte que I'on peut écrire simultanément

2 (a4 yip= (221 + (229 ),
(2= )= (220 20y,
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mais, d’aprés le lemme précédent, une des inconnues X — 23,
Y =22y, Z=2*+)?, U= 2>—y? doit étre nulle; or '

X =o centraine Y=Z=U =o. d’ou .T=_}’=Z=0;.
Y=o » X=Z=U=o. »  xr=y=23=0;
Z=o » X=Y=U=o. » =y =23=0;
U=o » X=Y =117, » F="nar =)

notre proposition est donc établie.
Cororrare II,. — L’équation diophantique
232 = yr41
n’a pas d’autres solutions positives que 5=y —=1.

En effet, I'équation proposée n’est autre que l'équation du
corollaire précédent ou I'on a remplacé = par 1; cette derniére
équation n’ayant d’autres solutions positives que z=z*=y?,
I’équation considérée n’a pas d’autres solutions que s =) =1.

CoroLratre Il,. — L’éguation diophantique
2=2(rt+1)
r’a pas d’autres solutions positives que z =2, v =1.

En effet, d’aprés ’équation méme 3 est pair, si I'on pose 3 =23
on est ramené a I’équation

232=1+4 )t

qui, d’aprés le corollaire précédent n’a pas d’autres solutions que
#'=y =1, donc 'équation proposée n’a pas d’autres solutions que
S=2,y=1I.

Lemme II. — Les deux équations diophantiques
(E) 208+ 1= y2
(E") 8Xt+1= Y2

n'ont pas d’autres solutions positives que x =o0, y =1 pour
Uéquation (E), e¢ X=0, Y=1, ou X=1,-Y=3 pour
Uéquation (E').

Remarquons d’abord que si n est un nombre quelconque, les
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deux nombres n — 1 el n + 1 sont simultanément pairs ou impairs
et que leur plus grand commun diviseur ne peut étre que 1 ou 2.
Cela étant, écrivons les équations données (E) et (E') sous Ia
forme équivalente '

(2) vat=(y —1)(y +1).

(3) 8Xt= (Y —1)(Y+1);

ces équations montrent que y —1 et ¥ -1 sont pairs ainsi
que Y —1 et Y + 1. Posons donc

(1) y+1=z2m. y—1=o2n;
() Y+1=2M, Y—1=2N,
on a

m—n=M—N=1.
Donc m et n sont premiers entre eux ainsi que M et N. Les équa-
tions (2) et (3) deviennent alors
(6) rb=omn;
la premiére donne I'un des deux cas
\) m=8m*, n=n't;
(B) m=m', n=8n'.
L’hypothése A est impossible car ’on aurait
8m't— nv=2(mr)2—n't=1,
celte équation n’admet pas d’autres solutions que »'=1, 2m"? =1,
cette derniére n’étant satisfaitc par aucune valeur entiére de m’,

Péquation précédente, donc ’hypothése (A) est impossible.
L’hypothése (B) donne

mr—8n't=1,
ce qui peut s’écrire

(8) 8p'tv=(m'2)—1.
Or, les équations (4) entrainent
n-<m-_ _y" pour
et 'équation (E) donne

y<aux? pour 21,
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sntin (B) prouve qu
' ST
2L que
Srev< oy < 2R,
wa
e iy
d’ou. en définitive,
i 2n < u.

Donc si 'équation (E) admet une solution z=u=z,, y =y,,
I'équation (E’) admet aussi une solution X =X,, Y=Y, et
onaX,<<z,etY,<<Y,.

Nous allons montrer mainlenant que, sil’équation (E’) admet des
solutions X ‘et Y, 'équation (K) admet aussi des solutions z
et 5, telles que 2, <X et 1, <<Y|. Nous aurons ainsi prouvé
notre proposition par une double descente de U'infini.

En effet. d’aprés (7), on a 'un des deux cas

(A M=2aWM5  N=Ns:
'\B,) M= M(‘, N =N
L’hypothése (A’) donne
2 M — N =1,

aquation qui. d’aprés le corollaire I, n’a pas d’autres solutions
que M'=N'=1 d'ot M =2 et N=1 d’ou enfin pour I'équation
‘EN X =1 et Y =3.

L’hypothése (B’) donne a son tour

M4—aNt=r1,

ou
M= N*% a4 .

¢quation quiest de la forme (K) si 'on fait y =M™ et z = N'.
Or, les équations (5) donnent

N<MLY pour Y >1,
et I'équation (E') fournit

Y < 4X2 pour X2r1.
on en conclut
M2< M <Y,
et
2N < 4X2,
- d’on
N2 2X,
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et comme 2N'< N2 dés que N'> 2, on a donc, dans ce cas.
N < X,
Or il est clair que ’hypothése N'> 2 est toujours satisfaite, car
L 1

pour N'=1 on a M'=(3)* et pour N'=12 on a M'=(33)", et ces
valeurs de M’ ne sont pas acceptables puisqu’elles ne sont pas
entiéres.

Pour achever notre démonstration, il nous reste a3 examiner le
cas ¥ =1 pour 'équation (E) et le cas Y =1 pour 'équation (E').
Pour y =1, on a évidemment, d'aprés (E), x =o; pour Y =1,
(E') donne de méme X =o. Donc, en dehors de la solution
banale £ — 0, y =1 pour I’équation (E), et des solutions X = o,
Y=1 et X=1,Y=3 pour léquation (E'), ces équations
o’admettent pas d’autres solutions (*). Notre lemme est donc établi.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme
de Fermat. Examinons les hypothéses I et II.

D’aprés L on a
=at—b=(a+b)(a—b),

a et b étant premiers entre eux, ou bien il en est de méme de a + b,
et @ — b ou bien ces deux nombres ont 2 pour plus grand commun
diviseur; or cette derniére éventualité n’est pas possible, car dans
ce cas, 'équation précédente montre que z* est pair, mais puisque
nous sommes dans I’hypothése I, 22— 1 est aussi pair, ce qui est
absurde. Donc a + b et a—b sont premiers entre eux, on doit
donc avoir

a+ b= u? et a—b=y2,
d’ou
1 1
= uv?; a=?:(u2+02); b=5(u2_v’)’

et en portant ces valeurs dans I’équation z*—1:= 2 ab, on a

1
wre?— = ;(u?— v2) (U4 v?),

ou encore
(u—+ 02)r=2(ub~+1r),

(*) En toute rigueur, il faut montrer que la solution X =1, Y =3 appliquée
a Péquation (8) ne fournit pas de solutions pour I’équation (6), ce qui est
immeédiat puisqu’on aurait pour ces valeurs n'=1 et m’?2= 3, et cette derniére
relation ne donne pas pour m’ une valeur entiére.
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équation qui, d’aprés le corollaire lII, n’a pas d’autres solutions
positives que
U =4 0t =12, u=1.
ce qui donne u =1 etv=1, doa a=1 et h=o et finalement
r=1ety—I.
Passons a 'hypothése 11. Puisque a et & sont loujours premiers
cntre eux, la relation 2= 2ab entrainera I'un des deux cas

1 o =2u? et a = 2,

M . o= u? et b = 2,

Examinons le cas II'; en portant ces valeurs dans la relation

r2—1=a?— bh2.

on aura
Juer— 1= jud— ¢,

ce ui peut s’écrire encore

(024202 )P =8ut~+1.

¢quation qui, d’aprés le lemme 1, n’a pas d’autres solutions que
vidaul=1, u=o el v?+2u>=3, u=1; la premiére donne
immédiatement v = o0, v =1, d'ot a=o0, b =1, et enfin, z = o,
v =1; de méme, la seconde solution fournit v =1, v =1, d'ot
a=2, b=1, ct finalement, z = 2, v = 5.

Passons maintenant au cas II”. En portant les valeurs de z,
a et b dans la relation 22— 1 = a>— b2, on oblient

e —gr=wui— joh

ou
(2024 122 =onb+1.

équation qui, d’aprés le lemme I, n’a d’autres solutions que
" ==0. 2024 =1, d’on w=o, 202 =7,

ce qui ne fournit pas. de valeur entiére pour ¢.
Notre théoréme est donc établi, puisque nous avons épuisé
toutes les hypothéses en présence.



