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BULLETIN

DE LA

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE

UN PROBLEME DE LA THEORIE ELEMENTAIRE DES NOMBRES;

Par M. ErviIN FELDHEIM
(Budapest).

Nous nous proposons de déterminer tous les triangles rectangles,
de cotés mesurés par les nombres entiers a, b ct ¢, tels que a et b
soient deux entiers consécutifs. Nous établirons d’abord le

Tutorime. — Tout nombre dont le carré se compose des car-
rés de deux entiers consécutifs est égal & la somme des carrés
de trois nombres entiers dont deuz, au moins, sont consécutifs.

La démonstration de cette proposition nous fournira une
méthode pour la détermination des nombres cherchés, et nous
permettra d’établir des relations de récurrence, et méme des
expressions explicites générales, pour les entiers a, b et c.

Il est connu que les nombres a, b, ¢ formant un triangle rec-
tangle, c’est-a-dire vérifiant la relation

2= a+ b2,
peuvent étre représentés sous la forme suivante :
a=x*—y?, b=o2xy, c =+ y2.

Pour démontrer notre théoréme, nous devons distinguer deux
cas

a. Supposons que a + 1 = b, c’est-a-dire

zr— yr+41= 2%y,
LXVI. I
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d’ou
=—z+ \222+1.
Le nombre 2%+ 1 sera un carré parfait si 'on prend

2t=u+(u +1)2

Alors .

22+ 1= (2u+1) et y=2w+1i—x
Finalement

c=x+y=ut+ (u+12+ (2u +1— 2)?,
avec

rr=u+ (u—+1)%

Cela démontre notre proposition : ¢ est la somme de trois car-
rés, dont deux carrés de nombres consécutifs. Cherchons si tous
les trois entiers peuvent étre consécutifs.

On a
QU T—T=U—1 $i T=u-+2,
donc
(u—3)(u+1)=0.
On en tire
u=13, xz =5, y=2; = 224 324 42= 29, 292 = 20% + 212,

Si lon fait ensuite
U T— 2 =u—+ 2,

il vient
rz=u—1,
donc
u(u+4)=o.
On en tire
u=o, =—1I, y=2; =o'+ 12+ 21=5, 52=3t4 42

b. Considérons maintenant le cas a —1:==b, ou

zt— yr—1= 22y,
d’ou
z=y+ /2y +1.
Posons ici encore
=+ (v +1),
alors
=20+1+y.
Ainsi
c=02 (0 41)2+ (20 + 1+ )2,
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avec
=024 (0 +1)%
Si Pon veut avoir
20414y =0+ 2,
on aura
y+v=1, dou y=1, v =o0.

Nous retrouvons le résultat ¢ =02+ 1>+ 22=>5 du cas pré-
cédent.

Nous voyons que, dans le cas @, le composant z, dans le cas b,
le composant y de ¢ est de méme nature que le nombre ¢ : son
carré est la somme des carrés de deux nombres consécutifs. Nous
obtenons donc les nombres ¢ consécutifs en prenant successi-
vement pour z ¢t y les nombres ¢ précédemment calculés.

Numérotons les nombres ¢ dans l'ordre croissant par ¢o, ¢4y . . .,
Cn, ..., de méme que tous les nombres figurant dans les dévelop-
perents qui précédent. Ainsi

(1) en=z}+y3, an=zx}—y} ban=2xny. et c}=al—+ bj.

Illustrons par quelques exemples ce que nous venons de dire :

Zo= I, Yo= 0, Q= 1, b= 0, c= I= o4 o+ 12,
T= 2, =1, a= 3, b= 4, cC1= 5= o+ 124 2%
Zy= 5, yi= 2, as= 21, bs= 20, ca= 29= 22+ 32+ 4?2

r3=12, y3= 5, az= 119, b3= 120, c3= 169= 32+ 42+ 122%,
Ty=129, Yi=12, a,= 697, bi= 696, ci= 985 = 122+ 202+ 212,
Zy=170, y5=29, as= 4059, by= 4060, c5= 5741 = 202+ 212+ 70%.

Ces exemples suffisent pour voir laloi de formation des groupes
de nombres cherchés, et d’écrire que

(2) Cn=ZT2n=Yan+1, Tm—1=Ya (R=0,1,2,...)
et
(3) a,,,—b,,,:l, agn+1—bzn+1 =—1 (ﬂ=0, 1,2, ...).

Les relations (3), en tenant compte des formules respectives (1),
s’écrivent sous. la forme

Z3n— T3n—y — 2ZnTan—1 =1,
et
.’L‘%,H_‘ -_ .’b‘-gn-— 2ZenZoan41=—1.
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En ajoutant ces derniéres relations, nous obtenons

(4) 2oy = Loni1— Lan—1.

On démontre une formule analogue pour I'indice impair
(5) 2Zopn—1 = Ten— Lan—2-.

Nous avons donc, pour la détermination des z,, la relation de
récurrence suivante :

(6) 2&p = Tpi1— Ln— (n=1,2,...).
Or, en tenant compte de (2), la formule (5) donne

Cn— Cn—1
Zon = Cp, Z2p—1 = __9—_’

et si 'on substitue ces valeurs dans (4), il vient

() c,,=ci"%c"_—l (n=1,2,...).

Les nombres cherchés c, se déterminent donc de proche en
proche au moyen de (7), si 'on connait les valeurs initiales

co=1 et c; = 5.

Les relations (1) liant les nombres an, b, et z, permettent de
calculer la valeur numérique des a, et b,, dés que I'on connait z,.
On peut toutefois établir une relation de récurrence donnantles a,.

Sachant que

9 2
ch=x} + z2h_y, a,=x}— x}_y,
on aura

(8) Crnt — Cn= U1~ An = Tj y — T}y,
ce qui, avec (7), conduit a la relation
(9) 6(an+l—an—x)=an+2—an—2 (”=2; 3, ---)-

Les nombres b, vérifient évidemment la méme relation.
Observons que (3) et (8) donnent

2 2 p—
Lty = Ly = 2Z2n+1,
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et 'on démontre encore la relation intéressante

Cpn—1Cpny1— 0121, = /l-
Le théoréme énoncé et démontré au début se formule de la
maniére suivante :

2 9 “
Can= aj + b} + z3,_, et Con1= a3 + b3 +23,.,,

ou les a, et z, sont donnés par (9) et (4), les b, par (3).
On peut d’ailleurs exprimer les @, au moyen des ¢,. Nous trou-
vons que
3en— ep—r 4+ 2(—)"
a, = b

4

et
3cy— ey —2(—1)"

by=ap—(—1)= y

4

de sorte que, finalement,

Can — (3011——0,,._‘-{- l(—])'l\)
ey (e,
(10)
(3011'— Cp—1 + 2(.__ ])n>
Copi1=

-+ 3011‘—011—1—2(—1)" ‘+ <cn+l—cn 2'
| 4 2

Les nombres ¢, possédent encore la propriété suivante : les rela-
tions

(2asn—1)2=12¢3,—1 et (2@sns1+1)2=12¢3,., —1

montrent que le nombre 2¢;, — 1 est encore un carré parfait. On
peut aussi écrire que

22 = <3(5n—“cn—1 >?
2= —) -
2

Passons enfin a4 la détermination numérique des nombres en
question. La relation de récurrence (6) donnera, en posant z, =p",
I'équation .
p?—20 —1=0 ou (p—1)2=2,



dont les racines sont

or=1y2,  pa=I— 2.
Donc
on= A1+ y2)"+B(1—y2)".
Or
Zo=1, x) =2,
d’ou
24+ 2 2 —\'2
A= 7 B = 4\
Finalement
Za= %{0 +V2)" 4+ (14 V2) + (1— y2)" '+ (1— y2)" |

(n=0,1,2,...).

La méme méthode donne

Cn= %{(3+2\/§)"+’+(3-4—2\/:2)"+(3--—2~'-;.)"*'+(3—2%2)" {

(n=0,1,2,...),
et

an= ;; {B+2ya)™ ' —(3+2y2)"+(3—2y2)" ' —(3—2y2) "+ 4(— 1)}
(n=o0,1,...).

De la méme facon

24\

9

(34+2y2)" — ﬂ(3— 2y 2)" )
242

205—1:—-% =
2y2

_ - /o . - 2
= {% [B+2y2)'+(B—2y2)"] + v—; [B2y2) — (3—2\/2)"]}
(n=o,1, 9.,v. co)s
carré parfait, comme nous I'avons dit plus haut.
Remarquons finalement que tous les nombres ¢, sont de la
forme 6k 1.
Remarques. — a. Considérons le polynome

n+1 . 7 \r+1
§)

(x+v'm) —(z— v+ 1

Bu(x)=
() an+1ly Zt + 4
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Pour @ = 2, nous obtenons les nombres z, : z,—= B, (2) (nombres
de Fermat). Ainsi ¢,=Bs,(2) : les nombres ¢, cherchés sont les
nombres de Fermat de rang pair.

b. En considérant la valeur ¢; =169 — 132, nous voyons que
324 42+ 122=132
C’est une propriété générale, qui résulte de I'identité

L2 (2 + 1) 2 + 1)t = [2(z + 1) + 1]



