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INTEGRALES GENERALISEES DE STIELTJES |

CONVERGENCE DES SERIES DE FOURIER

Par M. L.-C. YOUNG.

Mesdames, Messicurs,

Je voudrais d’abord exprimer ma vive reconnaissance au Comité
de la Société Mathématique pour son aimable invitation. C'est un
grand honneur pour moi de faire une Conférence devant une assemblée
de mathématiciens qui compte parmi ses membres des maitres pour
lesquels j'éprouve depuis longtemps une profonde. admiration.
D’ailleurs le sujet dont je vais avoeir ’honneur de vous parler est la
conséquence logique des recherches auxquelles I'école francaise des
Mathématiques s’est particuliérement consacrée depuis plus d'un
siecle.

Il s’agit en ellet d’un développement nouveau et trés simple de la
théorie de I'intégrale. Le but principal de ce développement est
d’obtenir des théorémes dintésration terme a terme qui n'exigent
plus les conditions classiques d’intégrabilité absolue de M. Lebesgue,
mais qui, bien entendu, exigent d’autres conditions de vature assez
dillérente. Les idées que je vais vous exposer conduisent en méme
lemps a une extension de I'intégrale de Stieltjes

b

Jlaydaix).

a

I’existence de cetle intégrale se trouvera en ellel assurée par des
conditions lout & fait symétriques entre la fonction [ et la fonc-
tion w.
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Les conditions dont nous aurons besoin sont de la forme

b P
gf | fe+ by = f@)rde | <ot
() *

5 ),'
{f |8(2) = gl@—h) P de { <h(h),

oa p et p’ sont des nombres positifs astreints a satisfaire la condi-
.1 1 . . .
tion - +[7=1 et ou ¢(k), Y(h) sont des fonclions croissantes

de | 2| dont le produit satisfait 2 une condition supplémentaire que
nous obtiendrons dans un instant. Ces conditions sur f et g sont donc
du type de Lipschits intégrées, elles ont été utilisées constamment
dans d’autres domaines par MM. Hardy et Littlewood, par exemple,
dans le cas o ¢(%&) et Y(k) sont des puissances fractionnaires de /.
Ces conditions ont d’ailleurs des rapports étroits avec une notion due
a M. Norbert Wiener et qui généralise de facon directe la notion de
variation bornée au sens de Jordan. Dans un mémoire d’il y-a une
année, j'ai utilisé la notion de M. Wiener, mais il est un peu plus
commode de se servir de celle de Lipschitz intégrée. La notion de
M. Wiener, qui a du reste été employée récemment par M. Denjoy,
comme a bien voulu me le signaler M. Fréchet, c’est la suivante : une
fonction f est dite @& variation de puissance p-iéme bornée si la
somme de puissances p-iémes d’accroissements

2 | (i) — f(20) |

i

reste inférieure 4 une borne indépendante de la suite croissante de
points z,. Je signale cette notion ici parce que j'y reviendrai encore
dans les applications trigonométriques.

Maintenant quelques mots sur la méthode tout a fait élémentaire
que je vais employer. D'abord accordez-moi de faire quelques hypo-
théses simplificatrices : au lieu de (&, b) j'écrirai simplement (o, 1) et
je supposerai que f et g sont des fonctions bornées mesurables (au sens
de M. Lebesgue) et en outre périodiques avec la période 1. Ensuite
pour plus de commodité, j'entendrai par l'intégrale de Stieltjes

[ 1@ dsta
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la dérivée pour ¢ — o de la fonction
1 1
— F(t):—f f(z)g(x— t)dx_—_—f f(z+t)g(x)dx
[ 0
par rapport a la suite binaire, c'est-a-dire la limite
lim 2¥ {F (o) — F(2—)}.
V>

Cette définition un peu artificielle coincide évidemment avec celle de
Stieltjes dans le cas ou f et g possédent des dérivées continues puisque

) E@—gle—N) ' / '
Z) ————— ) d prmned do
fof(a) 7 - fof(xg(w) x f;f(w) 8 (x)

lorsque & — o dans ce cas particulier. On démontre d'ailleurs sans
peine que la définition que j'utilise comprend aussi celle au sens
classique de Stieltjes.

On peut donc écrire

flf(x)dg(z): lim f‘f(x)?g(x)_i(z_h) d
v h o

=2 v->w®
= him o M) =S
—hz,_‘h’“:__)w [) h ,g(x)dx

On voit bien par ces formules quel parti on peut tirer d'une condition
portant sur la seule diflérence g(z) — g(z — h) ou sur la seule diffé-
rence f(z + h) — f(x). Mais voila que justement nous voulons tirer
parti a la fois de la condition

1

%f |f(z+ h) — f(z)rda} <q(h)
et de la condition
{f’lg(x—h)—g(x)lﬂ'dz{"édz(/t).

11 nous faudra donc procéder d'une fagon un peu plus subtile, et c’est
ici qu'intervient le choix que nous avons fait & =2-V.
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On a, en eflet, I'identité

F2h) —F(o) F(h)—F(o)
2h h

= - {F(2h) —2F (k) +F (o)}
! ‘ ] 3 /
:;ﬁf [f(z+h)—f(2) ] g(2)— gle —h)} da,

» en vertu de 1'iné-

(WYL ()
ce qui est majoré en valeur absolue par W

galité classique de Hélder. Donc, en sommant pour i = 2v+!, 2%+, |
on trouve

-
¢34

v=v

P §
2¥ {F(2=) — F(o) | + j f(@) dg(x)

d’ou il résulte, par monotonie, que

1 9 v
2"{F(2—")—F(o)}+f fl2)dg(a) gf H U 4,

On voit ainsi que s [ et g remplissent les conditions (1) et si

o(w)g(u . .. .y

2(u) ¢(u) )?( )est intégrable au voisinage de u=—o, alors l'intégrale
u? .

de Stieltjes de f et g existe et l'on a pour h—=o2""(v=1,2, ...)
linégalité

If(,l/(x)',,lg«(x) —f"df(;t){g(x)t_f}{;h)_‘dx

< /Ii(_”)_q’ﬂ‘_) du
=/ "w? o

f

De ce résultat on déduit tout de suite le théoréme désiré d’intégra-
tion-terme a terme, que nous allons formuler d’une facon qui rappelle
un peu certains théorémes Taubériens de la théorie des séries.

Supposons que { f,} et { g,} sont deux suites de fonctions sujettes
aux conditions

;f lfn<x+h>—fn(mi/'dx}"g«p(h),

1 7
:f is"n(x)—s’u(d'—-/t)lp'fl$}P§¢(/l),
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oii g(u) et Y(u) sont des fonctions croissantes de |u'! telles que
’—'J—(-ft—zg—(—y—lsoit intégrable awn voisinage de 1 —=o. Supposons en
outre que, pour chaque t,

1 "
[ Sula) galx—Orde - / J(z) (e —t)de,

0
les fonctions [ et & étunt elles-meémes astreintes  remplir les condi-
tions (1). Alors

it PR
/ Sntrydgu(a) -~ j J(erdgtr).

En ellet, si 'on se donne € > o, il suffit de choisir une valeur parti-
culiere ¢ = 2= pour laquelle

"olu) b
[ T du -
«*

)

v o

el l'on constate qu'a & prés on peut remplacer les intégrales de Stieltjes
dont il s'agit, c'est-a-dire les dérivées binaires d'intégrales de Lebesgue.
par les quotients de différences finies

1
. on( ) - - o -
/ Su(r) gnl 1 gulx - O) o.r

14
Co
et
rol .
. i) — ot — )
JARAE dr:
A ' [

el ¢ élant lixe, la premiére tend évidemment vers la derniere.

Je passe maintenant aux applications & la convergence des séries de
Fourier. Ces applications dépendent d'une propriété fondamentale
trés simple de la fonction

“ing
(1) (;'(.l‘)::/ \“[ dt.

o

Celle propriété s'écrit

(1 N uliet@ - won) | B p) ""('—)’
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ol W(u) désigne une fonction arbitraire assujettie aux conditions
W(w,)+ W(uy)SW(u, + u,)

pour u,>>o0 et u,>>o0, et ou B désigne une constante absolue (indé-
pendante par conséquent de la fonction ¥ et de la suite croissante des
points z;). La démonstration de ce fait est élémentaire, on la trouvera
dans un mémoire qui va paraitre dans les Mathematische Annalen.
Elle ne comporte, du reste, aucune difficulté.

On connait le réle de notre fonction (I1) dans la théorie des séries
de Fourier. On a, en effet, en désignant par s,(x) la somme des
2n + 1 premiers termes de la série de Fourier d’une fonction f(x) et
‘par s(z) une fonction arbitraire

sa(x) '—‘s(x):[ fa(t)dg(e),

ou la fonction f,(¢) (qui dépend de x) ne différe que par un facteur
trivial de ’expression

f(-z'—i—%)+f<.1'——,%>-—2.\'(;1r) (ogt<n)
o (t>n).

Pour utiliser nos résultats concernant les iutégrales de Stieltjes, nous
commencons par faire un petit changement de variable == (¢) qui
transforme notre intégrale de la facon suivante

(Iv) ffn(t.)dg(t)_—:/‘j,‘;(f)dg'(r),

les fonctions f et g* étant périodiques de période 1. 1l suffit pour
cela de choisir pour w(¢) une combinaison linéaire, a coefficients
positifs, de ¢ et de la borne supérieure, variable avec ¢, qui est celle
des sommes au premier membre de (11I) lorsqu'on impose la condi-
tion supplémentaire x;<¢. Lorsque r —=w(¢), on écrit par définition
Ji(t)y=/fa(2), g'(t)=g(¢t) pour les valeurs de = prises par &5 (¢). Si
I'on s’arrange comme on le peut évidemment, a ce que ces valeurs

de 7 conslituent un intervalle de longueur inférieure 2 —, on compléte
2

encore de facon triviale la définition de f), (1), g*(t) de maniére a les
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rendre périodiques de période 1, tout en faisant que la relation (1V)
soit valable, et tout en s’arrangeant que l'on ait

18" (s +h)— g(7) | =O0[Y(h)],

ou Y(u) est la fonction inverse de Y'(u), cette derniére étant supposée
de plus croissante.

En utilisant notre théoréme d’'intégration terme & terme, on voit
maintenant que

o/

2 !
[/Z(r)t/.g’(f) - o
o

pourvu que, d'une part,

~1

(V) / Ltz h) — fa(z)jde=0[q(h)],
Yo
ot ¢ (u)est une fonction croissante telle que ?ﬂzl?—(u) soit intégrable,

el pourvu que, d’autre part,
1
(V) f_/}',(r—q—/z)g‘(r)(l‘t >0
[

quel que soit . 1l s’ensuit que les conditions (V) et (V) suffisent
a assurer la convergence de la série de Fourier donnée vers lu
somme s(.).

Javouerai (ue je n’ai pas analysé en détail les conditions (V) et
(VI); je remarquerai cependant que la condition (VI) est remplie
dans le cas d'une fonction f(') bornée et mesurable pour laquelle au
point . considéré la série de Fourier converge en moyenne arithmé-
tique d'un ordre quelconque vers s(.r'). Clest certainement le cas en
un point de discontinuité de premiére espéce si I'on choisit

S(.l'):—::{f(.z‘—ko)—é—f(.r—u)}.

(Quant a la condition V, elle est cerlainement vérifiée si 'on suppose
que, en désignant par ®(u«) la fonction inverse de (), I'on ait

LA ENACIES
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ou B, est une constante indépendante de » et de la suite croissante de
points 7; contenus dans une méme période. Or le membre gauche de
cette inégalité devient une somme toute semblable relative a la fonc-
tion f si I'on fait un trés simple changement de variable. Donc la
condition (V) est remplie si I'on a

(VIL) N[ | f(a) — firim) ] < By,

i

quelle que soit la suite croissante de poinls .z; conlenus dans une
période de f.

En choisissant pour @ et W certaines fonctions spéciales, on arrive
ainsi a des extensions de théorémes classiques de Jordan et de Dini-
[ipschitz, par exemple la suivante dont j'ai esquissé récemment une
démonstration différente aux Comptes rendus.

Soit pour u suffisamment petit et positif. ®(u)=exp(u—*) ou
I . . s .
a << - et soit S(z) une fonction périodique pour laquelle la condi-

tion (VI1) est remplie. Alors la série de Fourier de f(.x) converge
I flx +o0)+ fla—ux)l

2

vers

L’analogie avec le critére de Dini-Lipschilz suggére du reste la pos-
sibilité d’étendre encore cet énoncé au cas a <1. Je n'ai cependant pas
encore pu démontrer une telle extension.

Toute une série de problémes intéressants se posent encore dans les
ordres d'idées que je vous ai exposés. Un de ceux-ci qui a également
des rapports étroits avec la théorie des séries trigonométriques a été
partiellement résolu par mon compatriote M. Littlevood.

Soient fet & deux fonctions périodiques ayant dans une période la
variation de puissance p'“™® et g'*me respectivement bornée, et soit

9(u)—_—f Jr + u)dg(x).

On peul montrer que §(u) est a variation de puissance A bornée pour
tout X positif tel que

<-4 - —1.

> -
Q|-

I
r
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Ce résultat se démontre d’ailleurs aussi par la méthode de dérivation
binaire que j'utilise ici. Le probléme qui reste est de savoir si 'on
peut prendre aussi

L1 1

Ap g

Je ne suis pas @ méme de répondre i cette question qui parait trés
difficile.

Je mentionnerai encore un probléme qui sé pose lorsque I'on consi-
dére notre intégrale de Stieltjes comme une fonctionnelle définie dans
un champ fonctionnel en somme plus restreint que celui des fonctions
continues. Nous savons depuis MM. Hadamard, Fréchet et F. Riesz,
caractériser les fonctionnelles linéaires dans certains champs qui com-
prennent les fonctions continues, par exemple le champ des fonctions
a carré intégrable. Le probléme d’une caractérisation analogue dans
des champs plus restreints tel que celui des fonctions f qui remplissent
la condition de Lipschitz fractionnaire

If(x-+h)—fl2)|=O[|A]*]

parait plus difficile. Je n’ai obtenu que des résultats incomplets dans
cette direction.

Pour terminer je dirai encore qu’il y a dans I'ordre d’idées des
méthodes que j'ai esquissées ici des problémes intéressants qui con-
cernent les iutégrales multiples ou encore 'intégrale fractionnaire,
c'est-a-dire celle de « Riemann-Liouville » dont nous avons appris une
application nouvelle dans la belle conférence de M. Marcel Riesz.

L.-C. Youne.



