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REMARQUES SUR LES FONCTIONS MEROMORPHES
DANS LE VOISINAGE D’UN POINT SINGULIER ESSENTIEL ISOLE;

Par M. Jacques Durresnoy.

Nous noys proposons de montrer que I'on peut étendre aux
fonctions méromorphes dans le voisinage d’un point singulier
essentiel isolé certaines propriétés qu’Ahlfors a obtenues (') pour
les fonctions méromorphes dans tout le plan fini. Nous serons
conduit a utiliser des résultats que nous avons établis antérieu-
rement (?) en reprenant la théorie d’Ahlfors.

Voici une proposition qui généralise le grand théoréme de
Picard.

Soient, sur la sphére complezxe, g 23 domaines D; simplement
connexes et disjoints (dont certains peuvent se réduire a des
points) a chacun desquels est associé un entier p; supérieur a 1

et tel que 2(1-—— ;—) > 2. Solent, d’autre part, une fonction
i

w = f(z) méromorphe dans le domaine ro<|z|<<w et X la
surface de Riemann décrite, sur la sphére complexe, par les
valeurs w de cette fonction. Alors, si z=co est un point sin-
gulier pour f(3), la surface X présente, sur I'un des domaines D,
au moins, une infinité de disques ayant moins de p; feuillets.

Donnons plusieurs démonstrations, intéressantes a des titres
divers.

1. Supposons qu’il existe une fonction w = f(2) méromorphe
dans le domaine 7o << | z| << o et dont la surface de Riemann X ne
satisfasse ‘pas a la propriété énoncée. Faisons le changement de

(') Acta mathematica, 65, 1935, p. x57;194.
(?) Ann. Ec. Norm. sup., 58, 1941, p. 179-259. Ce Mémoire sera désigné dans
la suite par [1].
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variable z = e’. La fonction /() est transformée en une fonction
F(¢) méromorphe dans le domaine R¢ > logr, et dont la surface
de Riemann ne satisfait pas non plus a cette méme propriété. Une
substitution homographique effectuée sur la variable ¢ raménerait
au cas d’une fonction ®(7r) méromorphe dans le cercle |7|<<1.
Pour cette derniére, on sait (*) que I'on a
LA I
1+ [®(o)2 ™7

ou B dépend seulement des domaines D; et de la quantité
Z (1 — ;—) . On en déduit aussitot

i

o\ F(9)]
(at—IOg'o)m<B,
d’ou

2 _1f @] _y

| » PRI S IV AN S/ S
#llog = e < B

L’aire sphérique 47 S(r4, ) de la portion de 2 correspondant
au domaine ry<|z| << oo(r;>r,) est donc finie; en effet,

s(r,,®)=;€ﬂ1 [M"——rpdpdﬂ<2B2f _d _ 2B

P>y 1+ /() K plog2,—€)— log —
0

La proposition se trouve ainsi démontrée, car il résulte de
S(ry, ®) << que z=oco n’est pas une singularité essentielle. Ce
dernier point peut s’établir, entre autres, de la fagon suivante.

Soit L(r) la longueur sphérique de la courbe C, décrite par w
lorsque z décrit la circonférence | z| = r. On sait (*) que

dS(ry, r

L2(l‘)§8:‘31'—%—-—)-

La fonction S(ry, r) étant bornée, il existe une suite de r;
tendant vers o et telle que L(r;) tende vers o. On peut en extraire
une suite partielle, de fagon que les courbes C,, soient toutes inté-
rieures & une méme petite calotte de la sphére complexe. L’aire de
la portion de surface de Riemann comprise entre deux telles

(%) [1], Théoréme I, p. 223.
(*) Cf., par exemple, (1], § 19, p. 208.
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courbes C,, successives tendant vers o, cette portion est, & partir
d’un certain r;, tout entiére intérieure a la petite calotte. Autre-
ment dit, les valeurs de f(z), lorsque 5 est suffisamment grand,
sont toutes intérieures a la petite calolte; il résulte alors d’un
théoréeme de Weierstrass que s = oo n’esl pas un point singulier
essentiel.

2. Voici une seconde démonstration qui repose essentiellement
sur la remarque suivante :

Jf(z), méromorphe dans le domaine r,<<|z| << =, peut toujours
se mettre sous forme de la somme d’unc fonction f*(z) méro-
morphe dans tout le plan fini et d'une fonction f,(3s) holomorphe
dans |z|>r,, point & l'infini compris, avec f,(x)=o0. Pour
établir cette propriété, on fera un développement de Mittag-Leffler
de f(z), mettant les poles en évidence et faisant apparaitre f(z)
sous forme de la somme d’une fonction f}(z) méromorphe dans
tout le plan fini et d’une fonction f,(z) holomorphe dans
re<|z| <. Un développement de f,(z) en série de Laurent
montre que cette fonction est, a son tour, la somme d’une fonction
J¥(z) holomorphe dans tout le plan fini et d’une fonction f,(z)
holomorphe dans | z| > r,, avec f)(c0) =o0. En posant /*= f}+ f},
on trouve bien

f(z)=/f*(z) + f1(5).

Remarquons, en passani, que cetle décomposition n’est pas
unique; on peut ajouter a f* el retrancher de f, une fraction
rationnelle arbitraire s’annulant a l'infini.

Agrandissons alors les domaines D; en domaines D} simplement
connexes et disjoints, tels que D] contienne D; et tous les points
qui en sont distants de moins de ¢, ¢ étant un nombre choisi
suffisamment petit pour que ceci soit possible. Le nombre ¢ étant
fixé, il existe un nombre r, tel que, pour | z| > r;, on ait

f(2)—=S*(3) | <=

Or, f*(z) étant méromorphe dans tout le plan fini et présentant
z =00 comme’singularité essentielle, posséde une infinité de disques
a moins de p; feuillets sur 'un au moins des- domaines D} (*).

(*) [1), § 34, p. 229.
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En supprimant au besoin un nombre fini d’entre eux, on peut
toujours supposer que ces disques correspondent a des valeurs
de s satisfaisant a |z|>r,. Il est clair qu’a chacun de ces
disques de f* situé sur D} correspond au moins un disque de f
situé sur D; et ayant moins de p; feuillets, ce qui achéve la
démonstration.

3. Une troisiéme méthode va nous conduire a des résultats
plus précis. Considérons la portion de surface de Riemann
correspondant a r; <<|z|<<r; elle a une aire sphérique égale a
4mS(ry,r)etun contour delongueur L(r,) + L(r); soitn; (ry,r)
le nombre de disques qu’elle présente sur le domaine D,
chacun de ces disques étant complé une seule fois quelle que
soit sa multiplicité. On sait (°) que 'on a

q

N5, 1 2(g = 2) 10, 1) — AL(ra)+ L(M)] | —1

i=1

(en désignant par & une constante dépendant des domaines D;),
soit, en supposant r; fixé,

Xzi(r) > (g — 2)[S(r) — A L(r)] — const.

Dans cette relation, S(r)=S(ry, r) et les n;(r) = n,(ry, r) ne
sont définis qu’a une constante additive prés.
D’autre part, on sait que

R dS(r)
L2(r)<8=n2y — "

(%) [1], § 13, p. 200. La surface considérée ici a, en effet, pour caractéristique
p = 0. On peut d’ailleurs supprimer la constante 1 de I'inégalité indiquée, car,
dans Pinégalité correspondante (p. 202) de notre Mémoire cité, (p +1) peut étre

+
remplacé par p, comme il apparait aussitdt en reprenant la démonstration.

1 Si Zﬂii‘: onaN2i;

2° Si ZTZ‘: o, lensemble des T est identique 3 Iensemble des X' et

2(?(}3')-0-1] <p -1 entraine Z;(E) =Zg(x')§;‘
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Si ¢ () est une fonction positive arbitraire telle que

* dx
f 7@ =

L2(r) = o[2(S)],

on a donc

sauf pour des valeurs exceptionnelles de r pouvant étre enfermées
dans des intervalles de longueur logarithmique totale finie (7).
Il en résulte que

q

O] () > (g —2)S(r)—o[2(S)],

i=1

sauf peut-étre dans les intervalles exceptionnels considérés. Si
¢(x) est croissante, cette derniére inégalité peut d’ailleurs se
mettre sous la forme équivalente suivante

(2) (g =280 <Pt +ol¢(X) |

De l'inégalité (1) on déduit un théoréme du défaut semblable
a celui qui est relatif aux fonctions méromorphes dans toutle plan
fini (®). Il faut remarquer que le défaut &) et I'indice de ramifica-
tion 6; d’'un domaine D; sont des quantités parfaitement définies,
bien que les fonctions S(r) et 7;(r) ne soient définies qu’a une
constante additive prés.

(") Pour établir ce résultat, on remarque d’abord que, ¢(7) étant choisie, il
existe une fonction % (r) satisfaisant encore & la condition imposée & ¢ et telle-

que %‘ —>o0. On peut prendre, par exemple,

L d s dt
??(r)_—d—r[f,. ?’(t)]

D’autre part, L(r) < ¢,(S), sauf pour un ensemble de valeurs de r sur lequel on a

dr das
- < 2 [ttty
f" =8’Tfu 21(S) <

[

(%) (1], § 21, p. 211,
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On. pourrait encore intégrer I'inégalité fondamentale et obtenir
ainsi, avec les notations usuelles,

9
DN = (g —2)T(r) — O[ySTogr],

i=|\
d’ou
q
®3) DN > (g —2) T(r)—o[¢(T)],

i=1

ou bien encore, si ¢ est croissante,

) (g—2)T(r) :Eﬁi<r>+o[¢(2'ﬁz)],

ces deux derniéres inégalités pouvant n’étre pas vérifiées pour un
ensemble de r exceptionnels sur lequel

/ dloglogr < .

On peut déduire de (3) un théoréme du défaut sous forme
intégrale (?).
(Manuscrit regu le 17 octobre 1942).

(*) Cf. 1), § 24, p. 214



