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GENERATEURS DE L’ALGEBRE #(G)X
AVEC G = SO(m) OU SOy(1, m — 1) ET K = SO(m — 1)

PAR

ABDEL-ILAH BENABDALLAH

RESUME. — Soient G = SO(m) ou SOy(1, m — 1), K = SO(m — 1) et ¥(G)* I'algébre réelle des
opérateurs différentiels sur G invariants par les translations a gauche de G et les translations a
droite de K. On démontre, en exhibant dans I'algébre symétrique un systéme explicite de
générateurs, que #(G)* est engendrée par les centres de #(G) et de #(K).

ABSTRACT. — Let G = SO(m) or SOy(1, m — 1), K = SO{m — 1) and let #(G)* be the real
algebra of differential operators on G, left invariant by G and right invariant by K. We show
that (G)X is generated by the centers of %(G) and #(K).

Introduction

Soient G un groupe de Lie connexe, K un sous-groupe compact de G, t une
représentation irréductible de K d’espace V, E le fibré homogéne associé ala
représentation =, I'(E) I'espace des sections C* de ce fibré, C*(G, V)*I'espace
des applications C®* de G dans V  vérifiant: f(gk) = n(k~!)f(g),
(g €G, ke K), et enfin 2, I'algébre complexe des opérateurs différentiels sur E
invariants par ’action naturelle de G sur I'(E). Rappelons que I'(E) est en
correspondance bijective avec 'espace C®(G, V)" Cette correspondance sera
notée ~ dans la suite. .

Soient aussi #(G) (resp. %(K)) I’algébre réelle des opérateurs différentiels
sur G (resp. sur K) invariants par les translations a gauche de G, (resp. de K)
et %(G)X la sous-algébre de #(G) formée des éléments de #(G) qui sont

(*) Texte regu le 7 juin 1982, révisé le 10 mai 1983.
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304 A.-1. BENABDALLAH

invariants par les translations & droite de K. On note #(G)® C (resp.
#(K) ® C) la complexifiée de I'algébre #(G) (resp. #(K)), (#(G) ® C)X le
commutant de #(K)® C dans #(G)® C et enfin dn la représentation
infinitésimale de =, J le noyau de dn dans #(K) ® C et J* = $*(J) ou S* est
I'anti-automorphisme principal de #(K) ® C.

MINEMURA ([3]) a démontré le résultat suivant : pour D € (%(G) ® C)X soit
w(D) I'élément de 2, défini par

WD = Dii (ueT(E)).

Alors Ker p = (#(G) ® C)* N (#(G) ® C)J* et l'application px définie a
partir de p par passage au quotient est un isomorphisme d’algebres. Ce
résultat nous montre que I'étude de 2, se raméne a celle de (%(G) ® C)~.
Nous nous proposons dans ce travail de calculer explicitement les générateurs
del'algébre réelle #(G)X dansle cas ot G estle groupe SO(m) ou SOo(1, m — 1)
et K le sous-groupe SO(m — 1), (m > 3). Ces générateurs sont des générateurs
de Tlalgébre complexe (#(G)® C)X. Nous démontrons quil y a (m— 1)
générateurs, constitués par les générateurs du centre de #(G) et du centre de
4(K). En particulier nous en déduisons que I'algébre (G)* est commutative.

I. Notations et rappels

(1.1). — Soient e, .. ., e, la base canonique de R™, R™~! le sous-espace
de R™ ayant pour base ey, ..., e,—;, G = SO(m) le groupe des transforma-
tions orthogonales de R™ de déterminant 1 et K = SO(m — 1) le stabilisateur

de e, pour P'action naturelle de SO(m) sur R™. L’algébre de Lie SO(m) de

SO(m) (resp. SO(m — 1) de SO(m — 1)) qui est constituée par les matrices
antisymetriques, munie de la forme bilinéaire symétrique positive non
dégénéree

BX,Y)= —%tr (X,Y), (X,YeSO(m),

s'identifie canoniquement a I'espace euclidien A?R™ (resp. 2 A°’R™ " !)etona
la décomposition directe orthogonale

AR = ¢y AR™™! N2 R 1.
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GENERATEURS DE L'ALGEBRE #(G)* 305-
Moyennant ces identifications, tout élément X de SO(m) s’écrit
X=eAX,+X, (X,eR" !, X,e N’R™™}),

de plus pour ke SO(m — 1), on a
Ad(k)X = €y A k(Xl) + Az HXz).

Identifions I'espace vectoriel G = SO(m) et son dual algébrique par la

forme B. Soit S(G)* I'algébre des fonctions polynomiales sur G, invariantes
par la représentation adjointe de K. On sait que les espaces vectoriels S(G)X et
%(G)X sont isomorphes par I'application symétrisation A qui vérifie :

MP,P,) = MP)MP,) + MQ), (P4, P,eS(G)"),

avec Q e S(G)¥ et d°Q < d°P, + d°P,.

Il est facile de voir que si S(G)X admet r générateurs P,, ..., P,,alors #(G)*
admet MP,), ..., MP,) comme générateurs. Donc I'étude des générateurs de
#(G)X se raméne a celle de S(G)X.

(1.2). — Générateurs du centre U(SO(m)).

Pour m = 2n, on pose

P,(X) = det (X — Xidgn) (X €SO(2n))
=A%+ a(XAT2 4 L+ 0y (XA 4 L+ det(X),
LX) = [XA...AX|2=|X"[%, (1< p<n—1),
1,,(X) = (X""* (* étant l'isomorphisme de A2"R?" avec R).

Les fonctions polynomiales a,, et 72, (1 £ p < n) sont invariantes par la
représentation adjointe de SO(2n). Un calcul direct montre que pourt
appartenant a I'algébre de Lie du tore maximal de SO(2n),

I, = (p)azlt), 1<p<n—1),
13,(t) = (n!)* det (z).

Donc, pour tout X € SO(2n), on a

1,X) = (p)?ay(X), (1<ps<n—1),
12.(X) = (n!)? det (X).
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366 A.-L BENABDALLAH
De méme, pour m = 2n + 1, on pose
P(X) = det(X — }-iduz.‘u) (XESQ!ZH + 1“
= — [)\.2'”'1 + bz(X)kz"_l

+ o+ by (XA 4 4 by (XA],
J2(X) = |XP4)%, (1< p<n).

Comme précédemment, on a, pour tout X € SO(2n + 1)),
T 2(X) = (p")?b2,(X).

Les fonctions polynomiales (I, 1 <pen (TESD. (72 )1 €p<a) CONStituent donc les
générateurs de S(G)¢, avec G = SO(2n)(resp. G = SO(2n + 1))(cf. par exemple
[4] page 302).

IL Générateurs de (SO(m))>°™-1
Dans toute la suite, on identifie, sauf mention du contraire, I’algébre de Lie
de SO(m) 3 A>R™ et I'algébre de Lie de SOm — 1) a A2 R™"1.
(2.1). — Soit X e SO(m). On a, d’aprés (1.1),
X=eAX, +X, (X,eR" 1 X,e N2R""})
Pour m = 2n, posons

I,(X) = | X513, 1<sp<sn-—-1,
Iy X) =X, AX5M? O0<p<n-—1,
Ippo s (X) = (X A XSG~ D8)*;

et pour m=2n + 1,

J2(X) = | X323, I<spsn-1,
J2a(X) = (X3,
Jop+1X) = IX, AXEM? 0<p<n—-1L
(2.2). PROPOSITION. — Les fonctions polynomiales F,, ..., F, _, définies sur
SO(m) par
FX)=I{X) (1<i<m-—1,XeS0m)), si m=2n,
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GENERATEm DE L'ALGEBRE #(G)* 307
FX)=J(X) (1<ism-—1,XeSOm)), si m=2n+1,

sont algébriquement indépendantes.

Preuve. — 11 faut montrer que si P&y, ..., {,-;) est un polynéme
vérifiant

P(F,(X), ceey F,,,:,(X)) =0, pourtout X eSO(m),

alors P est identiquement nul. Nous démontrons cette propriété par une
double récurrence portant sur le degré de P et la « dimension » m.

Pour d°P = 1, la proposition est triviale quel que soit m. Pour m = 3 et
m = 4, la proposition est bien connue (cf [5] p. 35 dans le cas m = 4).
Supposons-la donc vraie pour tout polynome P, quand la « dimension » est
inférieure ou égale 3 m — 1 et pour les polynomes P de degré inférieur ou égal
a r, quand la « dimension » est égale 3 m et démontrons la proposition pour
les polyndmes de degrér + 1, quand la « dimension » est égale a m. Il y a deux
cas a considérer suivant la parité de m.

17 cas :m=2n
11 faut montrer que, si P,, ..., &;,-,) est un polynome de degré r + 1
vérifiant
P(Uy(X), ..., I,,_4(X)) =0, pourtout X eSO(2n)

P est identiquement nul.

Pour Z e SO(2n)
0 X1 e X1
- X, 0 Xgg eeeeeenn X1.2m-1
Z= - %12 :
: : X2n-2,2n-1
— Xap-1 — X12n-1 -+ — X2p-220-1 O

associons Z’ € SO(2n — 1) obtenue a partir de Z en annulant la derniére ligne
et la derniére colonne. J,(Z'), ..., J;,-2(Z’) sont les générateurs de

S(SO(2n — 1))°92"=2) 1] est clair que, pour Z e SO(2n) tel que
Xoap—1 = X1,20=1 = o0 T Xopa22p-1 T 0,
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308 A.-l. BENABDALLAH
ona

12)=J,2) (<p<:m-3),
12n—2(z) = J%n—Z(Z,)
I30-4(2) = 0.

Soit PE,, ..., &E2,—1) un polyndme de degré r + 1, tel que :

PUy(2), ..., 1,,_4(Z)) =0, pour tout ZeSO(2n).
En particulier pour xz,_; = X; 2p—1 = ... = X24-224-1 =0,
PULZY, .., Jan-sZ), T o(Z), 0) = .
Le polyndme G défini par
Gy - - -5 Uzn=2, Uzn—1) = Py, - - -, Uzn-3, U3n-2, Uzn-1);
vérifie
GU(Z), ..., Jan-2(Z), 0) = 0.

D’aprés I'hypothése de récurrence, J,(Z’), .. ., J2,-2(Z’) sont algébrique-
ment indépendants. Donc,

Gluy, ..., Uzp—q) = g1 Huy, ..., Usp—y),
ou H est un polynome. Comme
G(ulv coey Upp—3, — Up—2, “2»-1) = G(ulv cees Ugp—2, “Zn-l)s

le polyndme H vérifie la méme propriété. Par conséquent, il existe un
polynéme H,, tel que

H(uy, ..., uzp—y) = Houy, ..., Usp_3, U3,_2, Uzp—y).
Ainsi,
P(glv ceey éZn-l) = gZA—IHO(élr “eey éZu—l)9

avec d°H, < d°P. On applique maintenant ’hypothése de récurrence a H,. Il
s’ensuit que P est identiquement nul.

2cas:m=2n+1.

La démonstration est identique a la précédente.
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GENERATEURS DE L’ALGEBRE #(G)X 309

(2.3). PROPOSITION. — Soient X et X’ deux éléments de SO(m) vérifiant les
conditions suivantes :
IX)=I1(X") (1<l<m-—1), si m=2n,
JX)=J(X) A1<l<sm—-=1) si m=2n+1,

Alors, il existe ke SO(m — 1), tel que X’ = kXk™!.

Preuve. — La proposition est trivialement vraie pour m = 3 comme, on
peut le vérifier facilement. Supposons qu'elle soit vraie a I'ordre m — 1 et
démontrons-la a 'ordre m. Il y a deux cas a considérer, suivant la parité de m.

17 cas :m=2n

a) Supposons X, # 0.

Légalité I,(X)=I1,(X"), cest-a-dire || X,||*> = | X;)|? implique qu’il
existe ueSO(2n — 1), tel que u(X,) = X;. Soient X7 = N2u~'(X,) et
X" =e,ANX, + X3. Alors,

X" = egAu~}(X}) + N u~Y(X3) = Ad (u™Y)[eo A X, + X3]
= Ad( H)X".

Le probléme revient donc a démontrer que X et X” sont conjugués par un
élément de SO(2n — 1). Pour cela, nous allons montrer que X, et X3, qui

appartiennent 4 A2 R?"~! Og 2n — 1), vérifient I’'hypothése de récurrence.

Posons E = R?*"~!, g, = ——et E, = &;. E se décompose en somme directe

I(X I
orthogonale
E=Re, @E,,
d’ou les décompositions suivantes en somme directe orthogonale
NPE=g AN[NP1E]J® NPE,, 1<p<n—-1)
NPHIE =g, A[NPEJ® NP*YE,, (1<p s n—2),
AZII' 1 E = 81 A [Azn_z El]‘
Les éléments X, et X%, qui appartiennent a /A E, se décomposent en
X2=81AY1+Y2 (Yl EEI, Yz EAzEx),
X;=¢,AY +Y, (Y €E,, Yye NE).

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



310 A.-I. BENABDALLAH

Ona:
XgA = pel/\ Yl/\ W—I)A + YgA, (1 S p S n-— l)s (‘)
EIAXZA = 51,\ Y;A,
d’ou,
X, AXBA=X,AYBA
Par suite, on a, .
1X  AXEM = 1 X, Y37
=X, IY?A,

du fait que I,,, (X) = I5,4+,(X") = I,,+,(X"); donc,
VB2 = | YPA|2, Cest-d-dire J,(X,)=J,(X3), (1<p<n-2)

et

IXE*1% = p2 I AYS™DA)2 + | Y842
= [ X3"*]? (du fait que I,(X) = I,(X") = I,,(X"))
=p* I YIAYE™VA2 + Y742

D’oy,
1% AYEDA? = [ Y3 A Y2~ DA)2 e,
Jop-1X) =J2p-1(X3) 1< psn—-2)
Maintenant, d’aprés ’égalité (»), on a :
ENXT VA =g AYP DA
soit encore, en multipliant les deux membres par || X, |,

X, AXQ-DA = X AYP-DA
= X AX37R (du fait que Iy, y(X) = I5,-4(X"))

Ceci entraine que

(n—1)A __ (n—1)A
YooDA = yya- DA,
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GENERATEURS DE L’ALGEBRE #(G)* 311
Donc
Jan-2(X3) = J2p-2(X3),
et
IGAYS DA = YL AY DA 2 de. T o(X3) = J2p-5(X3).
Ainsi,
JUX) =JdX3), (1<I<2n-2)

On applique I'hypothése de récurrence a X, et X73. Il existe ve SO(2n — 2),
telle que

X5 =0vX,0" 1
"Définissons we SO(2n — 1) sur E, en posant

w(el) = e.h
wix) =v(x) si xeE,.

Alors,
wX,)=X;, PwX,)= Nwe,AY, + Vo) =¢, AY, + Y3,
et
AdWX = N weAX, + X;)=eoAX, + X3 =Ad(u™H)X".
D’ou
X' = Ad(u o w)X.

b) Si X, =0, alors X] = 0, du fait que I,(X) = I,(X’). Donc, X = X, et
X’ = X appartiennent 4 SO(2n — 1), avec

ToX) =T2X), (1< p<n—1),

Il est bien connu que dans ce cas X et X’ sont conjugués par un élément de
S0(2n - 1).

2°cas:m=2n+1.

La démonstration ne présente aucune difficulté. Elle est analogue a la
précédente. Elle est laissée au soin du lecteur.
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312 AL BENABDALLAH
(2.4). THEOREME. — Soit F une fonction i)olynomiale sur SO(m) et vérifiant
F(kXk™') = F(X), pour tout keSO(m—1) et X eSO(m).
Alors, il existe un polynome G d (m — 1) variables, tel que

FX)=G(I(X), ..., I,-4(X)), si m=2n,
F(X)=GUyX), ..., Jm-1(X)), si m=2n+1.

Preuve. — Le théoréme est trivialement vrai pour m = 3, comme on peut le
vérifier aisément. Supposons qu'il soit vrai a 'ordre m — 1 et démontrons-le a
I'ordre m. I y a deux cas a considérer, suivant la parité de m.

1 cas : m = 2n.
Nous allons montrer, dans une premiére étape, qu’il existe aeN et un
polyndéme G,(&;, ..., £;,-1), tels que

1X)FX) = Gy(Ii(X), ..., I3,-1(X)) (»),

puis dans une seconde étape, qu’il existe BeN et deux polynomes
Q&zs - - -, Ean-2) €t H(Ey, ..., &2,-y), tels que
Q¥UI(X), .. ., Iop-o(X)F(X) = HU(X), ..., I55-1(X)).

Ceci étant admis, démontrons le théoréme :
Le polynome

QF(E..z, gb RS} ézn-z)Gl(gly ce ey éz:--l) - ggH(gh ey §2n-1)

est identiquement nul, lorsqu’on fait la substitution &; = I(X). D’aprés la
proposition (2.2), les (I{X));<i<2.—1 Sont algébriquement indépendants.
Donc ce polyndme est identiquement nul; ce qui entraine que le polynéme
Gy(&;, ..., Ezn—y) est divisible par E3, c’est-a-dire

Gl(élv L] éZn-l) = gic(éh SRS ] §2n-l)’

d’ou la conclusion d’aprés I'égalité (=).

(2.4.1). — I°¢ étape :

Comme SO0(2n) = N*R?" = ¢, AR* '@ A’R?""!, on peut consi-
dérer F comme une fonction polynomiale sur R*"~! x A2R2"~1  Soit
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X =(X,,X,)eR*™ ' x N2R*1, 1l existe keSO22n — 1), tel que X,
= k(|| X, e,). Alors,

F(X,, X5) = F(|X, | e,, X3),

avec X3 = A2 k(X ,). Posons

X’ = qulleerl +X’2 = Azk‘l(eoAXl + Xz).

Les éléments X et X', étant conjugués par un élément de SO(2n — 1), ona

I(X)=I(X), (1<i<2n—1).

Posons E = R**~! et E, = ef. Alors,

E=R81®E1 et A2E=e1AE1@A2E1.

L’élément X3 de A2 E se décompose en

X,=e, AY, + Y,

Soit s une transformation orthogonale de R?"~ 2, de déterminant égal & — 1

et
-10...0
0
k= .
: S
0
L’élément k’ appartient & SO(2n — 1). On a alors
F(X,, X,) = F(IX,l e, X3) = FK'(I1X,l e,), N K'(X3))
=F(— Xl ey, X3), ()
avec
X5 =NKXy)=NkEe,AY, +Y,)
=—eAs(Y))+ Ns(V))=e, AY, + Y;
ol on a posé

Yi=-s(Y), Y;=NgY).
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314 A.-1. BENABDALLAH

F étant polynomiale, il existe des fonctions polynomiales uniques G,
définies sur A2 E, telles que

F(X,, X3) = F(I Xl &), X3) = ¥, I X, |*G{(X?)
= F(= 11X, lley, X3) = 3(= D" IX,I*G{X3) (o),

d’aprés I'égalité (v). II est clair, que pour chaque i, la fonction G; est
invariante par SO(2n — 2). Appliquons ’hypothése de récurrence aux G,.
Dong, pour chaque i, il existe un polyndme F;, tel que, pour tout Ze A’E,
I'on ait
G(Z) = F{Jy(2), ..., J24-2(2)).
On a

T2 (X3 = 1 Y723, Q1<p<sn-2),
Jan-2(X3) = (Y*~ DAY,
Jap+1(X) = IAYPAIL, O<p<n-2).
Sachant que Y; = — s(Y;) et Y5 = A2(Y,), il s’ensuit que

J2p(X3) = J5,(X73), (1<p<n-2),
Jzu-z(X;) == Jzn—z(X'z),
Jap+1(X2) =Jzp44(X3), O<p<n-2)

Donc, pour chaque i, on a
Gi(X;) = F{J(X3), ..., J2a-2(X3))
=F{Jy(X3), ..., J2a-3(X3), — J2n-2(X3)).
Par suite, d’aprés I'égalité (¥ev), on a
F(Xy, X3) = I X IMFJ((X3), - - -5 J2n-2(X3))
= (= D IX M FI (X - ..o Tan-3(X3), — J2a-2(X3)),

ce qui entraine que F s'exprime comme un polynéme de
Ty (X oy Jan-3(X3), 1X41% 1X 101 T20-2(X3), J3a-2(X3). Calculons
maintenant les J,(X?) en fonction des I(X).

(1) On a,
XPA = pe, NY, AYP™ DA 4 YA,
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GENERATEURS DE L’ALGEBRE #(G)* 315
par suite,
IXPM2 = p* 1Y, AYS DA + | Y342,
c’est-a-dire
LX) = p*J3p-1(X2) + J3p(X3), - (1< p<n—1)
(2) On a,
ey NXPA =e, NYBN,
d’ou,
X, AXEI2 = I1X,11% 11 Y3A)12,
c'est-a-dire,
Lper(X) = I1X112J,(X2), 1< p<n-—1)

De (1) et (2), on déduit que

Jap-1(X2) = I:Iz,(X) - IT&—::;“]
(3) On a,
X 0A = (n— 1)e, AT, AYY™DA 4 Y- A
d’ou,
IX37 DA = (n — 12 [T, AYST DA 4 | YDA,

Cest-a-dire,

Ipp-o(X') = Iy o(X) = (n = 1)2J5,-5(X7) + J3,-2(X3).

(4) On a,
e ANX~DA =g NYY™ VA,
d’ou,
X e, AXS VA= X, AX$™ DA = | X,lle, ANYY DA,
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316 A.1 BENABDALLAH
Ceci entraine que
(X AXE™D4* = |1 X, | (YS~DY*,
c’est-a-dire,
Iyp-1(X) = 1 X1 J 25 2(X2).

Par suite,

2 _.(X
Tons(Xp) = — 2—"]

— | I _,(X) -
=17 [ w20 = T
En résumé, F(X) s’exprime comme un polynome en les variables

IyX) I3a-3(X) B, 1(X)
LX) T LX) T LX)

II(X)9 ey I2n~l(X),

Ainsi, il existe e N et un polynéme G,(&,, ..., E1,-1), tels que
1X)F(X) = Gy(I(X), ..., I3a-4(X)).

(2.4.2). — 2°™ étape :

Soit X € SO(2n). X se décompose en

X=eANX,+Y, (X,eR¥™ ! YeSO2n-1)).

Il existe une base orthonormale de R*"~! ¢,, ..., €,,_,, telle que la
matrice de I'application Y s’écrive relativement a cette base :

D,,

‘. 0 a,-
Y = D,_,|, avec D, =-|: ]
0 - Cl,- 0

Dong, il existe ke SO(2n — 1), tel que
kYk™' =Y =Y1- ey  Ney
Posons
Xi=k. X, =Y2"'xie;, et X =e,AX7+ Y, = NKkX).

TOME 111 - 1983 - N° 4



GENERATEURS DE L'ALGEBRE #(G)X 317
Ona
F(X)=FX')= F(X}, Y).

Soient T le tore maximal de SO(2n — 1) et N(T)le normalisateur de T dans
SO(2n — 1); exprimons que F est invariante par N(T). Posons

Sj=xZ_1+x35 1<j<n-1)

1) 1l existe te T, tel que

-— -1
tX’l— n‘l \/S—j52j-1 +x’2"_182n_1-
Donc,

FX)=F(X}, Y)=F(/S1&1 + ... +{/Sp-182n-3 + X2n-1820-1, ¥").

2) Pour t;€T,
2i—-1

to=| T 2i—1, 1<i<n—1),

ona:

tiYIt." 1 = Y’

Q551 \/E.;ezj—x + X3p-1820-1) =

= \/5_151 + .o+ Simiam3 — \/ESZI—I

+ .o+ Sa-182m-3 F X2p-1820-1>

ce qui entraine que la fonction F ne dépend en fait que des variables
Sys ooy Spoqys Xopqs Oy, - - .y Gy, Cest-a-dire,

F(X) = P(slsl + ...+ sn—l£2u-3 + x’Zn—IEZA—I’uh ooy un)
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3) Pour w;e N(T),
2i

=
I
I

2% (1<i<n-1),

ona:
wi . (521 82j-1 + Xan-1820-1) = 2521 S€25-1 = X2n-1E20-15
wYw =g Nes+ ...+ 18 3NEy-,
- aiaziAEZi + ...+ a,,_182,|-3/\ €p-2-
Donc
P(Sie; + ... + Sp-18n-3 + Xop-182p-15 Ops -+ o5 Upoy) =
=P(Si€; + ... + Sp-1820-3 — Xop—1E2m—15 gy « ey — Oy oy Oy g).
11 s’ensuit, que pour toute famille (n;); <;<,-1,avec ;= £ l,0ona:
P(Sy, -y Spoys X2p—15 Oy ooy Upy) =
= P(Sl’ ey Sn-l’ 1-['1':1.1 nlx,2n-1’ nlal’ RS ] nn-lan—l)-
Ainsi,
FOX) = 2y, fS1s -+ s Sem )0 - olrmixin
=ZA, i(Sy, -y SpoMi .. P
[711, o .oy .nn—l]i"aill L a:""_-ix;_i;_lv
pour toute famille (n,); <i<x-1, avec M; = + 1. Donc,
LSRR bt £ PR MY Ll 8

pour toute famille (n,); <;<n-1, avec n; = + 1. Ceci est équivalent a dire que
iy + ips ..., In—1 + i, sONt tous pairs. Par suite, si i, est pair, i,, ..., i,-, sont
tous pairs et, si i, est impair, i,, ..., i, sont tous impairs. Il s’ensuit qu’il
existe deux polyndmes R, et R, des variables S, ..., S,_,, a?, ..., a2_,,
uniques, tels que I'on ait :
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4) Pour w;;e N(T),

ij =

on a

I TP - S
+ x,2n—1 l—lr:ll aiRZ(sls o

. le_,, xlzzu-x) +

2
os Sp—1s A5 -«

2i—1 2j—1
| J:
"
0. 2i—1
0 01 0
Co , (i<j,1<ij<sn—1),
i 0.1 o %1
0 1 00
Dol
1
D,
'Dj'
W,-jY’w,.; '= .Di
.Dn—l
0
rsl T —51 -
0 0
SZ Sz
wiil S =18§;
S; S;
_x,Zn—l_ _x’Zu—l_
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Donc, pour toute permutation o de 1, ...,n—1,0n a

2 2 ’2 -
RySo(1)s - - -5 Sotm—1)» Xa(1)s -+ +» Lgno1) X2n—1) =

=R,'(Sl, ey S"_l, a%, ey a,?_l, xlzi._l), (l= 1, 2).

Si (s))1<p<n—1 désignent les fonctions élémentaires symétriques de

2 2
al, ey an—l; on a

1Y?41% = (p)2s,, (1< p<m—1).

Sachant que | X[ = || X, un calcul direct montre qu’on a aussi
IX{AY' )2 = 3528 2 [IX, 11 =831,
IXTAY22)2 =212 Yo 0faf[IX, )12 — 8], (Sij=Si+ ),
IX;AY?A|2 = (pY)? Zx Siy<..<ip<n—-1 o ... u?,[IIXx!IZ = Si..iph
(Six...ip = S,-l + oo + Si’), 1 S p <n-— l),
X’l A Y""_‘)A = (n - 1)!x'2,_1(11 oo a”_lelASZ A oo /\82,,_1.
Doy,

XIAY DN = (n = DIxg- [[F21 o,

et
s IX AYeDAR
T (=1 sy
Les S; vérifient les (n — 1) équations linéaires suivantes :
_ [, A Yo DAy
n—1 — 2 __ 2 —_ 2 __
Zi=l Si= 11X, Xin-1 = [ Xl (n— D)2,
lei,<...<i,,<n~1 of ... aiz,,si,...i,

= [IX 2 1YPM2 = 1X, A YPA122(p) 7% A< p<n—1)
Le déterminant associé a ce systéme est, au signe preés, égal a
D= nx si<js:.—1(‘1i2 - 01,;)-

D est une fonction antisymétrique. Par contre le discriminant D? est une
fonction symétrique. Donc D? s’exprime comme un polyndme des variables
1Y]2, ..., Y- DA)2,
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Posons :

X, A Yo Dn2

(n=1Ys,_,°

apey = LIX LI NYPA)2 = X, AYPAP1(p) 7% A< p<n—1)

a, = ||Xx||2 -

Alors,

1 -
i= lﬁj(af, N uf—l)aj ().

Si= =)=
i D 1 .

Revenons maintenant a la fonction polynomiale F. Nous avons démontré
en 3) et 4) qu’il existait deux polyndmes uniques, R, et R,, des variables
Sty oeur Su_1s 03, ..., 02_ 4, X2, vérifiant

2 2 2 =
RiSe(1)s -+ > Somn-1) (1) -+ -> Hon—1) Xom—1) =
' - 2 2 2 -
= Ri(sl’ ey Sn—la Ay e s un—ls X’Zn-l 4 (l = 1, 2)9

pour toute permutation c€ ,_, et tels que I'on ait
FX)=Ry(Sy, -, Speyy 03, ., 02, X2,
+x2 g [T f RSy -y Spmys 0, ooy 022y, X5 ))

Considérons le polyndme R; (i = 1, 2), comme un polyndme en la variable
x2-y. 11 existe des polyndmes uniques R;; des variables
Sy, . S,_y, a3, ..., a2, tels que I'on ait

2 2 2
R{Sy, s Suoih Ay ooy Oy, X3 yq)
2 2 2j :
=Y ;RifS1, -y Sp-yn0d, @i X2, (i=1,2).

Pour chaque couple (i, j), R;; vérifie : pour tout permutation ce &

n—1s
RifSat1y - - +» Sotn—1) Xaqiys - - -» %dm—1) = RifSy, -+ Sy af, ... aoy).
Soient S =(S,, ..., S,-,) elo= (ay, ..., %, —,). Posons
gifS. 1) = RifSy. ..., Spmqa i, oo 00 y).

Pour chaque couple (i, j), g;; est une fonction polynomiale, invariante par le
groupe symétrique &,_,. Pour:

U=(Up, oy Uy )y 0= (Vs ooy Upmg)y cocd W= (W, oo, Woy),
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on pose
(pl (u) = zuia
x4, v) = Zup,, (i # k),
@31, v, w) = Zunvy, (i, k, | distincts deux a deux),

Qp—1(1, v, ..., W) =Zuw, ...w, (lesindices sont distincts deux a deux).

Alors d’aprés [5], pour chaque couple (i, j), g;; est un poiynéme de
@y, --.» Po—y, OU ON a substitué dans les @;, les variables u, v, ..., w
par S, a, dans toutes les combinaisons possibles. Remarquons que

IX{AYI? =350 [IX 02— 83 =2,07Y 455,
= Zj#pa}sp = ‘Pz(s, u)’
X, AYPA|2 = (P!)221si<...<i,<n-1 o ... uf’[||Xl||2 = Si,..ip)

= (p)?Ze? ... a2 [Z { s,,]
%4

= (P!)ZCP,H.;(S, QA ... a).

Remplagons S,, ..., S,-; par leurs valeurs données par I’égalité (y) dans
@28, ..., S). On obtient :

1
(PZp(S’ “ ey S) = B-z—p- ‘llzp(uf, v ey G,“:_l).

Comme @,, et D sont invariants par le groupe symétrique S, _ ,, ¥, I'est
également. Par conséquent, {,, s’exprime comme un polyndme en les
variables | Y||2, ..., [YPA)2, ..., Y™ DAI2 Pour @,,44(S, ..., S)(p = 2),
on obtient

1
P2p+1(S, ..., 8) = DI T Vapea(@d, ..., 02 y)

V3p+1 st antisymétrique. Donc V5,4, = D . 85,4, 0u 0, est symétrique.
Donc 8,, ., s'exprime en un polynéme des variables || Y||2, ..., [[Y®~ VA2,
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Par suite,
1
(p2p+ l(Sa LEEE) S) = BE; e217-4— 1( "YHZ’ ) " Y(n_”Allz)‘

Remplagons S, ..., S, par leurs valeurs données par I'égalité (y) dans
le reste des invariants. Pour les mémes raisons que précédemment, ces
invariants  s’expriment en des polynomes des  variables
1Y)%, ..., |Y®"~YA|2; quotientés par D élevé 4 une puissance paire. En
conclusion, pour chaque couple (i, j), R;; s’écrit

Gi{li(X), ..., I4-4(X))
D?Bis ’

RifSy, oo Spo 02, .., 02 ) =

ou G;; est un polynéme et f;; un entier; et, en définitive, sachant que

D? = Q,(IY|I%, ..., IY""DA2) = Q,(I(X), ..., I,-5(X)),
F s’écrit :
F(X). Q¥IAX), ..., I35—5(X)) = HI(X), ..., I,,_4(X)),

ou H est un polynome et B un entier.

2¢cas:m=2n+ 1.

La démonstration est semblable a la précédente et ne présente aucune
difficulté nouvelle.

(2.5). COoROLLAIRE. — L’algébre #(G)X, avec G = SO(m) et K = SO(m — 1),
est engendrée par les générateurs du centre de %(SO(m)) et les générateurs du
centre de %(SO(m — 1)). En particulier, cette algébre est commutative.

Preuve. — Si m=2n, soient XeSO(2n) et X =e,AX; + X, sa
décomposition canonique. Alors,
XPA = peo AX, AXP DA 4+ X828 (1< p<n),
(X™* = n(X, A XS~ UM ().
D’ou
IXPA2 = p2 X, AXE D22 + X502,
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C’est-a-dire
(2.5.1) 1)X) = plyp(X) + T (X2, (1< p<n),
et
15(X) = nl5,_(X)

d’aprés (¥), d’ou la conclusion dans ce cas. Sim = 2n + 1, un calcul analogue
au précédent montre que

(25.2) T2y X) = p2J2pi(X) + 15(X5), (1< p<nm),
et

T oo X) = 12030 1(X) + [I (X )]

III. Générateurs de #(SO,(1, m — 1))S0m-1

(3.1). — Dans R™ muni de la base canonique ey, e;, ..., e,_;,(m = 3),0on
considére la forme bilinéaire symétrique non dégénérée

B(x’ Y) = — XoJo + Z;';ll xpyp’ (X = prep’ y= zyPeP)'

Soient
-1 0...0 i 0...0
0 0
S= . s J= . )
Idnm - 1 N ldnm - 1
0 0

SO(1,m — 1) = { AeSL(m, R); 'ASA =S}, SOy(1, m — 1) la composante
connexe de Idgm dans SO(1, m — 1) et K = SO(m — 1) le stabilisateur de e,
pour l'action naturelle de SOy(1,m — 1) sur R™ L’algebre de Lie

SO4(1, m — 1) de SO(1, m — 1) est :
SO(l,m—1)={XeMmR),'XS+SX =0}.

Notons E,(p # q) la matrice d’'ordre m dont tous les éléments sont
nuls sauf celui d’indice (p, q) pris égal 4 1. Les matrices Y, = E,, + E,,,,
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(p=1,....m—1) et X, =E, —E,, (p<q; pg=12,....m—1)
forment une base de SOq(1, m — 1). Pour
XeS0y(l,m—1), X = z;';} x,Y, + Z,qusm_lxmxw

posons :
-1 - 2 pm—1
X, =Y xe€R™ !, X, =3 <pcqem—1Xp€pNeg€ NN R™ 1L,

Soient les fonctions polynomiales sur SO(1, m — 1) définies par :
(3.1.1.). — Sim = 2n,

I5,(X) = — PPIIX,AXP™ VM2 + X382 (1< p<nm)
I5)X) = (X AX§ D%

(312). —Sim=2n+1,

Jo(X) = — pPPIX,AXPUMN2 4+ X8B3 (1< p<n)

(3.2.). THEOREME.

(i) Les fonctions polynomiales 7’2,,, (1 < p<n), (resp. 7’2,,, 1<p<n
constituent les générateurs de 1'algébre réelle S(G)° avec G = SOy(1,2n — 1)
(resp. G = S0,(1,2n)).

(il) L’algébre réelle #(GY¥ avec G = SOy(1,m — 1) et K = SO(m — 1) est
engendrée par les générateurs du centre de %(SOy(1, m — 1)) et les générateurs
du centre de %(SO(m — 1)). En particulier, cette algébre est commutative.

Preuve.

(i) Soit P un élément du centre de l'algébre S(SO4(1, m — 1)). Comme
S(SO(m, C)S0m-©) = §(SO,(1,m — 1))%-m-V & C, P appartient a

S(SO(m, C))5°™© = S(SO(m))**™ ®C.

Draprés (1.2), P est un polynome a coefficients complexes de 72,,, (I<p<n
-1), — i72,, si m = 2n, (resp. de -J_z,,, (1 < p < n)sim=2n + 1) considérées
comme fonctions polynomiales sur SO(m, C). Identifions I'algebre SO(1, m
— 1) a l'algeébre G* = {JXJ; X €S0y(m, R)}. Alors, d’apreés (1.2), (2.5.1) et
(2.5.2), les restrictions des fonctions polynomiales 72,,, (1<p<n), - i72,, si
m = 2n (resp. 72,,(1 < p< n)sim=2n + 1)a G* sont réelles et égales 2'17’2,,,
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(1< p<nsim=2n(resp. a 7’2,, (1 < p < n)). Donc P est un polynome a
coefficients réels de 7’2,, (1 < p<n)sim=2n (resp. 7’2,,, (I<p<sn)sim
=2n+1).

(ii) On a #(G)S°™~ 1 ® C = #(SO(m, C))’°™~1-€) pour G = SO(m, R)
ou SO(1, m — 1). D’apreés (2.5) et ce qui précéde, il est clair que tout élément
de #(SOy(1, m — 1))5°m~1.R est un polyndme réel des générateurs du centre
de #(SOy(1, m — 1)) et du centre de #(SO(m — 1, R)).

(3.3) REMARQUE. — La commutativité de I'algébre #(SO(m, C)*0~1.©)
résulte aussi de [2].
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