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APPROXIMATION SIMULTANEE DE VALEURS DE LA
FONCTION EXPONENTIELLE

Maurice Mignotte et Michel Waldschmidt

Résumé

D’aprés un théoréme classique de transcendance, si {x, x.} et
{y1, y2, y3} sont des ensembles de nombres complexes Q-linéairement
indépendants, I'un dex six nombres exp (x;y;), (i =1,2; j=1,2,3) est
transcendant. Nous montrons que ces nombres exp (x;y;) ne peuvent
étre simultanément trés bien approchés par des nombres algébriques.

1. Introduction

On sait que la méthode de Gel’fond, qui utilise des équations
différentielles, permet d’étudier I’approximation simultanée de nom-
bres complexes par des nombres algébriques (mentionnons les
travaux de Franklin et Schneider [6] sur a, B, a®).

Poursuivant une étude de Shorey [7], nous utilisons la méthode de
Schneider (dans laquelle il n’y a pas de dérivées) pour étudier 1’ap-
proximation simultanée des nombres

exp (xiyi)’ (1 sis= d9 1 S] = 6)’
quand {xi,...,xs} et {yi,...,y.} sont des ensembles de nombres
complexes Q-linéairement indépendants, avec ¢d > ¢ +d.
II. Enoncé du théoréme et conséquences

Quand « est un nombre algébrique de dénominateur d(a) (d(a) est
le plus petit entier d >0 tel que d. « soit entier algébrique), nous

127



128 M. Mignotte et M. Waldschmidt [2]

notons [a] le maximum des valeurs absolues des conjugués de «, et
nous appelons taille de a le nombre

t(a) = Log {r[a] + d(a)}.
THEOREME: Soient {xi,...,xs} et {yi,...,y.} deux ensembles de
nombres complexes linéairement indépendants sur le corps des nom-
bres rationnels; soient o,..., 0. des nombres réels vérifiant

ot ctoa=d-Dl1<o:=¢pouri=1,...,d.

On suppose que, pour tout d-uple non nul A =(\.,...,As) d’entiers,
et pour tout ¢-uple non nul k = (k,, ..., k.) d’entiers, on a

(0] —Log|A - x| <A77 Log|Al,
et
(ii) — Loglk - y| <|k| - Log K|,

oll nous avons noté

/\|x1+ R Adxd, IA' = max |/\,‘,,
k-y=kiyi+---+keye, k| = max |k,

>
=
I

o* = max oi, ox = min o

Alors il existe une constante positive C (effectivement calculable) telle
que, siles a; (1=i=d, 1=<j=¢) sont des nombres algébriques, et N
un entier vérifiant

(iii) D -max t(a;) =< N 'LogN,pour 1 <i=<d,
1=j=<¢
et
D SN6—0*+I’
ou

D =[Q(ai,..., aq): Q],
on ait
> X |e* —a;|>exp (—CN* Log N).

d
i=1j=1

REMARQUE: Les hypothéses (i) et (ii) constituent des mesures
d’indépendance linéaire de x,,...,xs et yi,..., y. respectivement. Si
ti,...,tn sont des nombres complexes linéairement indépendants sur
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Q, qui sont des logarithmes de nombres algébriques, ou bien des
exponentielles de nombres algébriques, ou encore des puissances d’un
méme nombre transcendant du type Log a, a algébrique, on a (cf. [1],
(61, [3D):

- Log|h - t| <Log |h|pour h € Z", |h| > <.

Sity,..., t. sont des puissances d’'un méme nombre transcendant de
la forme a”, ou Log af/Log B, a et B algébriques, on a [2]:

—Log|h - t| < (Log|h|).

NoTATIONS: Pour énoncer les corollaires, nous utiliserons la no-
tation suivante. Si ai,...,a, sont des nombres algébriques, nous
poserons:

D(ay,..., a)=[Qai,..., a): Q]

S(a,. .., a,)=max t(a;).
COROLLAIRE 1: Soient x., x, d’une part, et y,, y», y; d’autre part des

nombres complexes linéairement indépendants sur Q. On suppose que,
pour A entier non nul, on a

—Log <|A|-Log|A|,

2
X2

(on ||x|| est la distance de x a ’entier le plus proche), et que, pour
kez k#0,0na

—Log |k - y| <|k| Log [k|.

Alors il existe une constante C (calculable) telle que, si ai.,.. ., a3
sont six nombres algébriques, avec

D(aiiy. .., 023) =D, S(a11y...,a23) =S, DS =2,

on ait

5 o e DS
i=12|e aﬂzexp( C(LogDS)5 .

i=1

Dans le cas particulier x; =Log2, x.=m Log2, y; = 7', ce resul-
tat améliore 1égérement celui de Shorey [7].

Pour démontrer le corollaire 1, il suffit d’appliquer le théoréeme avec
d=2,¢=3, 0,=0,=3/2, N=[DS/Log DST +1.
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COROLLAIRE 2: Soient u, et u, deux nombres complexes, tels que 1,
Ui, U, soient linéairement indépendants sur Q, et tels que

— Log |Aus+ Asus+ As| <|A|"* Log |A| pour A € 22, |A | > .

Soient B., B> deux nombres algébriques dont les logarithmes sont Q-
linéairement indépendants. Pour tout € positif, il existe une constante
C positive telle que, si a.,,...,a, sont quatre nombres algébriques,
on ait

Bt — atra| + B3 — @ra| +|Bi? — @] + |B3* — @22 = exp (~CD°S*),
oiu D= D(a1,1, ey az,z), et S= S(al,l, .oy az,z).

Démonstration du corollaire 2:

Prenons d =3, {=2, xi=ui, X2=1Uz, x3=1, y;=Logp;. Nous
sommes amenés a distinguer deux cas, selon que D est, ou non, grand
par rapport a S.

(@) Si D=S*, on choisit o1 =0.=3—¢/32, 0s=1+¢/16, et N =
[S*+ €/2/Log S]; (il n’y a pas de restriction & supposer € < 4).

(b) Dans le cas contraire, on définit N par la relation [N (Log N)’] =
Co[D?S?], avec une constante C,>2 bien choisie.

Alors N?Log N = C;D°*S*(LL.og DS)™". On pose ensuite
o1=0:=1+{LogN)" - Log(DS/LogN),0:=4—20,.

Ainsi DS=N*"'LogN pour i=1, 2, et D-max{t(8), t(B)}=
N>"Log N. L’hypothése S**<D entraine o;=1+¢/32. Les o: ap-
partiennent donc a Dlintervalle [1+¢€/32, 3]. La constante C du
théoréme est une fonction continue des o; elle est donc bornée sur le
compact considéré. On obtient par conséquent dans ce cas

MN

|8}~ as| = exp (— CD*S*(Log DS)™).

2
i=1j

I
-

Notons que, pour démontrer le corollaire 2 dans le cas (b), on peut
éviter argument de compacité en découpant lintervalle [1+ €/32, ]
en intervalles de longueur =¢/32.

COROLLAIRE 3: Soit v un nombre complexe irrationnel satisfaisant

—Log|]A - v|| < || pour A € Z, || > .
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Soient vy1, y., s trois nombres algébriques dont les logarithmes sont
Q-linéairement indépendants. Pour tout € >0, il existe C = C(e) >0 tel
que, Si a., o, as sont des nombres algébriques de taille au plus S et de
degré commun D(a., az, as)< D, on ait

lvs — | + |v5 — a2 + |5 — as| = exp (—CD*S>*).

Ainsi, si a, b, ¢, d sont des nombres algébriques tels que Log a,
Log b, Log ¢ soient Q-linéairement indépendants et Log d/Log ¢ soit
irrationnel, pour tout e positif, il existe C >0 possédant la propriété
suivante: si a, B sont des nombres algébriques de taille =S, on a

Log b Log
Logc

exp (Log alogd\

Logc aI +

exp ( — B|=exp (—CD°S*™),

ou D =[Q(a, B): Q). Ce genre de résultat avait été annoncé par
Shorey [7].

Démonstration du corollaire 3:

On choisit d’abord d =2, ¢=3; x,=v, x,=1; y; =Logy,. Puis,
comme plus haut, on distingue les cas D = S® et D > S*®. Dans le
deuxiéme cas, on obtient la borne

exp (— CD*S*(Log DS)™).
Les détails sont laissés au lecteur.

COROLLAIRE 4: Soient t,, t, deux nombres complexes dont les
logarithmes sont linéairement indépendants sur Q. On suppose qu’il
existe un nombre réel m positif et un corps de nombres K tels que, pour
entier S suffisamment grand.. il existe deux éléments a., a, de K, de
taille majorée par S, tels que

¢)) [t: — o] <exp (—S*™), (i =1,2).

Alors, si B1, B> sont deux nombres algébriques tels que Logt,, Log B,
Log B. soient Q-linéairement indépendants, I’un des nombres

Logt. Log tz)

exp (Log Bi- Tog t;)’ exp (Log B2 Tog I,

est transcendant.
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On utilise le théoréme avec d=3, €=2, 0.=2—7/3, 0.=68,=
1+ n/6, avec n < 1. Il reste & vérifier les conditions (i) et (ii). On a en
fait beaucoup mieux. L’hypothése (1) implique

(2) Logl|riLogti+ A, Log Bi+ As Log B:| > —exp ((Log [A])'?)

et

3) Log |k, Log t, + k. Log t,| > — exp ((Log |k])").

Pour démontrer (2), on choisit pour S la partie entiere du nombre
exp ((Log |A])'?/2). On a alors, pour une détermination convenable de
Log ai,

Log|Logt,—Log a,|<—S™".
Par ailleurs, I’application des résultats de [8] fournit:
Log|A: Loga:+A:Log B+ A; Log B> —S>.

D’ou la relation (2). On démontre (3) de maniére analogue.

III. Quelques lemmes
a. Construction d’une fonction auxiliaire

LEMME 1: Soient p, p1,. .., pa, p, & Co, € des nombres réels, avec
u>0,0<e<g Co=6max (2/e, p+§&) et d =2, vérifiant

pite e =0,0=pld+p.=p—ép,(1=h=d).

Soient f, .. ., fa des fonctions entiéres, d’ordre au plus égal a p. Soient
enfin des nombres complexes o, . .., o, de module <A. Alors il existe
une suite de polynémes (Pn(Xi, . . ., Xa))n=no, dont les coefficients sont
de la forme p.a:+ - - - + peax, oll les p sont des entiers non tous nuls de
valeur absolue <H, le degré de Px par rapport a X, étant au plus égal
a Ly, avec

1

Ck N*LogN, L, =[CJ*- N“***h],1<h =<d),
0

LogH =

qui posséde la propriété suivante. Pour tout nombre complexe z
vérifiant 1=<|z|=< N¥, on a la majoration
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Log |Pxn(fi(2), ..., fs(z))|= N* Log|z| — (¢ —€)N* Log N + k Log A.
C’est une variante de la proposition 1 de [S].
b. Sur les polynémes exponentiels

LEMME 2: Soit une fonction de la forme

E(2)= El A, exp (a.z2).

Posons

a =max (o, 1);a,= min [] |o —a.|",
O=v<n 0=v'<n O=v<n
v#EY'

1/n 1)‘

a= min (

O=v<v'<n

oy — Oy

Alors on a la majoration

6a

aa»

S2-n!~(

max |A, ) |E|., ot |E|; = sup |E(2)|.
|lz]=1

La démonstration de ce résultat est essentiellement contenue dans

[41.
c. Une forme effective du théoréme de 1’élément primitif

LEMME 3: Soit K =Q(ay,..., ax) un corps de nombres de degré d.
Alors il existe des entiers a.,..., 4, avec 0=<a; < d(d—1)/2 pour
i=2,...,k, tels que le nombre a = a,+ aa,+ - - - + awax engendre K
(i.e. K =Q(a)).

Nous ne traiterons que le cas k = 2, le résultat général s’en déduit
par récurrence. Soit donc K =Q(a,, a2). Le corps K admet d plon-
gements distincts dans C, oy, ..., 0.. Un élément n de K engendre K
si les gi(n) sont deux & deux distincts. Considérons les éléments
Br = a1+ na,, pour 0=n =d(d —1)/2. Nous allons montrer que I'un
des B. est tel que 0:(B.) # 0:(B.) si i#j. Remarquons d’abord que,
pour i#j, on a oi(ax) # oj(ax) pour h =1 ou h =2; en effet, dans le
cas contraire, on aurait o; = g;. Considérons maintenant le polyndme

P(X) =[] (o:(es + Xa2) — 0y(cs + Xa)).

i<j
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D’aprés ce qui précéde, P n’est pas nul; il admet donc au plus
d(d — 1)/2 racines. D’ol I'existence de n tel que 0=n =d(d —1)/2, et
P(n)#0. L’élément a = B, est un générateur de K.

COROLLAIRE: Avec les notations ci-dessus, si les a; sont de taille
inférieure ou égale a T et admettent 3 comme dénominateur commun,
alors I’élément a admet 3 comme dénominateur, et sa taille est
majorée par

T + Log (kd*9).

d. Minorations de produits

LEMME 4: Soient b un nombre réel, et N =2 un entier. Alors
N _ 2
=1 (252]),
i=1

ou ||x|| est la distance de x a U’entier le plus proche.

Démonstration:
Soit p I'entier tel que [p+b|<1et |p+1+b|=<1. Alors

Ip+b|lp+1+b|=3|b|.
De plus, pour tout entier p' différent de p et de p +1, on a

lp’+b|=|p-p'|—1.
D’ou la minoration

6] (N =2)!
2 N —=2\"
22

COROLLAIRE 1: Soient b un nombre réel et N un entier =2. Alors

on a
(2
. 2 I
IT li+jbl=[plli2b]l- - - INb| ~

N
1=ij=N 2

N
[Tli+bl=4bl- min (m(N-2-m))=
j=1 O=m=N-2

COROLLAIRE 2: Soient b un nombre algébrique irrationnel, et N un
entier =2. Alors il existe une constante ¢ = c(b), effective, telle que
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Log( 11 |i+jb|) > N2Log N —cN2

1=i,jsN

11 suffit, dans la minoration du corollaire 1, d’utiliser le théoréme de
Liouville: [kb||= co/k**".

IV. Démonstration du théoréme

Quitte a diviser tous les y; et 2 multiplier tous les x; par max<;j<¢ |y,
on peut supposer |y;|<1 pour I<j<¢.

Soit N, un entier suffisamment grand. On notera v, c,..., cs des
constantes =1, indépendantes de N,, la constante y étant suffisam-
ment grande. Soient a1, . . ., aa des nombres algébriques appartenant
a un corps de nombres K de degré D sur Q, et soit « (dont ’existence
résulte du lemme 3 et de son corollaire) tel que K =Q(a), et t(a) =
Log (¢dD? + (¢d + 1) max.; t(a;). Soit N le plus petit entier vérifiant

vy-D-maxt(a;)<N°'-LogNpourl=i=d,

1=j=<¢
et
y-D= N+

Etant donné que I’hypothése (iii) implique N =2 et que, pour tout
réel T positif, les nombres algébriques de taille et de degré majorés
par T constituent un ensemble fini, il n'y a pas de restriction a
supposer N = N,.

Commengons par construire une fonction auxiliaire Fx en utilisant
le lemme 1 avec le choix suivant des paramétres:

p=1;;1,1=id:—1€-—m,(1$isd);u,=€;§=min0'i;

e=imin(,é—1);k=D;a=0a'",(1=<j=D);
Log A = Dt(a); fi(z) =exp (xiz), 1 =i < d).

La fonction

FN(Z) = PN(fl(Z)a cee ,fd(Z)) = 2 i p(Z\, h)as exXp {(A1X1 +---+ )\dXd)Z}

A h=1

construite au lemme 1 vérifie alors, pour |z| <N,

Log|Fx(2)|=—(§—1—€)N‘Log N + D*t(a) < —eN*‘ Log N,
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avec
max [p(A, h)|<H,ou LogH = E'%_EN[ Log N.

Comme ay,...,a sont Q-linéairement indépendants, la fonction Fx
n’est pas identiquement nulle, donc il existe un plus grand entier
M = N vérifiant

Log |[Fx|u =—eM‘ Log M.
Nous allons d’abord montrer I’existence d’une constante c; telle que
M =c.N.
On utilise pour cela le lemme 2, avec
Fn(z)=E(2)= :21, A, exp (a.2),
n=Li+1)...(La+1),L,=[CJ* - N“],(1=h =d),
{ao, ooy} ={Ax;+- -+ Axs;0= A =L},

et, pour a, = A X+ - -+ AaXa,

D
A, =2 phiy. . Ae, W), p(A, h) EZ.
h=1

Les A, sont des nombres algébriques non tous nuls, de degré <D, tels
que
D-t(A,)=D*t(a)+ D Log (DH)=<3eN‘Log N.

D’apreés I'inégalité de la taille, on a

Log(max |A,|) =—6eN‘ Log N.

O=v<n

Le lemme 2 donne:
~6eN‘Log N =2n Logn —n Log (a:a.) + Log |Fx|. + 0(n),

(on a majoré Log(n!a") par n Logn+n Log(|x|L)=<2n Logn),
ou

a,=min (I, min |d - ") - x|'"), 4, = min (H A =49 xl”").
AFEX A

A'FEN
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On vérifie facilement 1’inégalité (voir lemme 4):
n
Loga.=c. (—‘ Loga.—Log n),
L,

L,=minL;=C¥ N
Comme n = 2C;N”, et que I’hypothése (i) entraine

—nLoga,<N‘"" LogN,
on obtient
Log |Fn|i1=—¢sN*’ Log N.

On en déduit I'existence de la constante ¢, (prendre ¢, = (cs/€)"*). On
remarquera que ¢, est indépendante de y et de N.

D’aprés I'hypothése (ii) faite sur les nombres k -y, il existe une
constante c, telle que

min [] |(k — k) - y| = exp (-c.N‘ Log N),
k  k'#k -
pour k = (ky, ..., k) EZ’, max |k| =M, et k' € Z°, max |[k}] =M.
Supposons que la relation

> lexp (xiy;) — as| < exp (—¢sN¢ Log N)

ait lieu, avec
cs=(ca+3)ct +6dciCy .

Nous voulons obtenir une contradiction.
Soit z un élément de I’ensemble

Sm={k - y; k € Z°, max |k;| = M}.

Montrons déja que le nombre

£
P
H o

d
=1j=1

$@)=2 2 p(h, W

i

est nul. On remarque que ¢(z) est un élément de K dont la taille
vérifie
d

Dt(¢(2))< D Log H + D*(t(a) + 1)+ c{ >, (% L.N° Log N +D Log L;

i=1

v

= % 2dciCi*N‘LogN;
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d’autre part, I’hypothése faite conduit & la majoration

Log|Fn(z) — ¢(2)| =D Log H + Log (HA)
d
+¢f> (LiN“ Log N +2D Log L)) — ¢sN° Log N
i=1

=QdciC{*—cs)N*Log N
< —4dc{C3{*N‘LogN.

On choisit y > (4/€)dc{CZ*. Alors le nombre ¢(z) ne vérifie pas
I'inégalité de la taille; donc il est nul. De plus, on obtient

Log|Fx(z)|=—(cs+3)M‘ Log M.

On utilise alors une formule d’interpolation pour majorer Fx sur le
disque de rayon M + 1. Les calculs sont identiques a ceux de [5], fin
du paragraphe 4 (avec qm» = c«Log M). On obtient

Log |FN|M+1 =—€e(M +1) Log (M + 1),

ce qui contredit le choix de M. D’ou le théoréme.
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Added in proof

Our theorem implies, for every integer p =3, that if a,,..., a, are
algebraic numbers of size at most 5 and D =[Q(ay,.. ., a): Q] then

D
> [2™ — aw| > exp (— ¢(Ds)'(Log Ds)'™)
k=1
where c is a constant depending only on p and t = t(p) = if p is odd then

(p+D(p +3)(p>—5)" else (p +2)(p>*—4)"". This improves slightly a
result of S. Srinivasan (Indian J. Pure Appl. Math., 5 (1974) p. 513-523).



