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MATHEMATICAL MODELLING AND NUMERICAL ANALYSIS
m MODELISATION MATHEMATIQUE ET ANALYSE NUMERIQUE

(Vol. 21, n° 2, 1987, p. 293 & 326)

ANALYSE LIMITE D’EQUATIONS VARIATIONNELLES
DANS UN DOMAINE CONTENANT UNE GRILLE (*)

par Colette PICARD (1)

Communiqué par E. SANCHEZ PALENCIA

Résumé. — Soit Q un ouvert de R" contenant une grille plane 3, dont les perforations
T,, de taille r,, sont périodiquement réparties avec la période e.

Le but de cet article est, d’une part, d’étudier le comportement limite, lorsque & — 0 et selon les
valeurs de r,, de la solution u, du probléme de Dirichlet dans Q\T, ou de Neumann dans
(Q\2) U T, ainsi que de problémes unilatéraux associés, par une méthode d’épi-convergence,
et, d’autre part, dans le cas ou r, est proportionnel a €, de déterminer la vitesse de convergence de
u, dans Q et sur 3.

Abstract. — Let Q be an open set in RN containing a plane sieve 3 with holes
T, of size r, which are s-periodically distributed.

The purpose of this paper is, on one hand, to study the limiting behavior, as ¢ tends to zero,
according to the values of r,, ofthe solution u_ of the Dirichlet problem in Q\T, or the Neurnann
problem in (Q\2) U T,, or some related unilateral problems, by means of the epi-convergence
method, and on the other hand to obtain the rate of convergence as e tends to zero of
u, in Q and on 3 in the case that r_ is proportional to ¢.

1. INTRODUCTION

Soit  un ouvert borné de RY (N = 3) partagé par une variété plane 3,
qui est perforée de petits trous 7! répartis périodiquement avec la période ¢
et homothétiques d’une partie fixe T de RY ~! dans I’homothétie de rapport
r. < e(diam T)~!; soit T, leur réunion et Q; et Q, les ouverts tels que
Q=0,UQ,UZ.

On considére les problemes de Dirichlet dans Q\ 7T, et de Neumann dans
(Q\2) U T, suivants :

—Au,=f dans Q\T,
(D,) u,=0 sur T,
u.,=0 sur 9Q

(*) Regu en janvier 1986.
(‘) U.E.R. de Mathématiques, 33, rue Saint-Leu, 80039 Amiens, Cedex, et Laboratoire
d’Analvsc Numérique, Université de Paris-Sud, Bat. 425, 91405 Orsay.
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294 C. PICARD

~Au,+u,=f dans Q,=Q,UQ,UT,
u

13

(N.) ™ =0 sur 2\T,
ou,
— =0 sur 9Q.
v

Le but de cet artjcle est de déterminer le comportement limite de la
solution u, de chacun des problemes (D,) et (N.) lorsque £ — 0, selon la
valeur de r,. Les méthodes utilisées sont de deux types : ou bien effectuer un
passage a la limite sur les équations variationnelles en introduisant des
fonctions tests adéquates, ou bien trouver I’épi-limite des fonctionnelles
énergie. Les deux problemes (D,) et (N.) sont traités en paraliele grace a
I’analogie que présentent les contraintes imposées sur 2, ; elles sont en effet
de la forme: v|y=0 sur T, pour (D.) et [p]ly=0 sur T, pour

€

s

(N.) (en désignant par [ ]; le saut a la traversée de 3 de Q, vers
,).

D’abord (cf. § 2) les probleémes limites de (D,)et (N, )sont déterminés en
traduisant la convergence de ces problemes en termes d’épi-convergence
— ou I'-convergence de De Giorgi — de familles de fonctionnelles. Selon la
valeur de 7, par rapport a la valeur critique 7¢ = eN~1/¥-2 e probléme
limite a trois formes possibles: lorsque r, > r¢, c’est-a-dire lorsque les
perforations sont « grosses » relativement a e, la contrainte s’impose sur 2
tout entier dans le probleme limite ; lorsque r, < r¢, c’est-a-dire lorsque les
perforations sont « petites », la contrainte sur 2 disparait du probiéme
limite ; lorsque r, = r¢, le probléme limite présente une condition de type
« transmission » sur 3 de la forme :

Culy =~ [% ]2 , pour le probléme limite de (D,).
- C fuls = - ‘;—Z— ,  pour le probléme limite de (N,) .

Cette valeur critique r¢ a été obtenue par E. Sanchez-Palencia (cf. [16]) par
une méthode de développements asymptotiques. Les problemes de Dirichlet
dans des domaines avec trous ont été étudiés par plusieurs auteurs (cf. [11,
S, 4, 1]). Dans [7] et [2], le comportement limite de (N,) est étudié par la
méthode variationnelle. La méthode d’épi-convergence développée ici a
Pavantage de donner aussi (moyennant des adaptations faciles des démons-
trations) les problemes limites de problémes unilatéraux associés avec
contraintes sur T, du type v|g=0ou [p}y=0ou [v]; =0et v|;=0. De
plus la valeur des correcteurs est obtenue aussi bien pour les problemes
bilatéraux (D,) et (N,) que pour les probleémes unilatéraux précédents.
Le cas de 'homogénéisation — cas ou r, est proportionnel a ¢ — est plus
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ANALYSE LIMITE D’EQUATIONS VARIATIONNELLES 295

particuliérement étudi€ au § 3. La méthode des développements asymptoti-
ques (cf. J. L. Lions [10]) a été utilisée dans des situations voisines par E.
Sanchez-Palencia (cf. [17]) pour des problemes d’écoulements lents d’un
fluide visqueux incompressible a travers une paroi perforée et par G.
Nguetseng (cf. [13]) pour des problemes d’écrans perforés. Ici une méthode
variationnelle est présentée et elle permet de déterminer la rapidité de
convergence de u.|y (resp. [u.]s) vers z€éro, ainsi que celle de I’énergie de

u, — u, ou u est solution du probléme limite.

2. COMPORTEMENT LIMITE DE (D,) ET (N,) LORSQUE ¢ — 0 ET DE PROBLEMES
VARIATIONNELS UNILATERAUX ASSOCIES

Le concept d’épi-convergence — ou de I'-convergence de De Giorgi —
(cf. [9 et 1]) s’est révélé étre un outil particulierement bien adapté a ’étude
du comportement limite de problémes de minimisation. Plus précisément,
soit T — X un espace muni d’une topologie T métrisable, F, F, une suite de

fonctions de X dans R et G une fonction continue sur 7 — X. On suppose
que, quel que soit ne N,

Inf (F,(x)+G(x))= Inf (F,(x)+G(x))
xeK

xeX

ou K est une partie compacte de 7 — X. Alors la propriété

Inf (F,(x)+ G(x))— Inf (F(x)+ G (x))
xeX xeX ’

(x, € Argmin (F, + G),3In;: x, —» x)=>x € Argmin (F + G)

est impliquée par la propriété : F, épi-converge vers Fdans T — X, que I'on
note (1 —X)lim, F, = F et qui est caractérisée par les deux assertions :

() VxeX Ix, - x: F(x)=limsup F ,(x)
(ii) x, > x = F (x) = lim inf F ,(x).

2.1. Comportement limite de (D,) et (N,)

Exprimons d’abord (D,) et (N,.) sous forme de probléme de minimisa-
tion. Le probleme (D,) se raméne au probléme de minimisation

(MP)Min {J lelzdx—ZJ fvdx;ve Hy(Q), v|y=0sur TE}
Q Q

oll v| désigne la trace de v sur X.
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296 C. PICARD

Le probleme (N.) s’écrit
Min {”v"ill(a:) -2 L fvdx;ve H‘(.QS)} .

Dans le but de minimiser sur un espace fixe, on introduit I’espace
V = HY(Q) x H(Q,) muni de la norme hilbertienne produit. On a la
caractérisation suivante :

ve H'(Q)wv=(0,0,)eV et [ls=0v3—0y]3=0 sur T,.

Ainsi, le probléme précédent équivaut a
(MY) Min {"v"%,—ZJ fvdx,veV, [ply=0surT,} .
Q

Comme les solutions u, de (MP) (resp. (MY)) sont bornées dans
H}(Q) (resp. V), la suite (u,) est relativement compacte dans w — H}(Q)
(resp. w — W). Etudier la convergence de (M?2) (resp. (MY)) revient donc a
étudier I'épi-convergence de la suite de fonctionnelles

Fu®) = | 1D+ 1 ootz oy ©)

(I'CSP. Ge(v) = ”U"%, +1 {veV; ply=0surT.} ()

dans w — H}(Q) (resp. w—V); Iy désigne la fonction indicatrice du
convexe K.

THEOREME 2.1 : La suite de fonctionnelle F, (resp. G,) épi-converge vers
F (resp. G) dans w — H}(Q) (resp. w — V) définie par

Yve Hy(Q), F(v):J‘ |Dv|? dx + aC f v|ido
Q 3

(resp. YoeV,G@)= ||} +%aC L PR da)

N-2
“ . €
ot a = lim 1

£e=0 €

€ [0, + 00 ] et o C est la capacité de T relativement a

RY, c’est-a-dire C = Inf {j |Dv|%dx;ve H'(RY), v =1sur T}.
RN

Remarque : Les fonctionnelles limites F et G prennent donc trois formes
différentes selon que @ = 0, a € |0, + o0 [ou a = + o , C’est-a-dire lorsque
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ro<ehN " 1/N=2 p _ keN-1/N-20ur, » ¢V -1/¥-2: dans ce dernier cas, F
e G s’écrivent

F(U) = »[Q le|2dx+I{ueHé(Q);vl)-_:OsurE} )

G@) = “v"%/ +I{ueV; ) =0sur %} (v).

Démonstration : Les démonstrations de 1’épi-convergence de F, vers F et
de G, vers G utilisent des arguments semblables. Nous donnons d’abord la
démonstration de (w — V' )lim, G, = G, plus compliquée (résumée dans
[14]), puis nous indiquons comment la modifier pour démontrer que
(w — H}(Q)lim, F, = F).

Démonstration de G = lim, G, : 1l s’agit de démontrer les deux asser-
tions :

(i VveV Iy, eV:iv,—vdansw-W, [v]s=0sur T, et
[ou} = ol + Jac | bR ao
‘ (i) veV,v,eV,v,—~vdans w—-W, [v.}s=0 sur T,
= lim inf o, ]2 2 o]} +aC L R do .

Démonstration de (i) : L’idée est de perturber v pour obtenir v, tel que
[v.]z = O sur T, en faisant varier I’énergie de v au minimum. Pour cela, on
introduit' des fonctions tests w, définies sur chaque P/, pavé de R", de coté
¢, admettant 3 comme hyperplan de symétrie et tel que T!<= = N B,
B! étant la boule inscrite dans P! ; w, est, dans chaque P!, le potentiel
capacitaire de TJ dans B!.

LEMME 2.2 : Soit w, égale sur chaque boule B! a la solution de

Aw, =0 dans BINQ, (=1,2)
w, =1 sur TI

w, =0 sur 4B

aw,
v

et w, =0 sur Q\ U BI. Alors w, >0 dans L*(Q),

=0 sur (BINI)\T!.

J |Dwe|2dx—»aC mes 2, .
Q

vol. 21, n° 2, 1987



298 C. PICARD

Lorsque a € [0, + o [, w, — 0 dans w — H}(Q) et la mesure |Dw5|2 dx sur
Q converge étroitement vers la mesure aC do.

Démonstration du Lemme 2.2: On a w, » 0 dans L?(Q) puisque

fwfdxé Y mes B] = mesEKN 0.
Q eV

D’autre part, notant B(p) la boule de rayon p et de centre 0, on a
J | Dw, | dx~ZJ |Dw,|* d 92%] . |Dw,|*ax
5(3)

mes 2

=Y U( )|Du|2dx ueHO(B(§>),u=1surT€}

_mes >y J |Du|?rN-2dy;
B( £ '

N-1
€
ueH&(B(zrs)) ;u=1surTe}

€
en faisant le changement de variable x = r. y. Par suite

J' |Dwt|2dx—>aC mes 2 .

1+ o0 [ | I)Wsl2 dx converge vaguement vers aC do et

11 y a convergence étroite car convergence des masses. Le lemme est ainsi
établi.

Maintenant, démontrons (i). Supposons que a4 € [0, + oo [.

Soit veZ(Q)x2(Q,) et vy=v—w,r,ou r= (r,r,)€V est un
relévement régulier de %[v]z dans ; et de —% [v]y dans Q,. On a
v, — v dans w — W car w, — 0 dans w — H}(Q), [v.]s = 0 sur T, et

J | Dv,|? dx = J |Dv — rDw, — w, Dr|* dx

i i

d’ou

lirnJ |Dv€|2dx=J‘ |Dv|2dx+limj 2| Dw,|* dx
Q

i L i

:J |Dv|2dx+%aCJ rtdes , d’apresle Lemme 2.2
s p

:J |Dv|2dx+%aCJ v} do.
o 3
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ANALYSE LIMITE D’EQUATIONS VARIATIONNELLES 299
Par suite
foul} — ol + fac | o
Pour veV, on construit une suite v, en utilisant la densité¢ de
2 (D) x 2 (Q,) dans V et un argument diagonal.

Démonstration de (ii) : Soient v = (v;,v,), v, = (v}, v?) € V tels que
v,—0v dans w—V et [,y =0 sur T,. Soit o€ Z(D;) x Z(Q,) et
¢.=¢—w.r, ou r= (r,r,) est un relevement régulier de % [¢]s dans

Q, et de —% [¢]s dans Q,. Minorons |v, ||%, par

ndi=2 | o Do +veedi- el
Qua,
D’une part,
1 s s
||<PE||3, - |lef? + ZaC J [¢)ido, dapres (i) .
b
D’autre part,

lim inf J (Dv, Do, + v, @) dx =
U,

Z lim ian Dy, (D¢ —w_Dr —rDw_)dx + J v dx
0 uQ, Q

1V,

v

J (Dv D¢ + v¢ ) dx — lim sup J D(rv,) Dw dx.
o ua, Q

1V,

Or

J D(rv,) Dw, dx_
ouQ,

MN

B’ﬁ.Q

J‘ J‘ ow, J‘ w, )
+ vl + rv
aB'nn e v, s v, °°

b

=1

Y D(rv,) Dw, dx
j

I
|IMN -
!

1

I
MN

,-=1 aBin g, 3"

aw, ow aw
. | € 2 e 1 2

r v + — IV, = =
J‘E avl 1 Ve JZ avz 2 Ye J\T avl 3 e)

- | ek =0
r, 912

€

vol. 21, n° 2, 1987



300 C. PICARD

. dw, Iw, 0 S\T aw, adw, T et 0
uisque = =0 sur , — =—— Sur e =0 sur
puisq avl avz \ e avl v, € [ve]E
ow,
T.. Pour obtenir la limite de J ——rv,, appliquons le Lemme
7 Japing, 9V

suivant (cf. [2]):
ow,
LEMME 2.3 : La mesure ) o 3,pi converge vers — aC do fortement dans
i
Hiol(RY).

Il en résulte que, puisque rv, —rv dans w -V,

2 aw, 1
ZZ . —rv€—>—§aC Jz(rlvl‘l"rzvz)do'
i i €

- —}acf [o)s [ols do .
)3

Finalement
lim inf J (Dv, Do + v, 9)dx=
U,
= J (Dqu>+vcp)dx+laC J [e]s vz do.
Qua, 4 3

Par conséquent

lim inf ||us||$,zzj

Qua,

(DvD¢ + ve) dx + %aC J [e]s [v])s do —
pJ

1
- Jolly - §aC | loBdo.
s
En faisant tendre ¢ vers v dans V fortement, on obtient
lim int 0,2 = o]} + 7 aC J R do.
b

Etudions maintenant le cas a = + © , C’est-a-dire que 7, est tel que

PN -2 N-1
. € . _ .
lim —— = + o0 . Soit 7 =¢" 2. Quel que soit ke R, , on a r, Zkr{.

€
Notons T'(r.) la réunion des perforations homothétiques de T de rapport
r.. On a T(r,) o T(krt), d’ou

I {lv}y =0sur T(r,)} =] {[v]s = Osur T(krl)}
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donc

lim infe ["v"% +I{[v]};=05urT(r,)}]§lime ["U"%/ +I{[v]5=OsurT(kr§)}] =
- ||v||3,+lkN-2cJ P} do
4 s

et ceci quel que soit k € R*.
On en déduit que, quel que soit v e V

+ 00,5l [v] #Osur 3
: 2
lim, [{lofly + 1 (ply<0surT(y ] = { foll?,si[vly =0sur3;

c’est-a-dire
lime {"U”%, + I{[v]::OsurT(ra)}] = "v”% + I{[v]::OsurE} .

Démonstration de F = (w — H}(Q)) lim, F, : 1l s’agit de montrer que :

(i) YveH)(Q) 3v, € H}(Q): v, — v dans w— H}(Q), v,|5s =0 sur
T, et

f |Dvs|2dx—»f |Dv|2dx+aCfv|§do.
Q Q 3

(i) ve H}Q), v, € Hy(Q), v,—v dans w—H}(Q), v, |s=0 sur
T,

=>limian. |Dv,|*dx = J- |DU|2dx+aCJ- v|ido.
Q Q s

Pour établir ces deux assertions, il suffit d’adapter et de reprendre les
démonstrations précédentes : (i) est obtenue en considérant v € 2 (Q2) et
v, = U — w, v ; pour obtenir (ii), on introduit p € Z (Q) et ¢, = ¢ —w, ¢ et

on minore | |Dv,|*dx en utilisant le Lemme 2.3. O
o

COROLLAIRE 2.4: Soit fe L*(Q). La solution u, de (MP) (resp.
(MYN)) converge dans w — H}(Q) (resp. w — V) vers la solution u de

(MP) Min U |Dv|2dx—2J fvdx+aCJv|§dG;vEH6(Q)}
Q Q >

resp. (MY) Min {||v||€,—2j fvdx+%aC L [v]%do;veV}
Q

et il y a convergence des minima.
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Sia=0 ousia=+ o, alors u,— u dans s — H}(Q) (resp. s — V). Si
a€ )0, + o [, alors u, —u —w_u—0 dans s — WH'(Q) et dans s — H'(Q)

si ue CY(Q) (resp., notant r* un relévement de %[u]; dans Q, et de

_% [u] dans @, u, — u— w, r*— 0 dans s — W(Q;) x WH(Q,) et dans
s—V siue CH{) x C{()).

COROLLAIRE 2.5 : La limite u de la solution u, de (D,) est la solution de

-
N

2)

3) |

— Au = fdans Q
u e H}(Q)
— Au = fdans Q;
(i=12,
u € Hy ()
—~Au= fdansQ; (i =1,2)
u
aCuly = — [—ﬁ]zsurz ,
u = 0 sur 6Q

N -2

€

si lim

N

€

-1

N-2

si lim —

eN-l

N -2

€

si lim

sN‘

1

=0.

=400,

=a€]0,+o0 [.

La limite u de la solution u, de (N,) est la solution de

1

2) ;

3)

—Au+u = fdans Q;
=12,

% _ 0 sur a1},
v

— Au +u ="f dans Q

Pﬁ = 0 sur 32
v

—Au+u= fdansQ; (i =1,2)

ou _Ou _ -%aC[u]z,surE,

a_vl avz
du = 0 sur 8Q)
v

si lim

si lim

si lim

€

N-2

€

€

N1

eN -

N-2

€

N -

1

=0.

1

rN—2

=+ 00.

=a€]0,+}.

Démonstrations : Le Corollaire 2.5 se déduit du Corollaire 2.4 en écrivant
les équations d’Euler associées a (MP) et (MY).
Démontrons le Corollaire 2.4. D’abord la convergence de (MP) vers
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(MP) et de (MY) vers (M") résultent du Théoreéme 2.1 et des propriétés de
I'épi-convergence (cf. [1] par exemple).

Supposons que u, est solution de (MN). Sia=0ousia=+o,ona
ucll} -2 L fu,dx - ||lu|)% -2 L fudx

donc, puisque u, — u dans w — V, on en déduit que | u, ||€, — |Ju||3 et ainsi
U, —»u dans s - V.

Si a € ]0; + co [, montrons que u, — u —w_r* - 0 dans

s — Wh(D,) x Wh(Q,) .

1
sl + fac | (uldo

Soit ¢ € CY({) x CY(y) et rPe CU(Q,) x CH,) un relévement de
% [¢]s dans Q; et de —% [¢]s dans ©,. Montrons d’abord que

|[ue—<p+wtr‘9||t/_. ||u—¢p||%,+‘1—1aC L [u—-o¢Rds.

En effet

2 2 2
lue =@ +we ¥, = lluclly, + o —wer®|, -
—ZJ Du,D(e—w, r*) +u. (¢ —w,r®))dx.
oun,
Or, d’une part | —w, r“’ni, - llell3 + % aC j [¢]; do (cf. 1a démonstra-
b
tion du Théoréme 2.1, démonstration de (i)) et d’autre part

lim J (Du,D(e —w, r) +u (¢ —w,r%))dx =
U0,

= j (DuDe¢ + ue ) dx — lim j D(u, r®) Dw, dx
QquQ, quQ,

= j (DuD¢ + u¢ ) dx + laC J [u]ls [¢)s do
Qqua, 4 s

vol. 21, n° 2, 1987
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cette limite ayant été déterminée dans la démonstration du Théor¢me 2.1,
démonstration de (ii). Donc

2 1
ue — @ + w. r‘P||V—) ||u||%,+ZaC L 4] do + |e|? +
+‘—11aCJ [(p]%dG—ZJ (Dchp+mp)dx—%aCf [u]s [¢]s do =
s / Qua, s

1
= ||u—¢||$+ZaCJ [u—<p]§d0.
b3

Siue C{(Q) x C(8,), en prenant ¢ = u dans ce qui précéde, on obtient
que ||lu.—u+w, r"”i - 0.
Pour u € V, montrons que |u, —u +w, r¥| Wi, x wia,) = 0.
Soit ¢ € C}(£;) x C}(©,). On a
e =+ wer| = fue — @+ wer| o+ llo = wllgn + we(r®—r)
d’ou
) 12
lim ||u, —u+wr*| = K( lu-el? + J [ - <P]§dor) +
p3

[ FESU | Y 4
+lm |we(

= ©® u\ Il

14 ‘—r)"Wn
2 2 12
= & (- ol + | - e do )
3
+K||r*=r4,, .

Faisant tendre ¢ vers u dans s — V, on obtient
U, —u+w,r*-0 dans s— WH(Q,) x W(Q,).
Supposons que u, est solution de (MP). Si a=0 ou si a=+ 0, on

obtient comme précédemment que u,—»u dans s— H}(Q). Si
a€ |0, + oo [, montrons que u, —u — w, u —» 0 dans s — W'(Q). On a

j |Du5|2dx—>J | Du|? dx + aC f u|do.

Q Q b3

Soit ¢ € C3(Q2). On montre que
J |D(u£——‘p+ws<p)]2dx—>f ]D(u-—cp)|2+aCJ (u—¢)do.
o o s
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Lorsque u € C}(2), on en déduit en prenant ¢ = u que u, — u + w_u — 0
dans s — H'(Q). Pour u € H}(Q), on écrit

lue —u+weuflyu=flu.— @+ we @l + [lo —ufyu+ [[wele —u)yu

et on en déduit que u, —u + w, u —» 0 dans s — WH(Q). O

2.2 Convergence de problémes variationnels unilatéraux associés

Lorsque la contrainte bilatérale v|; = 0 ou [v];y = 0 sur T, des problémes
(MP) et (MY) est remplacée par la contrainte unilatérale v| =0 ou

[vly=0 sur T., on détermine par des démonstrations semblables les
problémes limites de ces problémes unilatéraux; la contrainte limite
obtenue dépend alors de v|y ou de [v]y (on note v =

sup (— v, 0) = partie négative de v).

THEOREME 2.6 : On considére les quatre problémes de minimisation
suivants :

(M} Mm{J |Dv|2_2J fvdx; veH&(Q),v|2§0surT5}
o

(M%) M1n{|v||2—2 fvdx; veV, [v]2§0surTE}

(M?) Min {Hv”v~2f fvdx; veV, [v]2=0etv|,:§0surTe}

(M%) Min ||v]|V—2J fvdx; veV,

[v]):%Oet 01|2+02|2§05ur Te}.

La solution u, de (ML), (M?), (M?) ou (M?) converge faiblement vers la
solution u des problémes respectifs (M), (M?), (M>) ou (M*) suivants :

(M) Min J |Dv|2—2J fvdx+aCJ (v|3 )V do; veHé(ﬂ)}
Q Q 3

(M?) Min ||v||2V—2J fvdx+i.acf (vk ) do ; uev}
Q 3

(M*) Min ||v||3,—2jnfudx+

+3aC [ (R + (il + ml) Py dosvev]

vol. 21, n° 2, 1987



306 C. PICARD
(M*) Min {||17||%,—2J~ fodx+
[0}
1 - _
+7aC L (g2 + (1] + va]5) P dosve V}

et il y a convergence des minima.

% Si a=0, alors u, —» u dans s — Hy(Q) pour le cas 1 et u, - u dans
s — V pour les cas 2, 3 et 4.

* Si a=+ o0, alors

— cas1: u|s =0 sur 3 et u, - u dans s — Hy(Q).

— cas2: [u)}y=0 sur 3 et u,—u dans s—V.
—cas3: [uls=0etu| =0 sur T etu,—»udanss-V.

—cas4: [u]s=0 et uy|g+uy| =0 sur X et u,—»u dans s —V.

* Siae 10, + oo [, alors:

—casl:u,~u—w.u" —0 dans s— Wh(Q) et dans s — HY(Q) si
ue CHQ).

—cas2:u,—u—w,r*-0 dans s - WH(Q)) x WH(Q,) o r*e V et
est un relévement de % [ulz dans Q, et de —% [u]s dans Q,;ily a
convergence dans s — V si u € C}({,) x CY(D,).

—cas3: u,—u+w, -0 dans s - WH(Q) x WH(Q,) ou # eV et
est un relévement de

1 1 -
E[u]z—i(ullz"‘uzlg) dans €,
1 1 _
—-z-[u]?;—é(u1|2+u2|2) dans Q,;

il y a convergence dans s —V si ue CH({;) x CH{y,);
—casd: u,—u—w,# - dans s — WH(Q) x W (Q,) ot P eV et
est un relévement de

1, .. 1 _
-2-[u]z +§(u1|2+u2|2) dans
1.5 .1 _

- i[u]E +§(”1|2+u2|2) dans QZ;

il 'y a convergence dans s —V si ue C'(0;) x C¥{,).
Démonstration .
1) Convergence des probléemes de minimisation. La convergence de
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(M!) vers (M') (i =1, 2,3, 4) résultera de I'épi-convergence des fonction-
nelles

Fsl(v) = J‘ IDvIZ+I{veHé(Q);v|,;§OsurTe} )
Q

Ff(v) = ”U”%, +I{veV; vl =0sur T} (U)
FS(U) = ”U“%, +I{veV; ]y =0etv|5s=0sur 7.} (U)
F?(U) = ”v”%/ +I{UEV; [Plz=0etvy |z +0,| g Z0sur T, } (v)

respectivement vers

Fl(v)=J |Dv|2+aCf (v|3 ) do

o >

F©) = o]} +3aC | (o] P do
vz

F0) = ol +74C | {0+ @5 +val) F} do

~

1 _ -
F4(l))= ”U"%,-anc z{[v]22+(01|2+l}2|2) 2} do
L%

dans w — H§ pour le cas 1 et dans w — W pour les cas 2, 3 et 4.

Pour établir ces quatre épi-convergences, la méthode de démonstration
est analogue a celle du théoréme 2.1 ; la seule difficulté est de trouver, dans
chaque cas i, une suite v, telle que v, — v, v, satisfasse la contrainte et
Fi(v,) - Fi(v). Ces suites sont les suivantes :

—casl: v, =v+w, v ,avecve Z(Q)

—cas2: v, =v+w,ravecve 2 () x 2(Q,)
—cas3: v, =v—-w, 7, avecv e D ({;) x 2(,)
—casd: v, =v+w, P, avecv e Z(Q;) x 2(D,).

Détaillons la démonstration du cas 3, puis nous indiquerons comment la
modifier pour définir les autres cas (les cas 1 et 2 sont d’ailleurs démontrés
dans [15]).

Démonstration de F*> = (w — V) lim, F>
i) Soit ve Z2 () x 2(,) et v, =v —w,_ 7 définie ci-dessus (cas 3).
Alors v, — v dans w — V car w, — 0 dans w — H(Q) et sur T,

1
[v.)s=0 et vi|;= v§|2=§ (v1]s +v2|5)" =0.
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(Ecrivons v; et [v] & la place de v;|5 et [v]; au cours des démonstrations.)
On a

f |DvE|2dx=J |Dv—r"’DwE—weDf"|2dx—>
& C Yy

_.J |Dv|? + lim f (*) |Dw,|* dx .
; Q;

Or, d’apres le lemme 2.2,

2

r r oy 1
i oY 2 dx = 1o-1 -\*
11mJ #) |Dw.|"dx = 5 aC Jz (2 [v] 3 (v; +vy) ) do ,

€

ST

| =

. A0 \2 2 1 1 — 2
lim (7)Y |Dw.|"dx = 5aC (— [v] + 3 (v; +vy) ) do .
a, 2 s \2 2

Donc

im [ (puffar= [ pof+fac [ (@F+ (s oy Pydo
Q,UQ, QquUQ, 4 3
et par suite
. 1 -
tim o, % = 003 +2aC [ (F + (1 + )" ) dor
JI

ii) Soit veV et v, eV tel que v,—v dans w-V, [v,]=0 sur
T.etv,Z0sur T.. Soit o€ 2(Q)) x 2(N,) et o, =9 —w, 7. On a

||ve|;zvzzj (Dv, Do, + v, @) dx — | @3 .

QuUQ,

) 1 _ s
Dune part ||, - uqanzv+za6j ([o] + (o1 + @) ) do dapres ).
3

D’autre part

lim inf J (Dv, Do, + v, ¢, )dx =
QuQ,

élimian‘

Dv (D¢ —w, D#* — 7* Dw_) dx + J. ve dx
Qqua,

QuQ,

v

J (DvD¢ + ve ) dx + lim inf (— J D (v, 7*) Dw, dx)
Qqua, Q

1V,
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Mais, par intégration par parties,

2
—J D(v, 7*)Dw,dx = — ¥ ZJ D@, #°) Dw,_ dx =
0uQ, 7 JYBIngQ,

i=17j

2 w, ow,
-3, Grer-
i=1 j 6B£ﬂﬂ,~ av P g

Or d’aprés le lemme 2.3, puisque v} 7 — v; #¢ dans w — H'(Q;),

2 aw, 1
=17 p)

p—

L cj ([0le] — (1 + 03)(0y + @) ) dor

4}

et
aw
—f —= @ + vl 7g) do =
b3

3| T (o1~ 0+ )+ o)) oo,

€

car sur T,, [v.] =0 et vl +0v2=0.
Donc

lim inf (—f D (v, 7*) Dw dx)
Que,

f ([0} = (03 + v2) (o1 + @) ) dor

i

et, par suite

lim inf ||v,||? = 2 f (DvDg + ve) +

U,

+1ac J (o)le] = (o0 + 0,) (1 + @3)" ) dor —
pX

~ ol ~Jac [ (loF+ (@ + @y Py do

Lorsque ¢ — v dans s — V, on obtient
o 1 _
imint o]} = ol + §aC [ (WF+ (@i + 02 o
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Démonstration de F*= (w—V)lim, F. 1l suffit de réécrire ce qui
précéde avec v, =v + w, 7 et ¢, = ¢ + w,F® et de montrer que

lim inf f D@, 7)Dw . dx=
QuQ,

v

- %aC L (wlle] + (1 +v)(0; + @;)" ) do .

On en déduit que

liminf v |2 =2 Jrn . (DvDe +v9) —
1 2

~Lac L (1] + (o3 +02) (9 + 05)" ) dos

~ lolly = FaC [ (ol ¥+ ((or + 02 P do

d’ou le résultat en faisant ¢ —» v dans s — V.

Démonstration de F' = (w — H}) lim, Flet de F*= (w — V) lim, F2 Le
point essentiel est d’établir pour ces cas respectifs :

lim inf r D(n "\_)D"‘V,E adx = _aCJ ve~ do
p>
imint [ DG, %) Dw,dx 2 - }aC [ pllel do
e p>

2) Correcteurs : La méthode de démonstration est analogue a celle du
Corollaire 2.4. 1l s’agit d’établir d’abord les relations :

— Cas1:
lirnsupj |D(u£—‘p—w5<p“)|2§
Q
= J |D(u—<P)|2+aCJ (W —¢ P +2ut ¢ )do.
Q b

— Cas2:

lim sup |[u, — ¢ —w, r"”f/é
= flu— o} +aC | (w1 - fol ¥+ 20ul* [oT ) do.
3
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— Cas 3:

lim sup [Ju, — ¢ +wir“"||f/§

= - eld +Fac ()= 002 + (G + ) = Cor+ 0
+2(uy +uy)" (@1 + @) )do.

— Cas 4.

lim sup [ju, — ¢ — wef"”éé

= Ju- el +5aC [ (Wl — o1 '+ (G + 1) = (or + 02)
+2[u]” [l + (1 +uy)* (¢ + @) )do.

Puis on en déduit les convergences.

2.3. Remarques

Les résultats de convergence ainsi obtenus (Corollaire 2.4 et Théoréme
2.6, cas 1 et 2) s’inscrivent dans un cadre beaucoup plus général que celui de
la grille plane périodique. Lorsque T, est une partie d’une variété 2 de
codimension un, il s’agit de démontrer ’épi-convergence des fonctionnelles
F., G,, Fl, F2. Ce type de résultat est difficile a obtenir et les démonstrations
utilisent des techniques analogues a celles de [8, 6, 3, 1]. Nous renvoyons a
[4] pour cette étude.

3. RAPIDITE DE CONVERGENCE DES SOLUTIONS DE (D,) ET (N,) LORSQUE LES
TROUS DE LA GRILLE ONT UN DIAMETRE DE L’ORDRE DE LA PERIODE

Dans ce paragraphe, on suppose que r, = ke, avec0 <k <1 et que T est
inclus dans le pavé unité Y de RV —1.

3.1. Résultats

Avant d’énoncer les résultats, introduisons la fonction w qui permettra de
définir les fonctions tests w, utilisées ultérieurement.

LEMME 3.1: S0it A=Y x ]0,+0 [etA(R) =Y x [0,R[,0ou R=>0. Il
existe w unique tel que w € L*(A(R)) pour tout R > 0, g—: € L*(A) pour
i
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Aw=0 sur A
w=0 sur T
ow
5 = 1 sur Y\T

w (resp. 8—2’) prend les mémes valeurs (resp. des valeurs opposées) sur les
faces opposées de la barre A.

De plus, il existe wye€ L*(A), ce R et Ry> 0 tels que
w=wo+c sur A\AR,).

Démonstration : L’existence de w est obtenue en appliquant le lemme de
Lax Milgram a I’équation variationnelle

Vve E, J Dvadx=J vdo
A Y

ol E = {v;ve L*(A(R)) pour tout R >0, ;—;e L*A)pour 1=i =N,

v=0 sur T, v prend les mémes valeurs sur les faces opposées de
A} qui est un espace de Hilbert pour la norme |v||2 = | |Dv|*dx.
A

La derniére assertion résulte du lemme 3.1 de [17] sachant que
Daas
“—_e L*A).

axN

THEOREME 3.2 : Soit u, la solution de (D.). Alors
1) u, — u dans H(Q) oi u est solution de

u € Hy(®)
(=12
—Au=f dans Q;.
1 1 _[ du
2) ;u€|2—~ —-2-w[—a;]2dans w— L%3)

1 2 1_ ou 2
—E—fn | D (u, — u)| dx—»iwL ([’a’i];) do
ouw = J wdo et [fﬁ] désigne le saut sur 3., i.e.
Y v |3
B
v Z_ 3v1
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De plus 1 (w, —u) —0 dansw — H(Q) et 1 (u, —u) >0 dans
Ve Ve
s—H Q) ou Q= {(xeQ;d(x,2)>a} et a>0.
THEOREME 3.3 : Soit u, la solution de (N,). Alors
1) u,—u dans V = H'(Q,) x H(Q,), oi u est solution de
'—Au+u=f dans Q

du =0 sur 9Q
ov

et u e H¥(Q).
1 _ du 2
2) E[us]);-— —2w5—v—l- dans w — L“(2), et
1 2 _ u \?
gl'“e—ullv-—?zWJ‘z (a—l) do

Si Q est symétrique par rapport a 3., \/L_ (ul—ul— (@ - #®)) — 0 dans
€
w—HY(Q,) et % (wl—u'- (@ -i*)>0 dans s— H(Q?) ou
€
VW={xe;dx,2)>a} et a>0 et ou i désigne le symétrique de
u? par rapport @ 3.

3.2. Démonstrations

Les démonstrations de ces deux théorémes sont construites suivant le
méme schéma. On établit d’abord des estimations au voisinage de 3. et sur 3
pour des fonctions nulles sur 7., en appliquant le théor¢me de trace,
I'inégalité de Poincaré et en effectuant des changements d’échelle puisque
les trous ont une taille de ’ordre de la période & (cf Lemme 3.4). On en
déduit alors, d’'une part, les problémes limites de (D.) (resp. (N.)) et la
conclusion 1) du théoréme 3.2. (resp. 3.3), et, d’autre part, que

%u5|2 (resp. % [ue]z) est borné dans L2(Z). Il s’agit ensuite d’identifier
leur valeur d’adhérence.
LEMME 3.4: On note El= {xe€ Q;;0<d(x,=)<¢e}. Il existe une

constante C > 0 telle que, quel que soit € > 0 et quel que soit v e H (E!) tel
que v =0 sur T,,

J . lvlzdxécﬁj | Dv|? dx
E E:

i
€ e
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et

J |v|?do = Ce J‘ |Dv| dx .
3 E!

Démonstration du Lemme 3.4: Soit P le pavé unité de RY et
2p o T l'une de ses faces. D’aprés le théoréme de trace, il existe une
constante C dépendant de P telle que, pour tout v € H(P)

LP [v(o)|*do=C (L | Do (x)|* dx + L |v(x)|2dx>.

. + 2 A .
En faisant le changement d’échelle x =¥ et o = P et en ajoutant on

obtient, pour tout v € H!(E!)

d d d
@)= =Cc | ZDoOIPZ+| PP Z
3 gV -1 E! € E! €

C’est-a-dire pour tout v € H(E}),
J |v|2ds§CeJ‘ |Dv|2dy+£J [v|dy .
b3 E! € JE!

Dr’apreés I'inégalité de Poincaré, il existe une constante C dépendant de P
telle que, pour tout v € H!(P) tel que v = 0 sur T on ait

J |v(x)|2dx§CJ | Dv(x)|?dx .
P P

En faisant le changement d’échelle x = 2 , on obtient, pour tout v € H!(E?)

(o]

tel que v =0 sur T,:

d d
2ay 2 24y
L:{v(y)l ¥ =C Lle | Dv (y)] =

c’est-a-dire

J |v|2dy§CsZJ | Dv|? dy
E; E;

€

et le lemme en résulte. O
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Démonstration du Théoréme 3.2

a) Probléme limite de (D.). Sous forme variationnelle, (D,) s’écrit :
u, e H(Q), u,=0 sur T,
(D,) J Du, Dv_dx = J fvdx,
o Q

pourtout v. e H}{(Q), v.,=0 sur T

€

En prenant v, = u, dans (D,), on en déduit que u, est borné dans
H}(Q) donc (une sous-suite de) u, — u dans w — H}(Q). Puisque

,

on en déduit

l,

D’aprés le Lemme 3.4,

Dustdx=J fvdx, pourtout ve H{(Q,), i=1,2,
nl

DuDv dx = J fvdx, pourtout ve H}Q,).
ﬂl

.

j |u,|*do = Ce J | Du, | dx
b3 E!

donc u.|;—0 dans L%*(3) et ainsi u|ly =0 sur %. De plus, d’apres
(D,) appliqué avec v, = u, — u:

J DueD(us—u)dx=J flu, —u)dx.
Q Q
Comme u, — u dans w — H'(Q), on en déduit que

J |Due|2dx—>J‘ | Du|? dx

Q Q

et donc u, - u dans H'(Q).
Ainsi, la solution «, de (D,) converge vers u fortement dans H!(Q) et u
est I'unique solution de

ue H{(Q,)
i=1,2)
—Au=f dans Q

De plus u € H(Q,).
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b) Equation variationnelle vérifiée par u, — u. Puisque u, et u vérifient

—Au,= f dans Q\T,
et
—Au=f dans Q;

on a, pour tout v, € H}(Q), v, =0 sur T,

J- -Aw,—u)v,dx=0,
Q

Anl'_,é_dirn
WOV 1A N

ad - d —
J D(ue—u)Dvde=j —MUE=J —Mvsdu
o a9, av; nr, 9

ou, du,

Comme = —
avl sz

sur 2\ T, par régularité de u, dans Q\T,, on obtient

1) LD(&E —u) Dy, dx = — L [E ]Eve do

pour tout v, € Hy(Q), v, =0surT,.
c) Estimations sur u,. On a

f |u£|2dc§Ce f . |D(u£—u)|2dx, d’apres le Lemme 3.4,
b El

=Ce J | D (u, — u)|* dx
Q

1A

_Ce f [a“] u,do, dapres (1)
S\T. 2

v
u
Ce“[%]z

u
b= 2],

IiA

L*(3) el 2cs)

Donc

L3

Ainsi % u.|y est borné dans L2(3). On déduit alors des inégalités précéden-

tes que %j | D (u, - u)[zdx est borné et par suite 1 (u. —u) a une
o

Ve
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valeur d’adhérence dans H'!(Q) faible. Puisque — 0 dans LZ(E), on

Ay
Ve F
en déduit que —\}—_ (u, —u) — 0 dans w — H(Q).
€

De plus, pour tout ¢ € C}(£);), ¢ = 0 sur Q\;, on a d’apres (1)

[ - Dot ~upax=o,

T
d’ou

1J|D@fqof¢m=_lj D, —u).De.(u, —u)dx—0.
€ Jo € Ja.

Ainsi
1

Ve

d) Identification des valeurs d’adhérence de % u, |y dans L?(2). On définit

(u.,—u)—»0 dans H(Q,).

d’abord des fonctions tests w, déduites de w de la maniére suivante. Soit
UA! un recouvrement de 3 x ]—oo,+ oo [ tel que chaque A/ et
T! =2 soient respectivement les homothétiques de rapport ¢ de

Y x -, + o [etde T c Y. Soit w, définie sur UA! par w, (x) = w(’g‘ )

sur chaque barre A/, ol W est le prolongement de w a

A=Yx]-o,+0 [ par symétric. Puisque Q est borné, il existe
R tel que Q<=3 x -R',+R'[=Q'. On a w, € H(Q') et w, vérifie

Aw, =0 sur Q;
w,=0 sur T

aw, 1 S\T
35 " s sur \T.

puisque w € H'(A(R)) pour tout R> 0 et que w (resp. 3—:) prend les

mémes valeurs (resp. des valeurs opposées) sur les faces opposées de A. On
a

J |Dws|2dxsZJ |DwE|2dx=MJ |Dw, |? dx
Ix]-0,+0 [ 7 VAl gV -1

Al

o | -

mesEJ |Dw|?dx .
A
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De plus w, est borné dans L?(Q2) ; en effet

mes X
Q 7 JAlno € Alngr

= e mes %, f . w?dx
()

e mes % J wzdx+J . (w0+c)2dx} ,
ARo) A( T )Ny

d’aprés ie Lemme 3.1. Mais

(wo+c)ldx= L

. We+2cwy + c?) dx

€

- ' 12 n
éJwé«ch(mes A(R——)) <J w%)
A & A

!

+c2mesﬁ(5e—)

1 1
$C2+EC3

ou C;, C,, C; sont des constantes indépendantes de e.

JA ( % )\A(Ro)

=C,+

Par conséquent J w?dx est borné.
o
Soit ¢ € Z(Q). Prenons v, = ¢w, dans I'équation variationnelle (1)
vérifiée par u, — u. On obtient

JnlumD(us —u) D(ow,) dx = —'J

[fﬁ] ow, do
s Lov iz

c’est-a-dire

J D(¢(u, —u)) Dw_dx — J (u, — u) DeDw,_ dx +
QquQ, QquQ,

+J D(us—u)Dcpwsdxz-J~ [ﬂ] ew_ do .
U0, 3 LoV Ix

Déterminons la limite de chaque intégrale de cette égalité.
° [_a_u] ow,. do — [ﬂ] ¢wdo, car w.|.,— W dans w—
sLav |s s Lav iz z
L*(Z),
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. J D(e(u, —u)) Dw, dx = — ¢(u, —u)Aw, dx
; J
i ( )6wE
+ o(u,—u
J oy ov;
Il us
=1 ¢—do
vz €

puisque Aw, =0 sur ;, ¢ =0 sur 9Q, u=0 sur 3, u, =0 sur T, et

w, 1 S\T ‘
v, & \Te,

i

. J (us—u)Dchwsdx:_—J ue—u)Dcp\/;Dwde—-»O,
Qqua,

¢
U0, \/e
car 1 (#, —u)—> 0 dans L%(Q;) et Je Dw, est borné dans L*(Q).

Ve
® J D(u,~u)Dew, dx -0, car w, est borné dans L?*(Q) et
QuQ,
u, — u— 0 dans H(Q).

Finalement on obtient

uE
2J‘q>—d0’—>-—vT1J [E-Lf] ¢ do
3 € 3 v I3

et ceci pour tout ¢ € Z (Q).

Comme %u5|2 est borné dans L?(3), on en déduit que

%uslE W[ﬂ]z dans w-L%3).

Puisque, d’apres (1)

J |D(us—u)|2dx=—f [34] udo
Q s Lov is

on obtient alors

2
lJ’ |D(ue—u)|2dx—»le ([Q] > do. O
e Jg 2 s v Is
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Démonstration du Théoréme 3.3 : Le plan de la démonstration est le
méme que pour le Théoréme 3.2 ; le Lemme 3.4 et les mémes fonctions tests
sont utilisés.

a) Probléme limite de (N.). Sous forme variationnelle, (N,) s’écrit :

u. € H'(Q,)

J (Du, Dv, +u,v,) = J’ fv,, quelquesoitv, € H'(Q,),
Q, Q.

c’est-a-dire
(u. eV, [uj=0surT

€

(Ns) J‘ (Dus Dve + U, vs).= J fvs s
QU U,

quelquesoitv €V, [v. ]=0sur T, .

En prenant v, = ¥, dans (1\7 <), on en déduit que u, est borné dans V donc
(une sous-suite de) u, —u dans w-—V. Passant a la limite dans
(N.), on obtient

J (DuDv+uv)=J fv, quelquesoitveV, [v]=0surZ,
U, QU

c’est-a-dire quel que soit v € H(Q).
Montrons que [u.}s — 0 dans L*(3). Notons u, = (ul, u?) e V et soit

#? le symétrique de u? par rapport a 3 dans la bande E. Soit

h,=ul— @2 Alors h, € H'(E!) et he|y = [u.]s donc k|, =0 sur T..

€

D’apres le Lemme 3.4, on a

J |hs|2do§CsJ | Dk, |? dx
b3 E!

c’est-a-dire
J (.5} do = Ce J |D(ul - #)|* dx
b E!
=2Ce J (|Dul|? + | D#?|*) dx
1

3

=2Cellu,|} .

Puisque u, est borné dans V, on en déduit que [u,]s — 0 dans L*(3). Par
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conséquent [u]z = 0. D’aprés (NV,) écrit pour v, = u, — u, on a
J DuED(u—u)+us(u€—u)=J flu,—u).
U, T Jaua,
Comme u, — u dans w — V, on obtient
ey = Nl -

Par suite u, - « dans V. Puisque u € H'(Q), on a
J' (DuDv +wv) = J fv, quelquesoitve H(Q).
2 Q

Ainsi u est la solution de
—Au+u=f dansQ
u

—= sur Q)
v -

et par régularité, u € H*(Q).

b) Equation variationnelle vérifiée par u, —u. Puisque u, et u vérifient

—Au, +u,=f dansQ,
—Au+u=f dansQ

on a, pour tout ve V tel que [v]y =0 sur T,

J A, ~u)v+ (u,—u)v=0
o ua,

c’est-a-dire

J D(ue—u)Du+(u€_u)v=J a(us—u)v+f 6(ue—u)v=
ouQ, 20,

a0, av] avz
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g u au aue aua . .
en utilisant — = — — sur % et — = — — sur T, (régularité de u dans
v, av, v, av,

et de u, localement dans €.).
Donc, quel que soit v, € V tel que [v. ]z =0 sur T,

@) j (D(us—u)Dvs+(ug—u)vs)dx:—J 94 10,15 do .
U0, s 0

¢) Estimation sur u,. Notons u, = (ul,u?)eV etu = (u',u?)e V. Soit
@ et @ les symétriques de u? et u? par rapport a 3 dans la bande
E. (eg>0). Posons k, = ul—u'— (@ - @).

Alors k, € H'(E;) et k.| = [1.];. D’aprés le Lemme 3.4,

k.|.|’do=Ce | |Dk.|*dx.
. s |

3

D’ou
J ([us]z)szEZCeJ (|D@!-uh)? + |D(a§—a2)|2)dx
b3 E!
=2Celu, —ul}

= -2Cs [ gi [u.]s do, d’apres (2)

V1

u

vy

=2Cs

L%z) ” [ua]E " LX)

Par conséquent -1— [u.]s est borné dans L2(3) et ainsi ! ||lue —u ||$, est borné.
€

De plus, on a aussi lj |Dke|2dx§ C, et—l—
€ 1

7

L k. —~ 0 dans w — Hl(Eelo).

€

k| — 0 dans L*(Z), donc

Si Q est symétrique par rapport a 3, on obtient que L.ke — 0 dans
€

w — H'(Q,). De plus pour tout ¢' € C(£;), ¢; = 0 sur Q\Q;, on a d’apres
(2)
J. D(u;—u’)D(¢' ki) + (ui—u) @' ky =0
ni
ou kl=k, =ul—uw'— @-a%) et ki=-k'.

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
Mathematical Modelling and Numerical Analysis



ANALYSE LIMITE D’EQUATIONS VARIATIONNELLES 323

D’ou en ajoutant

_f |Dk£|2¢1+|k5|2¢1=_1f Dk, .k, Do - 0.
N €

n'l
Ainsi ——k, — 0 dans H'(Q9).
€
d) Identification des valeurs d’adhérence de 1[%]2 dans L*(Z). Soit
€
e Z(Z). Soit r! (resp. 7)) un relévement régulier de %(p (resp.

- % ¢) dans Q, (resp. Q,) et soit » = (r}, 7?) € V. On peut toujours choisir

gg > 0 et 7 tels que le support de r soit contenu dans Eéo USUE Z‘o et que

rl= -7

Prenons v, = rw, dans (2); on a

1 1
[v.]ls = 5 OWe — <—§CPW€) = ¢w,|y donc [v.}y=0 surT,.

L’équation (2) s’écrit

j D(us—u)D(rws)+(us—u)rw=—J U (rw,]s do
QuUQ, s 0

Cc’est-a-dire

f D(r(u,—u)) Dw, — J (u, —u) DrDw_ +
que,

QuUQ,
du

+[ D(ua—u)Der+J (e —u)rw, = — | —ow,|;do .
U, U, s 0V

Déterminons la limite de chacune des intégrales de cette égalité :

u du
° —ow. | d — oW .
L av; ¢ els U—)J‘z a"l‘PWdU

° J D(u,—u)Drw, et f (u, — u) rw, tendent vers zéro car
QuQ, U,

w, est borné dans L*(Q) et u, — u dans V.
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Ey

° J (u, —u) DrDw, = J (u., —u) DrDw, =
0,UQ,
= J (u!-u'yDr' Dw, — J- (u? - u?) Dr' Dw,
EY E%

= (ul-u'- @+ @) DryDw, = j k. Dry Dw, .
EL E}
D’aprés c), —1—_ k, - 0 dans L2(EE10). Comme \/;Dw5 est borné dans

Ve

L*Q), on a donc J k. DrDw_— 0.
1

Ey

° J D(r(u,—u)Dw dx =
Q;

—j r"(ui—u")Awedx+J' @t —ut)
0

; 2, v,

o . ow,
=j r(ul —u') do .
z a

Vi

D’ou

ow,
J D(r(u, —u))Dw dx = J r*ul-u')—do
o ua, s v,

ow
+ J‘ ri(u? —u?) —do
s v,

=1J o [uE]Edcr.
s

\]

€

Finalement on obtient

uE
1J¢[ kdo-»—wj(pf—u—dc
2 > 3

€ avl

et ceci quel que soit ¢ € Z (2). Comme % [u.]s est borné dans L2(3), on en

déduit que

1 _ du 2 ‘
E[us]z —2wa—v1 dans w—-L*(X).
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Comme d’apres (2),
2 du
=l =~ [ 2wl dor

on obtient ainsi

1 2 _ du \?
Euus—uuv—>2wj;(5;;> d(]'. D

3.3. Utilisation de 1’épi-convergence

Le Théoréme 3.2 (resp. 3.3) peut aussi étre obtenu en déterminant 1’épi-
limite de la suite de fonctionnelles :

Fo)=e [ Do+ L pemmintacomry @
()]

(resp. Gs(v) = 8"0”%, +I{veV; [v]y=0sur T} (U))

relativement a la topologie 7 définie par: v, converge vers v pour 7 ssi
v, € Hy(Q)etv,|; — v|gdans w — L*(Z) (resp. v, € V et [v. ]y — [v]s dans
w— L%(3)).

La démarche a suivre est analogue a celle développée au § 2. Par cette
méthode, les fonctions tests w et w, s’introduisent naturellement. Nous
renvoyons a [15], chapitre B.III pour une présentation détaillée de cette
méthode.
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