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RESUME

Sous I’hypothese d’indépendance entre variables, les valeurs propres (non triviales)
résultant de 1’ Analyse des Correspondances Multiples sont théoriquement toutes égales. Dans la
pratique, & cause des fluctuations d’échantillonnage, on observe des valeurs propres différentes
mais proches de la valeur théorique. Nous nous intéressons dans cet article aux lois de ces
valeurs propres. Nous montrons que les valeurs propres d’'une ACM sont asymptotiquement
normales. La convergence étant d’autant plus lente qu’on s’approche des valeurs extrémes.
Nous proposons une procédure empirique de choix du nombre de valeurs propres en ACM.

Mots-clés : Analyse des Correspondances Multiples, valeurs propres, distribution normale.

ABSTRACT

Under independence hypothesis, the eigenvalues in MCA are theoretically identical. In
practice we observe that the eigenvalues are different, but close to the theoretical value. This
paper deals with the distributions of these eigenvalues. We show that eigenvalues in MCA are
asymptotically normal. Convergence is very slow especially for the first and the last ones. we
propose an empirical procedure fot the selection of number of eigenvalues in MCA.

Keywords : Multiple Correspondence Analysis, eigenvalues, normal distribution.

1. Introduction

Soient p variables aléatoires qualitatives X1, Xo,...,X, a mi,ma,...,myp

P
modalités respectivement. On notera ¢ = Z m; — p, et ’on supposera que I’on a un
i=1

échantillon de taille n de X, Xy, ..., X,.
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L’ Analyse des Correspondances Multiples théorique de ces p variables aléa-
toires peut étre définie comme la limite quand n tend vers 'infini de 1’ Analyse
Factorielle des Correspondances (AFC) du tableau disjonctif complet a n lignes.
Elle s’obtient en effectuant :

— soit I’AFC du tableau contenant les probabilités conjointes deux a deux des

p variables ce qui correspond & I’AFC limite d’un tableau de Burt oll n tend vers
I’infini;

— soit en diagonalisant 1/p fois la matrice des probabilités conditionnelles P

I'm1 P; 12 ... P, 1

P
P =
Py
Ppl Im

P

P;; étant la matrice des probabilités conditionnelles de X; sachant X;, ou encore la
matrice des profils lignes du tableau croisant X; et X; et I} la matrice unité d’ordre
k, ce qui correspond 2 la solution habituelle de I’ACM.

Rappellons que les valeurs propres issue de I’AFC du tableau de Burt sont les
carrés des valeurs propres issue de I’AFC du tableau disjonctif complet.

Si les X; sont deux 2 deux indépendantes (gbfj =0,1<1i,j7 <p, ol ¢?j est le
phi-2 ! entre X; et X;), on obtient une seule valeur propre non nulle multiple, autre
que les valeurs triviales O ou 1. Cette valeur propre, notée A, vaut % pour I’ACM (ou

517 pour I’AFC du tableau de Burt) et est de multiplicité g (cf. Saporta 1990).

En réalité le résultat n’est exact que pour une taille d’échantillon infinie.

Lorsqu’on observe un échantillon, méme si les variables aléatoires X; et X;
sont indépendantes, les fluctuations d’échantillonnage conduisent a des tableaux tels
que les phi-deux observés go?j ne sont plus nuls, donc a des valeurs propres différentes

1
de D
Dans la pratique, et sous les mémes hypothéses d’indépendance entre Variables,

nous n’observons plus une valeur propre multiple (de multiplicité ¢) égale a l, mais

nous observons q valeurs propres notées p;, différentes et proches de % (donc proches

de la valeur propre théorique ). Nous nous intéressons dans la suite aux lois de ces
valeurs propres.

2. Lois asymptotiques des valeurs propres

Nous commengons d’abord par un rappel sur les lois des valeurs propres en
AFC, ensuite nous étudions le cas de I’ACM sous I’hypothese d’indépendance deux
a deux des variables.

1 De maniére générale, on notera @2 pour des phi-deux théoriques, et Lp2 pour des phi-deux
observés. Le phi-deux observé n’étant autre que le x2 d’écart & Pindépendance divisé par
la taille n de I’échantillon.
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2.1 Lois des valeurs propres en AFC

La connaissance de la distribution des valeurs propres en AFC permet de
déterminer le nombre d’axes principaux a retenir pour la reconstitution des données.
Compte tenu de leur complexité, la recherche de ces distributions a fait ’objet de
plusieurs résultats erronés, ol les valeurs propres sont supposées suivre, comme
D’inertie totale, des lois du x?. Lebart et al. (1995) rappellent que Lancaster a réfuté
cette idée en montrant que 1’espérance mathématique de la plus grande des valeurs
propres est toujours supérieure a celle du x2 & (my — ma + 1) degrés de liberté (m,
et mo étant les nombres de modalités des deux variables avec my > my).

Lebart (1976) fut le premier & établir, que sous hypotheéses d’indépendance
entre les lignes et les colonnes du tableau de contingence, la distribution des valeurs
propres en AFC peut tre approchée par celle des valeurs propres d’une matrice dont
la loi est connue (W, —1)(my—1)(Min(my — 1,mo — 1), I), matrice de Wishart a
(mq1 —1)(mg — 1) d.d.1. en dimension Min(m, — 1, mz — 1) avec la matrice unité I).

M.E. O’Neill (1978, 1980) s’est intéressé au comportement asymptotique des
valeurs propres en Analyse Canonique et en AFC.

Dans le cas de I’AFC, en supposant que les valeurs propres non nulles sont
simples, O’Neill a montré que la racine carrée d’une valeur propre (théoriquement
non nulle) suit asymptotiquement une loi normale, et retrouve le résultat établi par
Lebart (pour les valeurs propres théoriquement nulles).

A. Ghomari (1983) retrouve (par des méthodes différentes) les résultats de
O’Neill, dans le cadre de 1’Analyse Canonique. Il les compléte par des résultats
asymptotiques, valables sous des hypotheses plus larges ( loi quelconque admettant
uniquement un moment d’ordre 4), ce qui permet d’obtenir des tests asymptotiques
en s’affranchissant des hypothéses habituelles de normalité.

11 effectue une étude asymptotique, par échantillonnage, de 1’ Analyse Canoni-
que, en général, et de I’AFC comme étant un cas particulier d’ Analyse Canonique
non linéaire de deux variables discrétes ou bien comme Analyse Canonique linéaire
de deux variables multidimensionnelles (les indicatrices des modalités des deux va-
riables).

L’intérét des résultats de Ghomari est de pouvoir revenir, dans un cadre
inférentiel, sur des procédures statistiques de tests de diverses hypotheses, ou
m2

d’estimation. La quantité Z nA? (ol AP est la °™ valeur propre issue de
i>mp—s

I’AFC d’un tableau de contingence m; X mg avec my < ™y construit a partir de n

observations) peut étre considérée comme statistique de test de nullité des s dernieres

valeurs propres et suit asymptotiquement un xi(ml_mz +s)» Pour cette hypothese.

Ghomari étudie d’abord la convergence de I’ Analyse Canonique effectuée sur
un échantillon de taille n vers 1’ Analyse Canonique théorique, ce qui lui permet de
déterminer la forme particuliere des éléments spectraux de 1’ Analyse Canonique.

En supposant que les valeurs propres étudiées ne sont pas nulles, et que

1%%7:1+2k:‘/>‘ik623i
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et en adoptant les notations suivantes :
P = (pij) i=1,....m, : tableau de fréquences construit a partir de n observations,
i=1,
avec mo < my,

mi
pi. = Z Dijetp; = Z ps; les marges du tableau P,
j =1

el (respectivement s7) est la ™ (respectivement j°™°) composante du k*™°
(respectivement [°™®) facteur dans (R™1)* (respectivement (R™2)*)

A? la k®™€ valeur propre de ’analyse sur un échantillon de taille n, et Ay la
k®™e valeur propre de I’analyse théorique.
L’ application des résultats a deux variables Z; et Z,, ayant respectivement 1

et mg modalités, permet d’affirmer que \/n(A} — A;) converge vers une gaussienne
centrée et dont la variance dépend de la multiplicité de la valeur propre Ag.

Dans le cas d’une valeur propre simple, cette variance est donnée par o =
4)\k0kk,kk, avec :

mi
Okl k'l = E E K@,”/ekek,sjsl,

4,i'=1 J,J’—l
Kijii = Dij [_31’1'1 bix 3Pka 8j1 + 483, 6.1 + LDt Pkl Dil n Pkl Pkj
VPi.Pk.P.jP1 Di. Di.pu Dk.P.j

Comme application intéressante du résultat, il étudie le cas de 1’indépendance
et le cas ol les s dernieres valeurs propres A sont nulles.

Pour le cas de I'indépendance (p;; = p; p.;), il retrouve que la loi limite de
(nA™) pour mg # 1 est celle des valeurs propres (rangées dans I’ordre décroissant)
d’une matrice de Wishart & (m — 1) degrés de liberté, et d’opérateur de covariance
I’identité dans R™2~1 (résultat déja établi par Lebart depuis 1975).

Cette application permet de retrouver le classique test du x? qui mesure

ma

I’indépendance des variables, puisque Z nAP converge versun x2a (my — 1)(mg — 1)
=2

degrés de liberté.

Dans le cas ot les s derniéres valeurs propres Ax sont nulles, il trouve que la loi
limite pour k£ > (p — ) est identique & la loi conjointe des valeurs propres (rangées
dans I’ordre décroissant) de la matrice de loi de Wishart a (m; — mq + 1) degrés de
liberté, et d’opérateur de covariance I’identité dans R®.

R. Siciliano (1990), trouve des résultats analogues a ceux trouvés par Lebart
(1976) sur les distributions asymptotiques des valeurs propres dans le cas d’'une AFC
non-symétrique, utilisée lorsque les variables jouent des roles non-symétriques.

L. Zater (1989), étudie par des techniques de simulation le comportement des
valeurs propres issues de ’AFC d’un tableau de contingence. Par simulation de
tableaux de contingences a marges libres, puis a marges fixes, il trouve que dans
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le cas d’échantillons de taille faible, la distribution des racines carrées des valeurs
propres est instable, et que dans le cas d’échantillons de taille moyenne (n > 500), on
peut accepter I’hypothése de normalité avec les tests usuels. La moyenne empirique
des racines carrées des valeurs propres est biaisée positivement par rapport a la valeur
théorique, la variance est stable et est proche du biais, pour des valeurs propres non
nulles et une taille d’échantillon assez grande.

Il trouve que dans le cas des valeurs propres théoriquement nulles la distribution
n’est pas gaussienne et ceci quelle que soit la taille de I’échantillon.

Zater observe aussi que les écarts types des valeurs propres sont rangés dans le
méme ordre que les valeurs propres.

Il trouve que les parties centrales (interquartiles) des valeurs propres estimées
A de I’AFC sont disjointes :

si F; est la fonction de répartition de la racine carrée de A, §; = inf{5/F;(6) >
0,25}, le quartile inférieur, & = inf{¢/F;(¢) > 0,75}, le quartile supérieur et
K, = [5,,,&] alorsona: Kz U Kj = oV 7é ]

2.2 Lois des valeurs propres en ACM sous I’hypothése d’indépendance

s

Soit, X, le tableau disjonctif associé a p variables qualitatives X; (ayant
respectivement un nombre m; de modalités) observées sur un échantillon de n
individus.

Le tableau disjonctif X est formé de p blocs X, : X = (X;|X2|...|Xp).
P P
Le rang de X est au plus inf(Zmi -p+1; n), soit Zmi —p+1si
p =1 i=1
n > Z m; — p + 1. On supposera sans nuire 2 la généralité que n est assez grand,
i=1

P
donc que rg(X) = zmi -p+ 1L
i=1

L’ Analyse des Correspondances Multiples est I’AFC du tableau disjonctif X.
Les facteurs de I’ AFC sont les vecteurs propres de % DB,
ol B = X'X estle tableau de Burt associé 2 X, D = Diag(X'X) = Diag(B).
D~ B est une matrice 4 diagonale unité.
P

Sa trace est : Tr(D~'B) = Zmi
i=1
1 . 1<
donc STr(D7'B) == m;
p p =1

Le nombre de valeurs propres non trivialement égales a O ou 1 est :

p
g=)y mi—p.
i=1
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P
Leur somme vaut Z Wi = — Z m; — 1 et leur moyenne vaut %

=1 1=1
La somme des carrés des valeurs propres non triviales (cf. Saporta 1990) est
donnée par :
q

Z /Lz 2 Z(mz D+ 2 EZ‘PW

i=1 i#£]

ou 90% est le phi-deux observé de K. Pearson du croisement de X; avec X;.

Si tous ces ;; étaient nuls on aurait
q 12
Z(Mi)2 == Z(mi -)==
=1 Pi=
1 1 1 :
et donc 52(“i)2 === {_ Z(“i)]
i

Comme la moyenne des carrés ne peut étre égale au carré de la moyenne que
si toutes les valeurs propres sont égales, on en déduit qu’alors p; = % Vi.

On en déduit que 1’Analyse des Correspondances Multiples théorique (i.e.

échantillon infini), sous I’hypothése d’indépendance entre les variables X; conduit

donc a une valeur propre non nulle notée X égale a % de multiplicité g, une valeur

P
propre égale a 1, et Z m; — q — 1 valeurs propres nulles.

i=1
Si I’on fait I’hypothése que les données observées sont un échantillon i.i.d. issu
d’une population ol les variables aléatoires X, X, . . . , X, sont deux a deux indépen-

dantes, donc avec des ¢2 (théoriques) nuls, en raison des fluctuations d’échantillon-
nage les ¢? (observés) sont non nuls et on observe des valeurs propres différentes

1

de B
Si on connait les probabilités marginales des données, les p blocs du tableau
disjonctif sont des variables aléatoires suivant des lois multinomiales d’effectif n et

de parametres (i1, D2y - - -, Pim;) Vi = 1,...,p. (pix : proportion d’individus ayant
la k¥™e modalité de la varlable X)).

La variable aléatoire X; s’écrit alors sous la forme X; = (X;1, Xi2, ..., Xim, ),
avec pix = pFla probabilité pour qu’un individu soit dans la £~°™¢ catégorie du

i—®me caractére et p; +, 1a probabilité pour qu’un individu soit dans la &~ éme catégorie
du i—®™me caractere et dans la [ =®™¢ catégorie du j ~*™® caractire.

Le ¢? théorique est donné par :

mq

& pl’, pip])?
Ty

k=11=1
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En raison de la convergence de la loi multinomiale vers la loi normale et donc
de toute fonction réguliere de ses composantes, chaque valeur propre de % DB

est asymptotiquement gaussienne, donc les p; suivent asymptotiquement des lois
normales mais celle-ci sont différentes en raison du fait que les valeurs propres sont

ordonnées, (par exemple E(u1) > = mals E(ul)—> p)

L’ étude de la convergence des valeurs propres vers des distributions normales et
en particulier le probleme de la vitesse de convergence, sera effectuée par simulation
d’échantillons de tailles croissantes (n = 100,...,n = 10000).

3. Exemple

Pour illustrer le probléme de vitesse de convergence des valeurs propres
nous avons effectué des simulations extensives de variables aléatoires multinomiales
indépendantes (12 variables dont 4 ayant 2 modalités, 3 ayant 3 modalités, 4 ayant
4 modalités, et une ayant 5 modalités) et pour des tableaux de tailles croissantes
(n = 100, n = 200, n = 500, n = 1000, n = 5000 et n = 10000).

3.1 Processus de simulation

Nous commengons par construire une variable X; de la maniére suivante : dans
une population partagée en m; catégories, en proportions respectives (p;1, P2, - - - ,
Dim; ), ON tire avec remise 7 individus. L’échantillon ainsi construit comporte des
individus appartenant aux différentes catégories. On compte ensuite les effectifs
d’individus de cet échantillon appartenant aux diverses catégories; chacun des
individus a une probabilité p;; de tomber dans la catégorie k. La variable aléatoire
X; suit alors, une loi multinomiale d’effectif n et de parametres (p;1, Piz, - - - , Dim, )-
Concreétement on utilise n fois la fonction ‘rantbl’ de SAS pour construire les variables
multinomiales.

Nous construisons, donc, un tableau de 12 variables aléatoires X1, Xo, ..., X2
suivant des lois multinomiales indépendantes. Pour cette étude les probabilités
marginales ont été prises dans le tableau (page suivante).

L’ ACM conduit donc a 26 valeurs propres.

Chaque tableau disjonctif d’effectif n est alors simulé A fois (A = 150 ou
600).

3.2 Résultats

Nous remarquons que la moyenne des réalisations de p; différe significative-

ment de % = 112 = 0.083333 pour des petites tailles d’échantillons. Le biais est

d’autant plus faible que la taille de 1’échantillon est grande. De plus la convergence
des lois des valeurs propres vers des lois normales se fait de maniére tres lente. Cette
convergence n’est pas trés visible pour les valeurs propres extrémes (111 et ;) méme
pour des échantillons de trés grandes tailles.
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Xl mp =2 P11 = 0.3 P12 = 0.7

XQ mo = 2 P21 = 0.2 Po2 = 0.8

X;g mg = 2 P31 = 0.6 P32 = 0.4

X4 my = 2 P41 = 0.9 P42 = 0.1

X5 ms = 3 P51 = 0.1 D52 = 04 D53 = 0.5

XG me = 3 Pe1 = 0.3 Pe2 = 0.3 P63 — 04

X7 m7 = 3 P —= 0.5 P72 = 0.2 Pr3 = 0.3

Xg mg = 4 Ps1 = 0.3 Pg2 = 0.3 Pg3 = 0.3 Dsa = 0.1

Xg mg = 4 Po1 = 0.1 Po2 = 0.1 Po3 = 0.2 Poa = 0.6

Xi0 | Mo =4 | p1o1 = 0.5 p1o2 =0.1 pioz = 0.2 p1ps = 0.2

X |mi1=4|pi11 =02 p112=06 p113=0.1 p1iy =0.1

X2 |mi2 =5 |p121 = 0.1 pio2 =0.1 p123 =0.3 p1og =04 p125 =0.1

Nous présentons ici les histogrammes et les droites de Henry associés a quelques
unes des valeurs propres.

Ces graphiques sont réalisés pour un échantillon de petite taille (n = 100) et un
échantillon de grande taille (n = 10 000), avec respectivement 150 et 600 réalisations
pour chacune des 26 valeurs propres.

La convergence de la loi de la plus grande valeur propre (1) vers une loi
normale n’est pas trés visible, pour I’échantillon de petite taille (n = 100) comme le
montrent les graphiques 1 et 2.

Histogramme pour p1 (n=100) Droite de Henry pour pl (n=100)
999

" -
o g =
Yy e
L
1
- 0.

0.14 016 0.}8 02 022 o 015 0% 017 018 019 02
(graphique 1) (graphique 2)
GRAPHIQUE 1 GRAPHIQUE 2
Histogramme pour pi1 (n = 100). Droite de Henry pour p;(n = 100).

L’augmentation de la taille de 1’échantillon (ici n» = 10 000) ne résout pas le
probléme, comme le montrent les graphiques 3 et 4 :
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Histogramme pour p1 (n=1000)

effectif

(graphique3)

GRAPHIQUE 3
Histogramme pour p1(n = 1000).

Droite de Henry pour p! (n=10000)

1
w

proportion
VLRS!

)

4

89 €0 9 92 913
(graphique 4)

GRAPHIQUE 4
Droite de Henry pour 1 (n = 10 000).

34
(X 0,001

Le méme probléme se pose pour la plus petite valeur propre (u26) comme le
montrent les graphiques 5 et 6, pour un échantillon de taille n = 100.

Histogramme pour p26 (n=100)

effectif

17 21 25 29 33
(graphique 5) (xoo0n)

GRAPHIQUE 5
Histogramme pour pisg(n = 100).

proportion

Droite de Henry pour 426 (n=100)

@
3
w

aB 88K B

2.

18 2 24 27 30 33
(graphique 6)

GRAPHIQUE 6
Droite de Henry pour pag(n = 100).

36
(x 0001

et pour la plus petite valeur propre (u26) pour un échantillon de taille n = 1000

(cf. graphiques 7 et 8).

Histogramme pour p26 (n=1000)
%
3 /
& 2
b /4
© 4
?
TN
" 7 ® MW 1 13 80
(graphique 7) oo
GRAPHIQUE 7

Histogramme pour p26(n = 1000).

proportion

Droite de Henry pour p26 (n=1000)

sgsgsed

e
ey’ )

" * 73 76 ” 78 79
(graphique 8) (0000

GRAPHIQUE 8
Droite de Henry pour pizs(n = 1000).
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Nous remarquons, par contre, que les graphiques correspondant aux valeurs
propres intermédiaires (autres que 1 et ugg) montrent bien la convergence des lois
de ces valeurs propres vers des lois normales et ceci méme pour les échantillons
de petite taille, I’augmentation de la taille de 1’échantillon permet d’améliorer cette
convergence.

Nous présentons ici, pour un échantillon de petite taille (n = 100), les
graphiques 9 et 10 correspondant a I’une des valeurs propres intermédiaires (ici pg).

Histogramme pour p8 (n=100) Droite de Henry pour p8 (n=100)
.
- g ®
i:
k] g =
& S
1
[IA}

95 99 103 07 m s

(graphique 10) x0o0n
GRAPHIQUE 9 GRAPHIQUE 10
Histogramme pour pg(n = 100). Droite de Henry pour ug(n = 100).

et pour un échantillon de grande taille (n = 1000), les graphiques 11 et 12
correspondant & cette méme valeur propre (ug).

Histogramme pour u8 (n=1000) Droite de Henry pour p8 (n=1000)

240 999
200 99
g~ £ »
E 120 g =
© g e
L
40 1
0 0fla
85 853 856 859 862 865 868 871
(grphique 1) *°
GRAPHIQUE 11 GRAPHIQUE 12
Histogramme pour ug(n = 1000). Droite de Henry pour ug(n = 1000).

Nous avons refait plusieurs fois ’expérience en changeant les probabilités
marginales, le résultat sur la convergence des valeurs propres reste inchangg.

4. Propriétés du spectre et intervalle de variation des valeurs propres

Nous nous intéressons maintenant a la forme du spectre des valeurs propres
dans le cas de I’indépendance, puisque dans la pratique et en raison des fluctuations

d’échantillonnage, on observe des valeurs propres différentes de Il) Wy = 11—) + &;.
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La trace de % D~1B étant constante, le spectre moyen Tz reste inchangé.

L étude de la dispersion des valeurs propres, a I’interieur du spectre correspon-
dant 2 une réalisation donnée du tableau de Burt, nous permettra de fixer empirique-
ment un intervalle de variation des valeurs propres sous hypoth¢se d’indépendance.

4.1 Etude de la dispersion des valeurs propres

Soit Sﬁ la statistique qui mesure la dispersion des p; autour de % donnée par :

i=1 p q i=1 p
! 1
= Z“? = q(SfL 2)
i=1

=1 p i=1 i#£j
P
or q=Z(mi—1)
i=1
1 q 1 q 1
T N K D33 B S B
i=1 PP L

En supposant les variables deux a deux indépendantes, les xfj sont des
réalisations de variables suivant des lois X?mi-1)(mj—1) donc d’espérance

q
(m; — 1)(m; — 1), ce qui permet de calculer facilement E ( Z ,uf)
im

En effet nous avons :

(35) =5(%+ 5 TE D) - Ao b= s

5+ 5~
p P’ ”#]

Par suite ’espérance de S2 est :

B(S}) = 1F (Zu@) = |G S m = my - 1| -
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d’ou I’on déduit :

B(82) = —— "3 (mi — 1)(m; — 1) (1)

p2”qz‘¢j

Bien que 1’échantillon non ordonné des y; ne puisse étre considéré comme
un ensemble de variables aléatoires identiquement distribuées, E(S’i) représente

I’espérance de leur variance expérimentale, nous la noterons par o2

Par analogie avec une pratique courante, I’intervalle L 4 95 devrait contenir
environ 95 % du spectre si celui-ci était constitué de variables normales i.i.d. Cette
derniere hypothese étant fausse, la probabilité de couverture de cet intervalle n’est
plus 95 %.

En réalité, cette probabilité est encore plus élevée car la répartition du spectre,
si elle est a peu prés symétrique par rapport a L et bien plus concentrée que celle

D
d’une loi normale (dans le sens ou le coefficient d’aplatissement ou de kurtosis est

inférieur a celui d’une loi normale).

On peut donc déduire la procédure empirique suivante pour détecter le nombre
d’axes utiles en ACM lorsque 1’hypothése d’indépendance ne convient pas (ce qui
est le cas le plus usuel ...) : on considérera comme significatives les valeurs propres

supérieures a 117 + 20.
Signalons ici que la procédure de «test» & 2 écarts-type est une procédure

empirique pragmatique, le facteur 2 (utilisé par analogie a une loi normale) ayant été
confirmé par des simulations.

4.2 application a un cas de variables indépendantes

Reprenons les données du § 3, avec des variables indépendantes.
Le spectre moyen est de maniére évidente égal a 112 = 0.083333.

La premiére simulation (n = 100) nous donne le spectre suivant, avec un écart
type, calculé a partir de (1), interne au spectre de 0.0403.

L’écart type estimé est de 0.04198, et I’intervalle [0.0027; 0.1639] contient
toutes les valeurs propres, sauf la premiére et la derniére.

Une autre simulation (n = 10 000) nous donne le spectre suivant, avec un écart
type, calculé a partir de (1), interne au spectre de 0.00403.

L’écart type estimé est de 0.004199, et I’ intervalle [0.07527; 0.09139] contient
toutes les valeurs propres (sauf la derniere).

La concentration du spectre des valeurs propres augmente avec la taille de
I’échantillon. En effet, en répétant plusieurs fois les simulations, nous remarquons
que pour n=100, dans 9 cas sur 10 la premiére valeur propre n’appartient pas 2
I’intervalle, soit 3.85 % des valeurs propres sont a I’extérieur de I’intervalle, et la
fourchette de 5 % n’est pas dépassée.
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0.16902 *% 0.08987 H*okokk sfokskok
0.15126 *skskokskskskdkskskokskokkok 0.08910 ** * I
0]4483 sk sk ok ok ok e okeok ok sk sk s ok skokosk ok 008899 sk

0.12939 *sskskskskskskksesesek sk 0.08863 *

0.12245 *ktsrkskkiksrkdx 0.08677  *#kskskskkok ok skokotok sk ok o
011691 st sk ske ok ok ok sk ok skosk sk ok ok 0 08665 ok

0.11256 **ksrrskssksks 0.08602 *** ok

0.1102] *Hkskskkskokshosk 0.08575 **+* ok ok
0.09771 ***ksskskssdsnk 0.08547 sokok .
0.0041] ***xxrshsns 0.08494 . %
0.08849 **kkskkskskssn 0.08484  Fk sk koo o
0.0845() **kkskskkosksk 0.08431 % x
0.07451 ks 0.08349  *kskskskstokokoksk ks sdskkok sk sk ok
0.06908 **#*kxxs 0.08283

0.06630 **#*kxksk 0.08234 **%

0.06114 ***xxkx 0.08192

0.05762 **#xxxx 0.08140  H¥kskokskskeskor sk ookt
0.05535 Hksksksxs 0.08002  #kskokoksoskok sk sk ok skt ok o
0.05187 **¥xxk 0.08057  *ksdesdesesdokobok ook kokok o
0.04927 ik 0.07971

0.04284 **x*x*x 0.07916  H*sksksdskododskskdsk ks k
0.04211 *#+kxx 0.07868 LTS *
0.03724 ks 0.07810 **+* .
0.02799 *** 0.07774 *

0.02659 *** 0.07512  Fkskokokskoksk ok s skt
Premiére simulation Deuziéme simulation

Pour n = 500, dans 2 cas sur 10 Ia premiere valeur propre n’appartient pas a
Pintervalle. Pour n = 1000, et n = 10 000 toutes les valeurs propres appartiennent
aIintervalle (pour 10 simulations).

Dans ces simulations, les variables étaient deux a deux indépendantes.

Le risque o de rejetter a tort I'hypothése d’indépendance deux a deux des
variables quand il existe des valeurs propres a I’extérieur de I’intervalle, est alors
d’environ 5 % pour n petit, mais diminue lorsque n augmente.

4.3 Application & un cas de variables non indépendantes

Pour cet exemple nous avons repris des données médicales publiées dans

Andersen (1991), concernant I'espérance de vie de malades du cancer de I’ovaire,
ayant subi différents traitements postopératoires.

Les données sont sous forme d’un tableau de contingence croisant quatre
variables dichotomiques observées sur 299 individus.

A : traitement aux rayons X

B : survie aprés 10 ans

C : opération radicale ou limitée

D : stade avancé ou non du cancer lors de I’opération
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D C B A
stade opération | survie | rayons-X
non oui

non avancé | radicale non 10 17

oui 41 64

limitée non 1 3

oui 13 9

avancé radicale non 38 64
oui 6 11

limitée non 3 13

oui 1 5

Nous savons (cf. Andersen 1991) qu’il existe une interaction entre les deux
variables B et D.

Notons par X1, X2, X3 et X4 les quatre variables A, B, C et D.

le nombre d’individus : n = 299

le nombre de variables : p=4

le nombre de modalités des variables: m; =mo =m3g =my =2
P

le rang de la matrice X : q= E(mi —-1)=4

Nous calculons ensuite la moyenne m et la variance estimée o :

1 1 /11
D oy
1#)

L’intervalle & deux écarts-type associé aux valeurs propres est donc : [0.19992,
0.30008]

Nous obtenons les valeurs propres suivantes :

0.4145 sk koo sk sk dofoe
0.2512 sksoksrsdoksokksok ok
0.2449 #*kkrsiorskokkdokkk

0.0894 **xx*

La premiere et la derniere valeur propre ne sont pas dans ’intervalle, soit 50 %
des valeurs propres, le risque o dépasse de loin les 5 %, ce qui confirme la non
indépendance entre les variables aléatoires étudiées.
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5. Conclusion

L’examen de la distribution des valeurs propres en ACM peut permettre de
déterminer le nombre d’axes principaux a retenir pour la reconstitution des données.
La complexité des distributions des valeurs propres dans le cas général nous a amené
a étudier le cas simple de 1’indépendance dans le but de préciser le seuil d’élimination
des valeurs propres. Nous proposons ainsi une procédure empirique qui fixe ce seuil
en fonction de la variance interne au spectre des valeurs propres. Nous justifions que
seules les valeurs propres supérieures a ce seuil sont significatives.
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