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5-01

TRANSCENDANCE ET INDÉPENDANCE ALGÉBRIQUE

DES VALEURS DE FONCTIONS MÉROMORPHES

par Michel WALDSCHMIDT

Séminaire DELANGE-PISOT-POITCU

(Théorie des nonbres)
13e année, 1971/72, 11° 5~ 9 p. 29 novenbre 1971

Après avoir un théorème de Schneider sur les valeurs algébriques de fonc-

tions morphes algébriquement indépendantes satisfaisant une équation différen-

tielle, nous introduisons la définition de "SUiteS généralisant la no-

tion de sequences" qui permit à d’obtenir des résultats de

transcendance concernant des fonctions algébriquement additives ; nous pourrons a-

lors étudier l’indépendance algébrique des valeurs de fonctions grâce

à la notion de type de transcendance d’un corps.

1. Introduction. Théorème de Schneider.

En 1949, SCHNEIDER, reiarquant que toutes les démonstrations de transcendance que
avait effectuées avec la méthode do Gol’fond avaient do nombreux .points com~

réussit à regrouper ces propriétés en un général sur les conditions

arithmétiques pour la dépendance algébrique de fonctions.

Suivant 1s définition de [7], nous dirons qu’une fonction entière f est

d’ordre inférieur ou égal à p 9 s’il existe deux constantes positives C et R~
telles que

ce que nous noterons (notation de VINOGRADOV) :

Une fonction méromorphe est d’ordre inférieur ou égal à p , si elle est quotient
de deux fonctions entières d’ordre inférieur ou égal à p.

~ ~

de Schneider. - Soient K un ,corps de nonbres, f, , ... , f des 

tions méromorphes d’ordre inférieur p . On suppose que fi et f sont
algébriquement indépendantes sur C , et que la dérivation opère sur le corps

... , f ) . Alors il n’existe qu’un nombre fini de nonbres complexes w tels
q~ K P’our i = 1 , ... , d .

Cet énoncé peut être complété par une majoration du noMbre m de w ~ C pour les-

quels eKy i = 1 , ... , d . Une telle majoration a été donnée par SCHNEIDER
LIPMAN [9], LANG [6], [7] (voir aussi, l’appendice de son livre et

le meilleur résultat actuellement Q] + 1 est dû à BOMBIERI [l]
(Voir aussi [8]) qui a étendu ce théorie aux fonctions de plusieurs variables.



Le do Schneider contient la transcendance de e~ pour a algébrique
non nul la trancendance de a pour a et b algébriques,

a ~ 0 , a F 1 , b irrationnel (GEL’FOND-SCHNEIDER), ainsi que de nombreux ré-

sultats de SCHNEIDER sur les fonctions elliptiques :

Soient p et P 
* 

deux fonctions elliptiques de Weierstrass dont les invariants
~ ~ ~ ~ 

’ 

, ...

g2 , g3 , g2 , g3 sont algébriques ; soient a , b , a y p des nonbres algébriques

(a , b) ~ (0 , 0) , 03B1 ~ 0 , 03B2 ~ 0 , et suit t e C . On suppose que les deux fonc-

tions p(z) algébriquement indépendantes sur C . Alors,

~-~ L’un des deux nombres ~(t) ~ at + b~(t) est transcendant ou infini (~ é-

tant la fonction zêta de Weierstrass associée 

2° des deux nombres p(t) , est transcendant ou infini,
3° L’un des nombres p(t) ~ e est transcendant ou infini.

Le théorème de Schneider est le meilleur possible si l’on tient compte des remar-

ques suivantes :

- Les deux fonctions t , e prennent des valeurs algébriques pour tous les
zéros du Q(t) à coefficients algébriques ([7], p. 22) ; j
- Les fonctions t , et , et2 , ... , prennent leurs valeurs dans Q(e) pour

toute valeur entière de t ([7J~ p. 41) ;
- Les fonctions 2 ~3 ~5 y ... preiment leurs valeurs da:is Q pour toute va-

leur entière de t .

Le dernier exemple neutre que, si la dérivation n’opère pas sur le corps
... y fd) , le nombre de points u e C y pour lesquels K peut &#x26;tro

infini 1 le seul résultat que l’on puisse espérer concerne alors leur répartition
dans C (il en est de nêrie si on supprime l’hypothèse que K est un corps de non-

bres pour la remplacer, par par IL = Q(e) ). Cependant, le théorème sur la
transcendance de qui avait été obtenu par gEL t lqJi,jD grâce aux fonctions eZ,
e , avait été démontré simultanément, et indépendamment, par SCHNEIDER avec les
fonctions Z et a = oxp( z log a) , qui ne vérifient pas d’équation différentielle
à coefficients algébriques. Une généralisation de cette méthode devait permettre à
LANG et à d’obtenir une majoration do la densité (en un
sens précisé plus loin) points algébriques communs à ... , sans suppo-
ser que les fonctions considérées satisfont une équation différentielle.

RAMACHANDRA utilise la notion de "weighted sequences", tandis que LANG définit
l’ "ordre arithmétique d’une fonction", qui lui permet également d’énoncer un résul-
tat dans le cas ou K est une extension de Q de type de transcendance inférieur
ou égal à T (nais la démonstration du théorème 2, chap. V, § 3 de [7] comporte
une erreur dans l’estimation du nombre d ’équations). La définition de "suites pondé-

rées", qui contient les deux notions précédentes, nous permettra d’étendre à la fois
le théorème de Schneider et celui de Ramachandra aux extensions de Q de type de

transcendance fini. Nous verrons enfin que, en ajoutant des conditions analytiques



sur les fonctions f1 , ... , fd , on obtenir des résultats concernant en

particulier les extensions de Q de degré de transcendance 1.

2. Taille, type de transcendance et suites 
~....¿J .~rw~:a~V~.,~w,/.,~,r:,3~,~., rr. ,~o~,~,~,~’v~.~r~s.:f~hlV:x

~~~ Définition de la taille.

La notion de taille, généralement utilisée po’ur les nombres algébriques, être

étendue aux sous-corps de C de type fini sur Q . On de la [lanière 

te :

Taille pr;:lynS e. - Soit un corps muni d’une valeur absolue, et soit

P E ... , Xq] un polynôme non nul de degré à 

On définit la taille de P par

Taille sur une extension de Q de type fini. - Soient Q un corps de caractéris-

tique nulle muni d’une valeur absolue, K un sous-corps de Q de type fini sur Q
q ~ 0 le degré de transcendance de K sur Q .

Il existe des éléments ... , x y y de K (système générateur de K sur

Q ) tels que K == ... , xq , y)q , avec x1 , ... , x algébriquement indé-

pendants sur Q y et y entier sur Z[x1 , ... , x j .
Soit 6 == [K : ... , x ) 1 la degré do y .

~~- ~ ; q 
"

de unique :

a = 03B4-1i=0 ai yi , avec ai e ... , xq] , 1 $: i  q .

On définit ~lors la taille de c~ 

Endin, si Ci E c~ de unique

où, pour i== 1 , ... y 03B4 - 1 , a. et b. sont deux éléments de ... , xq]
sans facteur communs. Soit c le p. p. c. n. des polynômes b.. y ... , b03B4-1 (on
dira que c est un dénominateur et soit 3==Cû’ . Alors

On définit la taille de ~r par

La fonction t , ainsi définie sur K , dépend du système de générateur (x1 , ... ,

x , y) choisi, mais on constate facilement que, si (x’1 , ... , x’q , y’) est un
q 1 q



autre système de générateurs de É~ avec lequel on définit une taille t ’ , il

existe une constante C positive telle flue, pour tout K f on ait

(B) Type de transcendance.

Soient 03A9 un coprs de muni d’une et K un

sous-corps ûe 03A9 de degré de transcendance fini sur Q . On dira que K a un type
de transcendance sur Q inférieur ou égal d T s’il existe unu base de transcen-

dance (x1 , ... , xq) de i1 sur Q et une constante C positive telles 1 q --

tout ~ ~ ~~x i ... , .x ~ i ~~n ~i t

On démontre alors que, pour tout sous-corps L de K de type fini sur Q , il
existe une constante C positive telle que, pour tout 03B1 ~ L , on ait

où tL est la taille définie >jr L à partir d’un système générateur quelconque
de L (la constante CL dépend de ce système générateur).

Ainsi la notion du type de transcendance est intrinsèque et ne dépend que du corps
î (et non di la ba,se de transcendance (x1 , ... , x ) choisie pour la relation

( 1) ) * 
q

que, dans le cas où la, valeur absolue sur Q coincide sur Q avec le. vi..oooo

leur absolu,; ordinaire, alors un corps de nombres si un ty;j>e de transcendance infé-
rieUr OU égal à 1 sur £ . D’autre pa.rt, si, K tà un type de tran.scendance inférieur
OU égal à T sur Q et si q est le degré de transcendance de Ii sur Q , alors

T % q + 1 (Ceci Se démontre à partir du principe de Di ri ch et (7]) .
(C) SUites pondérées.

Soient ’~ Un rP~ de Ài ? £i ’ ° ° ° ’ fd fonctions "’16&#x26;’
briquement indépendantes sur IL , d’ordre inférieur ou égal à p 1 ’ ., ° ’ p à re-- ’"

pectivement. On pose p = (c + ... + p )/d . Soient À un réel positif, et 1 ’ )
une suite CÎ@ sous-ensembles finis de C . On dira que (S ) est une suite

- n 
’ ’ 

- 
’~ 

"" 
’

relative a’a Îi et a°11X fonctions f , ... , -( 
, 

]e densité supérieure au £-
gale à 03BB03C1 , si

1° Il existe un sous-corps L (1(=? K , 1 de type fini sur Q tei que

2° Pour tout i = .1 , ... , d , il existe une fonction entière h. , sans zéro
dans S - U S~, telle que h~ f~ entière, et 

"

3° Pour n .-~.~y ~, ~ on a



Exemples. - Soient x1 , ... , x (resp. ... , y. ) des nonbres complexes
Q-linéairement indépendants.

(a) Soit L le curps obtenu en adjoignant à Q les 2d nonbres exp(x. y.) y
i== 1 , ... , d y jas 1 , ... , l . Soit S 

n 
l’ensemble des nonbres

La suite (S ) est une suite pondérée ralative à tout sous-corps E de C con-

tenant L , et aux fonctions f.(z) == exp(x. z) , i = 1 , ... , d , de densité su-

périeure ou égale à ~ (p = 1) .

(b) Choisissons fiez) = z) pour fd(Z) == z ~

et soit L le corps obtenu en adjoignant à Q les ld nonbres (y. y y.)) y
i = 1 , ... , Soit S 

n 
l ’enserible des conbinaisons li-

néaires a. y. + ... + e Z ~ l~a. n ~ et soit K un sous-corps de

C contenant L. Alors (S ) est une suite pondérée relative aux fonctions f. et
~" n 3-

au corps K ~ de densité supérieure ou égale Ici, p ~ (d - 1 + e)/d pour

tout e positif.

Renarc.ue. - RAMACHANDRA [10] a construit des suites pondérées relatives à Q

(clôture algébrique de Q dans C ) et à des fonctions f. avec f.(z) = z ,
~ ~ il’

exp(bz) ou avec b et c complexes non nuis, quand les invariants g~
et g~ de la fonction p sont algébriques. En fait, on peut construire des suites

pondérées relatives à un sous-corps quelconque K de C et à des fonctions f.

avec f.(z) = z , exp(bz) , b(cz) ou 03B6(cz) , où 03B6 est associée aune fonction

? dont les invariants appartiennent à. K .

3. Majoration do la densité de suites pondérées.

Le résultat de que nous avons annoncé au § 1 peut s’énoncer: i "Toute

suite pondérée relative à un corps de nonbres a une densité >. Bp telle que

03BB  d/(d - 1) Il (le résultat de LANG dans le cas algébrique correspond à d = 2 ,

p = 03C12 )’ Plus généralement, on peut démentrer le théorème suivant.

THÉORÈME 1. - Soit K un sous-corps de C de de transcendance inférieur ou

égal à T sur Q. Soit (S~) une suite pondérée relative à E et à des fonctions

f1 , ... , de densité supérieure ou égale à 03BB03C1 . Alors :

1° Si d > T > 1 , on a ÂTd/d- r)..
2° Si si la dérivation opère sur le K-espace vectoriel - 

* " **’ ’ "~ ~’~ 
"-~-"- 

"~ L ~’--’"*’201420142014~~-~~~’~--~ ~ 
.. 

d
et si, pour tout entier k ~ 1’ , on a

al~ors~ ?~  ~ ~r~ .. ~)d~~d .. T) , 

Remarque 1. - Supposons que K soit une extension algébrique ae Q ; a.lors K a



un type de transcendance inférieur ou égal à T sur Q pour T ~. 1 . Dans ce cas,

- On déduit de la relation du 1° le théorème de Ramachandra, qui adiet cône co-

rollaires le théorème de Gel ’fond-Schneider sur la transcendance de a (considé-
rer les deux fonctions z et aZ, avec p.  1 et p 

= 1 ) , ainsi que la trans-

cendance de l’un des six nonbres exp(x. y. ) , i = 1 , 2 , j = 1 , 2 , y 3 y où

x x (resp. y1 , y2 , Yo) sont des complexes Q-linéairement indépen-
dants (LANG a donné une déponstration directe et si.iple de ce résultat [6], [7]).
D’autres corollaires du théorème de Ramachandra, concernant les fonctions elliptiques

sont exposés dans 

- La relation du 2° montre que, dans le cas d’un corps de nombres et quand la dé-

rivation opère? on a card Sn ~ nE pour tout E > 0 ; le théorème de Schneider (§ 1)
montre qu’en fait l’ensemble S = U S 

n 
est fini. 

.

On peut remarquer que, même dans le cas algébrique, le théorème 1 ne semble pas le

meilleur possible ; une amélioration très faible, telle que À  d/(d - 1’) 
vient à la condition T > 1 dans la relation du 1°)montrerait par 
la transcendance du nombre 2)/(log / les conjectures de LANG [7],
SCHNEIDER [11 ] et [ i0]).
D’autre part, il serait souhaitable que l’on élimine l’hypothèse sur le ty-.e de

transcendance de K pour obtenir des majorations ne dépendant que du degré de trans-

cendance q de Il sur Q . On peut conjecturer que le théorème 1 reste vrai quand
on remplace T par q + 1 . Dans le caj le plus simple (q = 1) , y on connaît un

tère valable pour tout nombre complexe ([3], [4], [6], Ll3j) qui peut y dans certains

cas, remplacer l’inégalité (l) :; les hypothèses supplémentaire;" concerneront les

fonctions f y ... y et non le corps K*

~ ~

THEOREME 2. - Soit K0 un sous-corps de C du type de transcendance inférieur

ou égal à T sur Q , et soit K une extension de E.. de degré de transcendance

1 ; une suite pondérée relative à K et à des ... ~ f.
de densité supérieure ou égale à 

1° On suppose qu’il existe deux constantes positives C et n0 telles que, pour

et tout P e ... , Xd] vérifiant

si F = Pn(f1 , ... , i’un des nonbres Fn(z) , z ~ SCn , est non nul.
Alors 03BB  203C4d/(d - 203C4) .

2° On suppose que la dérivation opère sur le K-espace vectoriel Kf. + ... + Kf.
et que, pour tout entier on a

On suppose également qu’il existe deux constantes positives C et n0 toiles

que, pour tout et tout polynô .e non nul P = ... , X ] vérifiait



si F ... , l’un des nombres F(s)n(z) , s = 0 , ... , 03C6(n).(log n)-1

et z est non nul.

Alors À (2T- l)d/(d-2T) .

Renarque 2. - On peut par exemple en utilisant un résultat de TIJDEMAN

[12], ou en utilisant le lemme 3 de Ll3]y que les hypothèses concernant les zéros

des fonctions F sont vérifiées quand les fonctions ... , f~ sont égales à

z ou à exp(bz) .

Montrons~ par exemple, que l~on peut déduire de la partie 2~ du théorène 2 le ré-

sultat suivant (dû à GEL’FOND [4]) : Si a et b deux nombres algébriques.
b irrationnel cubiQue, alors les deux nonbres a ~ a 

algébriquement indépendants sur Q $

Si on considère en effet les trois fonctions suivantes

on construit une suite ~ ~ ~ avec
n

relative aux fonctions fl’ f~ et au corps K obtenu en adjoignant à Q

les nombres a ~ b ~ a et de densité supérieure ou égale à 3 == ~.p ~ avec

p = 1 . Corme la dérivation opère sur K f. + X f + X f3 , on déduit du théo-
rêne 2 T > 1 , donc il n’est pas extension de Q de degré de transcendance

1 .

De la nanière que pour le théorème sur la transcendance de a y on peut dé-
montrer ce résultat de GEL’FOND, sans utiliser d’équation différentielle, à partir

des fonctions f.(s) = z , ~~(z) = ~i~~ ~ ~ ~ et avec

S = (u + u2 b + u3 b2 1 1  ui  n) . Mais cette démonstration utilise des najo-
rations telles que

alors que les définitions précédentes ne nous permettent que d’utiliser des majora-
tions du type

C’est pourquoi la partie 1° du théorème 2 ne permet pas d’obtenir le résultat.

Mais la remarque précédente montre qu’il est utile de remplacer, dans toutes les

définitions, les majorations Rp par RP( log R)P’ avec (p, p’)e R2 . On améliore
ainsi les théorèmes 1 et 2, ce qui nous permet de ro trouver tous les résultats

d’indépendance algébrique des valeurs de la fonction exponentielle qui ont déjà été

obtenus par lanéthode de ([2], [4], [7], [l2], [13]).



pan,1 les autres améliorations possibles des théorèmes 1 et 2, signalons l’intro-

duction d’une densité inférieure ([10], [l .-l]) , qui est utile quand les fonctions

f , ... , fd admettent une période commune ; d ’autre part, on peut modifier la,

définition des pondérées en remplaçant les deux corps Il et L par des

corps ... , Kd et L. , ... , Où Ln est une extension finie ."; Li ,
en remplaçant la condition f. (S ) C £, pe= f. (5 ) 1 K. " L .

.~ 
’ 

i n r n i n

1"oi>r ter miner, nous allons examiner le cas particulier où l ’ensemble S = U Sn
possède un point d ’accumulation dans C .

4.. Propriétés arithmétiques des valeurs de fonctions analytiques en une suite con-
vergente de points.

Dans les énencés précédents, les propriétés utilisées concernaient les valeurs

fiez) pour ) z ) = R ten:ant vers l ’infini ; lorsque l’ensemble S admet un point

d’accumulation TT e C , il suffit que l ’on étudie les fonctions f, au voisinage de
- i

1 pour obtenir la conclusion.

, ,

3. - Soient T ’ a ’ b ’ Ci ’ c2 , ?1 ’ °° ’ 03C1d , p( , ° ° , 03C1’d des

nombres réels, % T 3 1 , Ci > ° , c2 > ° . ôn pose

P " (Pi + °° + Pj)/d ’~t P~ " (P( + ° ° + 
Soit Il Un §Oy4-£?t£s, d3 C de_tjj;>£, fini et de type de transcendance inférieur

ou égal à T sur Q ; soient fi , ... , fd des fonctions analytiques en 0 , al-
gébriquement indépendantes SU£ K g uBe suite de nombres complexes deux à

deux distincts, convergeant vers o , et tels q.je

On suppose que, pour tout n et pour ~, ~ 1 , y .... d , on a f ~ ~ ~ ~ ~‘~ K avec
_: j~ n ’~’20142014

Si p’ lors a  T(p + 1/d) .

Dans le cas algébrique ( T = 1 ~ ~ on retrouve un. résultat de 
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