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Séminaire DELANGE-P ISOT-POITOU 2-01
(Théorie des nombres)

17e année, 1975/76, n° 2, 7 p. 13 octobre 1975

TRANSCENDANCE DANS IES VARIETES DE GROUPE (II)

par Michel WALDSCHMIDT

Dans un exposé précédent [ 6], nous avions étudié les sous—groupes & un paramdtre,
et nous considérions essentiellement des variétés lindaires ou abéliennes. Nous gé-
néraliserons ici certains de ces résultats aux variétés de groupe quelconques, puis

aux sous-groupes a plusieurs paramdtres. Cet exposé sera consacré i 1'étude des va~

leurs en des points algébriques de sous—groupes analytiques, sans hypothése de nor-
malisation de ces sous—groupes.

Valeurs en des points algébriques d'homomorphismes analytiques. = Soit G une

variété de groupe (c'est-a-dire un groupe algébrique connexe) définie sur le corps
:§ des nombres algébriques ; soit ¢ @ QF — GC un homomorphisme analytique ; il
existe une application linéaire £ de QF danévl'espace tangent TG de G a

ltorigine, telle que ¢ = eXp, o £ . Quand £ est injective, on dit que ¢ est un
sous-groupe & n paramdtres de G .

Nous nous proposons de majorer le rang £ sur Z des sous—groupes [' de EP
dont 1'image par ¢ appartient a GE .
1. Sous=groupes & un paramdtre,.

Quend n =1 et £#0, ¢ estun sous-groupe & un paramdtre de G . Considé-
rons d'abord le cas d'un groupe lindaire G = GLN(Q) ; il existe une matrice
Me MN(Q) telle que ¢(t) = oxp(Mt) . Si M est nilpotente, ¢ est une fonction
rationnelle, et ¢la) € GLNC§) pour tout a€ § . Si M n'est pas nilpotente, M
posséde une valeur propre A # O ; pour tout te€(C , Mt

H est une valeur propre

de exp(Mt) ; donc si ¢fa) € GLNCQ) , alors o'® e:é .81 a » a, sont deux
nombres algébriques tels que ¢(a1) et w(az) appartiennent a GLN(E) sy le théo—

réme de Gel'fond-Schneider sur la transcendance de aB montre que a, » & sont

2
S-linéairement dépendants. Autrement dit, avec les notations précédentes :

GC = GLN(Q) H n=1: ¢ irrationnel =>4 < 1 .

Considérons maintenant une variété abélienne, et, pour commencer, une variété de

dimension 1 , c'est—a-dire une courbe elliptique & paramétrée par une fonction
p de Weierstrass d'invariants g, 9 g3 algébriques :

2 _,3
PT =4y — ey p -

Quand & est plongée dans l'espace projectif ‘EZQQ) » l'application exponentiel-
le est

¢ —> &

2 —> (1, p(z) » p'(2)) ;
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soit
A C—>C
t —> At

une application linéaire injective (A # 0) .

I1 est bien connu que, si (wl ’ w2) est une base du réseau des périodes de P »
on a p'(wl/Z) = p'(w2/2) =0 , donc p(w1/2) et p(w2/2) sont algébriques. De

plus, si p admet une multiplication complexe, alors w2/w1 est algébrique ;

choisissons A\ = wl ) a1 = 1/2 ) 8, = w2/2w1 ; dans ce casy on adonc £ =2 . En
fait, dans ce cas particulier, on peut déciire d'un théordme de Schneider ([5]»
théordme 16) 4 < 2 ; et on déduit de ce mBme théordme 4 < 1 quand & est une

courbe elliptique sans multiplication complexe,

Dans 1'exposé précédent ([67], théoréme 1), nous avions démontré 1'inégalité 4£<2
pour tout sous—groupe & un paramdtre d'une variété abélienne., Le schéma de la dé—
monstration était le suivant : considérons une coordonnée projective f de ¢ »
non constante ; & cause de la périodicité de la fonction théta de la variété abé~-
liemme, la fonction f est transcendante (sur _Q_(z) ) 3 comme f est méromorphe
dans C , d'ordre 2 , et prend aux points de T des valeurs algébriques (ou infi-
nies), on est ramené & utiliser un critdre de transcendance ([6], critdre 2).dont
voici un énoncé approximatif,

CRIT]\ERE Cl' - Soient T un sous—groupe de :_d s de rang L sur Z , g_t_ f une
fonction méromorphe dans C , transcendante, d'ordre inférieur ou égal & p 5 on
suppose f(T) € Q u {=} ; sous certaines hypothdses techniques, on a 4 < p .

En utilisant les majorations 4 <1 et 4 <2 , obtenues dans les cas linéaire
et abélien respectivement, nous allons démontrer le théordme suivant.

THEOREME le = Soit o C —> Gc un sous—groupe irrationnel & un paramdtre
d'une variété de groupe G définie sur § e« Soit T' un sous—groupe de § » de

rang 4 sur Z , tel que cp(I‘)CG-Q-,Alors L <2.

Démonstration. — Soit L un sous-groupe linédaire maximal de G tel que G/L
soit une variété abélienne A définie sur § s notons ¢ G ==>A et

o TG —-— TA les homomorphismes canoniques :

0> 1 =—> ¢ —> A —>0
A

expL eXPq /\“erpA
’ it
O——>TL-—->TG—-—-—>TA——>O

st £(C) €1 5 alors (C) L, of) Slg,etona L1,

Si B(g_) n'est pas contenu dans TL » alors 1% o £ n'est pas nul, donc

exp, o m™ o £ est un sous—groupe A un paramdtre de A >, et ona £ 2.
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2, Homomorphismes de EF dans GC .

~

(a) Cas linédaire. — Soit ¢ 3 p_n —_— GLN(_(}_) un homomorphisme analytique ; on a
@(E) = exp(8(F)) ; o £ est une application lindaire de g? dans MN(Q) :

5‘3(1:1 $ eee s tn) =M b ke MOt

comme ¢ est un homomorphisme, on a

exp{(Mi + Mj)‘b} = {exp(Mi t)}.{exp(Mj t)} »

'\ Z 3 = 0] -
dtou on déduit MiMj MjMi (1s1,3sn).

Inversement, si M1 9 ees 3 Mn sont des matrices commutant deux & deux, l'appli-

cation

n
e - GLN(Q)
(tl S0 ee? tn) l""""> exp(Ml tl +.o'+ Mn tn)

est un homomorphisme analytique. Par exemple,

£t +t £, +t.
1 2 + 21 2

?
1772 \o PRI
est un sous-groupe 2 deux paramdtres de GLZ(Q) » qui prend des valeurs algébriques
en (1, 0) s (0 5 1) » ainsi qu'en tous les points (o: s =) s « €§ o Cet
exemple montre qu'aucune majoration de ¢ n'est possible sans hypothdse supplé-
mentaires On peut faire porter la restriction soit sur l'homomorphisme ¢ , soit
sur le sous-~groupe I .

Commengons par imposer une condition sur T , 1l'homomorphisme ¢ étant seulemcnt
supposé irrationnel.

LEMME 2, - Soit ¢ ¢ En —_— GLN(_(}_) un homomorphisme analytique non rationnel.
Soient -51 ? eee 3 En+1 des éléments de @n tels que, pour tout v e _Q_n y v#0 ,
deux des produits scalaires V.Ej » (1<j<n+1) soient Q-lindairement indé-

pendants. Alors les images de —51 » eee » B ., PAT © n'appartiennent pas toutes

a

32 (9 .

Démonstration. - D'aprés 1l'hypothése, 31 Yeoes En sont C-~linéairement indépen—

dants ; notons By 2e+«» B, les nombres (algébriques) vérifiant

an+1 = Bl 8'1 + eee + Bn a, -
Montrons que 1 , Bl ? eee s B sont Q-lindairement indépendants ; sinon il
existerait des entiers rationnels CO ’ 01 veees C s non tous nuls avec

B, =0

co+0181+...+c n

n
soit v € Qn tel que '-V-.ak = Cp (1 £ X £ n) ; par hypothdse, deux des nombres
Cy #eee2 Cp oo ;'-a-n+1 sont Q-lindairement indépendants, c'est-a-dire que

;'an+1 =-c, est irrationnel ; contradiction.



Ecrivons ¢ sous la forme

oF) = exn(3_ M t) .

Comme ¢ est irrationnel, 1l'une des matrices Mk a une valeur propre non nulle;

il existe un vecteur propre commun a M1 ? ece 9 Mn s correspondant & des valeurs

propres )\1 ? eoe 3 )‘n respe=tivement, avec N\ = ()\1 23009 )\n) £0 .

Supposons “-)Gj) € GLN(Q) (1 £j<&<n + 1) s alors le nombre aj = exp(T.Ej) ’
valeur propre de (p(_a.j) » est algébrique. Mais

o - B1 Bn
n+1_a1 “'Oln '

ce qui contredit un théordme de BAKER ([1], théordme 2.4).

Nous allons utiliser le lemme 2 pour montrer le résultat suivant, ou la restric-—

tion ne porte plus sur le sous—groupe [ , mais sur l'homomorphisme ¢ .

LEMME 3, = Soit ¢ _Q_n — GLN(Q) un homomorphisme analytique ; on suppose que;
pour tout e:@-n + ¥ #0 , 1'homomorphisme z p—> o(y.z) de C dans GLN(Q)
est irrationnel., Si 81 1 eee 1 By sont des points Q-linéairement indépendants de
En » dont les images par ¢ appartiemment a GLN@) » alors 31 Y eee 3 Eﬁ. sont

C-linéairement indépendants ; en particulier 2 < n .

On remarquera que l'hypothése faite sur ¢ implique en particulier
ker £ n:@n = (0) .

Démonstration du lemme 3, -~ Commengons par démontrer 1'inégalité 4 < n par

récurrence sur n j; pour n =1, ¢ est un sous-groupe & un parametre irrationnel,
et nous avons obtenu 4 <1 au §1 (on peut aussi appliquer le lemme 2 avec n=1 )e
Supposons 1'indégalité démontrée jusqulau rang n -~ 1 - Si 4 >n + 1 , d'apreés le
lemme 2, il existe v € En ’ v # 0 s tel que le rang sur Z du sous—groupe de C

engendré par les produits scalaires Vogl 9ece? vpan+1 soit inférieur ou égal a

1 3 par exemple, si ;°—£n+1 engendre ce sous-groupe, il existe Ty € Q tel que

ve‘- = T Ve
8 kY841 ?

& 4 - - -n -] -
pour 1 <k £n ; les éléments a; 7 ces 9 aI‘1 de Q , définis par

a.l":=a.k—rk..am_1 (1 gk <n)
sont alors Q-linéairement indépendants, mais C-linéairement dépendants, car or-
thogonaux &4 v . Notons E’l Seeed '5\') (asvec 1< v<n~ 1) une base du C-espace
vectoriel engendré par E; ? eec = '5;1 ; soit @ QV _— GLN(Q) 1'homomorphisme
analytique, défini par
s A = } ! e eo —-'
\y(zl 9 ves s v) q:(El z, + + al zv) .
Pour B = (Bl Yeeos Bv) €®’ > B#0 , L'homomorphisme u p—> ¢(B.u) = oly.u) »

avec

v = P ot
Y Blal"'-eo“"e\)a\),
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est irrationnel, car y # 0 .

Comme les composantes de E\"_H dans la base Zl ? eee 9 ;:) » sont algébriques et

ne sont pas toutes rationnelles, { prend des valeurs dans GLN@ en au moins

v + 1 points Q-lindairement indépendants de :Q-\) y ce qui contredit 1'hypothese de
récurrence.,

Maintenant que l'on a montré 1'inégalité 4 < n » on démontre 1'indépendance li-

néaire sur C de 8 7 eee s @) si
espace vectoriel engendré par AR

&
?

S ees 9 a\) est une base sur C du C-
e+ 2 8, s avec v<Jy salors y<n-1,et

1'homomorphisme

+ cee + 8
(z1 ’ ' zv) — eXp(Z1 7 + 3 Z\))
de _Q_V dans GLN(SJ_) prend des valeurs algébriques en y + 1 points Q
linéairement indépendants, ce qui contredit le début de la démonstration (c'est—a~-

dire 1'inédgalité 4 <n au rang v ).

(b) Variétés non lindaires., — Considérons d'abord 1l'exemple suivant. Soit & une

courbe elliptique avec multiplication complexe, dont 1l'application exponentielle

est paramétrée par une fonction p de Weierstrass, d'invariants gy 1 83 algé—
briques, et de périodes fondamentales w9 Wy . Soit ¢ ¢ 22 — E—SC l'homomoxh :
phisme défini par (p('bl ’ t2) = eng(‘”l tl + w, t2) . Cet homomorphisme prend des
valeurs algébriques aux points (1 ’ O) ’ (O ’ 1) s et (a ’ (wl/wz)a) » pour tout
o € § (en particulier g=1 et o = (w2/w1) ). Dans cet exemple, ¢ n'est pas
un sous-groupe a deux paramdtres, mais on obtient une situation analogue en consi-

dérant le sous-groupe & deux paramétres de GLZ(_C_) x & 3

1 %4y .
Dans ce cas, aucune majoration de ¢ n'est possible.
Pour obtenir des résultats concernant les variétés non lindaires, nous introdui-

sons la condition ()\) suivante,

Définitions. - Un sous—groupe T de :@_n satisfait la condition ()\) (avec A

réel pOSitif) s'il possdde une base Gl ? eee Eg) sur 7 telle que

. — -1 . -
mln{lkl a, + eee +kz azl 3 kj € Z » lkj’ <N} >N

pour N ==> + o ,

Un sous—-groupe I de §n de rang 4 sur Z est trés bien distribué dans gn

s'il satisfait la condition (A) pour tout A\ > max{0 , -'2%1— -1} .

La vérification de la condition de répartition (A) des points de T dans En est

est un sas-
groupe quelconque de En (voir a ce sujet les commentaires & la fin de [ 2], ou est

en général un probléme difficile d'approximation diophantienne quand T

expliqué le lien avec une hypothése de densité de T dans gn )e Mais ici, I est

formé de points & coordonnédes algébriques ; on peut trivialement vérifier (A) en
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prenant pour )\ le degré sur Q du corps obtenu en adjoignant & Q les coordon—

nées des points B, s ees s az 3 on peut aussi déduire des travaux de SCHMIDT sur

les systimes de Roth ([4], §7.3) des conditions nécessaires et suffisantes pour que

I' soit trds bien distribué dams " .

La condition (A) intervient dans un lemme de SCHWARZ [ 2] qui permet de démon—

trer un critdre généralisant C. ([7], théordme 5.1). Voici un énoncé approximatif,

1

CRITERE Cn « — Soient T un sous-groupe de §n y de rang ¢ sur Z , et f une

?

. ’ n k3 z . N
fonction méromorphe dans C° , transcendante, d'ordre inférieur ou égal & p ; on

suppose f(T) © _§ U {=} ; sous certaines hypothdses techniques, si T vérifie la

condition ()\) s alors

4 L ~-n
Asdoge_tome
2n on(n® - 1)

En particulier, si g > max{2n , np} , alors T n'est pas tres bien distribué.
Nous utilisons ce critére pour démontrer le théordme suivant.

THEEOR}BME 4o - Soient G une variété de groupe définie sur Q , o @ En —_— GC

un homomorphisme irrationnel, et I’ un sous—groupe de :_dn s de rang >2n + 1 ‘sur

Z s tel que o(T) © G5, 81
Si T vérifie la condition () , alors
n 1 1
N> = b —————
2(n® = 1) @ 20 - 1)

en particulier I' n'est pas trés bien distribué.

3
?

Démonstration, — Comme dans la démonstration du théoréme 1, il suffit de considé-

rer le cas d'une variété lindaire et celui d'une variété abélienne. Dans chacun de
ces deux cas, on peut appliquer le critére Cn’ avec respectivement p =1 et

p =2 . Dans le cas linéaire, on obtient ainsi A > (1/2(n - 1)) ; montrons que
1'on a en fait A > 1/(n - 1) ; grice au lemme 2, il suffit de montrer le résultat
suivant,

LEME 5. - Soient '5.'1 9 ees 3 Ez des éléments Q-lindairement indépendants de

§n , engendrant un groupe I vérifiant la propriété (A) avec

A< (g =1)/2(n-1)) - 1.

Alors, pour tout v e _Q_n y V#0 , deux des produits scalaires V.a

9ooe? Ve.a

£

1

sont Q-linéairement indépendants.

Démonstration du lemme 5. — Supposons qu'il existe v € g_n » V#TC , tel que

Veg, = ck.v.az ’ 1€k 4~-1 avec Cy 2 oees s cﬁ’_1 € Q 3 le sous-groupe TI''

de En » engendré par {-a_k- ) ;e ’ 1<k<4-1}, aunrang 4 - 1, et véri-

fie la condition (1) s de plus, comme tout &lément de T'' est orthogonal a 7

n—1

I'' peut 8tre plongé dans C 3 d'aprés le principe des tiroirs, on obtient
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A3 ((4 - 1)/2(n=-1)) =1 .Dlou le lemme 5.

Précisons que, dans le cas abélien, quand ¢ est un sous-groupe & n parametres

(autrement dit, quand £ est injective), on peut améliorer légdrement la conclusim
du théordme 4, sous la forme [ 7] :

1 1
ANzt me o)

Conclusion, -~ Soient ¢ 3 -gn —-—> G

Q? dans GC s et ' un sous—groupe'ae 251 » de rang 4 sur Z , tel que

o un homomorphisme analytique irrationnel de

W(F) c Ga . Nous avons obtenu au théordme 4 1'indgalité 4 & 2n sous certaines hy-

pothdses concernant la répartition des points de T dans g? s il serait intéres—

sant d'obtenir cette inégalité sous une hypothése concernant seulement ¢ , la plus
naturelle étant : pour tout Q'E EF‘, Q'# 0y 2z b—> w(Q.z) est irrationnel.
Dans ce casy, Daniel BERTRAND conjecture que TI' est discret dans ‘QF + Comme nous
1'avons vu, cela est vrai pour une courbe elliptique & et un homomorphisme de C
dans & (ef. §1), ainsi que pour une variété linéaire (cf. lemme 3, ci-dessus).

Dans le cas d'une variété abélienne, 1l'hypothese sur ¢ s'éerit ker o njgn = (0).
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