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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités : 1969/70

DEMONSTRATION SIMPLIFIEE D'UN THEOREME DE RNIGHT
par P,A, Meyer

Le résultat suivant est bien connu : il est dfi & Paul LEVY, et
on sait maintenant le démontrer trés simplement, au moyen de la
formule de changement de variables dans les intégrales stochasti-
ques ( voir la démonstration de KUNITA-WATANABE, dans [2] p.110 )
2

THEOREME 1.~ Soient X1,X eeoX? des martingales continues ( définies
sur un méme espace (2,E,P), relatives & une méme famille de tribus

(E,)) telles gue
xé-oﬂour i"‘t,ooo,n
<xi’xi>_t = t Eour i=1,oco’n

<Xi,Xj>t =0 gour i=1,¢.o,n N J=1,ooo|n ’ iiéj ]
Alors le processus Xé(X1,...,Xn) est un mouvement brownien & n dimen-
sions.

Supposons, maintenant que les martingales soient telles que X% =0,
< Xi,Xj > = 0, mais ne satisfassent pas & la seconde condition, Posons

A%_: < Xi,Xi> , et désignons par Ti la fonction réciproque de Ai Gﬂ
Le théoréme 1 entraine aussitot le résultat sulvant :
COROLLATRE,- Supposons que A'= %=, ,=A" | et que 1'on ait lim Al - oo,

Notons r la valeur commune des processus Ti. Alors le >o

processus X (X X2 ,...,Xn ) est un mouvement brownien & n dimensions
t Tt

F,KNIGHT a présenté & Oberwolfach en Mai 1970 le théoréme suivant,
qui étend ce corollaire de maniére frappante :

THEOREME 2. Supposons seulement gque lim A%~+oo pour i=1,...,n, Alorsg
t>
2

e _processus X (X1% 2,... Tﬂ ) est un mouvement brownien & n dimen-
gions, t

(*) ™= inf {u

Ai>s} ; on a Ali =8, et Tii = premier point de
T3 S
Croissance de A% a droite de s,
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L'énoncé n'est pas tout & fait celui de KNIGHT, qui est un peu
plus général et s'applique méme au cas ol les Aio sont finis. Nous
laisserons cela de cdté, et nous démontrerons le théordme 2 sous
cette forme, par une méthode différente de celle de KNIGHT,

Nous commengons par rappeler un autre résultat bien connu sur le
mouvement brownien lindaire ( [2], p.135 ) .

THEOREME 3, - Soit (Bt) un_mouvement brownien linéaire issu de 0, et
soit (B,) sa famille de tribus naturelle ( qui est continue & droite
aprés adjonction des ensembles négligeables ). Tout élément H de
Lz(goo) admet alors une représentation comme intégrale stochagtique

= B[H] + /mh dB,

ou(h ) est un processus prév1sible par rapport & la famille (B ), tel
qu E[fooh ds ] < o,

Ce théoreme ne s'étend pas en général aux martingales continues.
Mais soit (Xt) une martingale continue telle que XO=O s posons At=
<X, X> et supposons que A = 3 introduisons la fonction T, réci-
pquue de A, comme plus haut, et posons Bt_X . Clest un mouvement
brownien auquel s'applique le théoréme 3, Alo%s :

IEMME,- Tout é1ément H de L (goo) admet une représentation comme in-

tégrale stochastique

H=E[H] + f°°k aX

ol (k ) est un processus prévisible par rapport & la famille (F ), et
E[/ k aA] < .

hONoTﬂATION - Soit (h ) un processus prev151ble par rapport & la
famille (B ). Posons k (w)-‘hA (w)(w) je dis que (k ) est prévisible

par rapport & la famille (F ), et que l'on a

00
E[foohzds]_E[/ K2aa 1 f h_dB_ =é kX p.s.
Le lemme gera alors une conséquence immédlate du théordme 3.

I1 suffit de faire la vérification lorsque(hs)est un processus prévi-
sible élémentaire, de la forme

hs=0 si s<u ou s>v

hs=f(Br yeosB, ) 81 u<sgv , ol £ est borélienne bornde sur B",
et TyseeesTy soﬁt su % Dans ce cas, ks est donné par
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=0 si T O >
ks si sgm, ou s>T,

kS:f(XTr,’.."XTrn)- si T <sgT, .
La vérification est alors facile, et laissée au lecteur.

Passons & la démonstration du théoréme de KNIGHT ., Nous poserons
B% =Xii , et nous ferons l'hypothése de récurrence suivante, qui
vient g'étre vérifide au rang 1 .

Le processus (B%,...,Bg_1) est un mouvement brownien 3 n-1
dimensions. Notons =tf la famille de tribus qu'il engendre. Alors
tout dlément H de 1'espace Lz(g‘g'”) admet une représentation au moyen
d'intégrales stochastiques

= B[H] + !- / ki dXi
=
1 0 S S

ou les kl sont des processus prévisibles par rapport & la famille (F ).

Le mouvement brownlen (B ) est alors indépendant de (Bt...,Bn'1)
En effet, soit KeL (Bog admettant la représentation

= B[K] + / k Xn ( k prévisible p.r. (F })

L'orthogonallté de X2 et des Xl (i<n ) entraine que E[HK]=E{H]E[K].
I1 en résulte aussitdt que le processus (Bl"'°’Bt) est un mouvement
brownien & n dimensions.

Appliquons maintenant la formule du changement de variable dans
les 1ntegrales stochastiques, pour des martingales continues., Posons
Mi = f klXm Nous avons M et M* étant orthogonales

i.m N afaad i, nyyn B, §
M M, = / (M ams MAM) = (/) Mk AXT + é Mgksts
I1 en résulte que HK est de la forme voulue. L'ensemble des intégra-
les stochastiques de la forme

i r © i2.,1 '
a+ I: f k dX , avec ) _ EL[ kAT ] < @

d'une part, contlent un ensemble total dans LZ(B(n)) et d'autre part
est fermé dans L () [ dtaprés KUNITA-WATANABE : 11 est formé des
variables aléatoires terminales des martingales de carré intégrable,
appartenant au sous-espace stable’engendré par X1,X2...Xp 1. I1 con-
tient donc Lz(B(n)) tout entier, et nous avons vérifié l'hypothése de

e8]
récurrence au rang ne. D

(*) Voir [2], DPe 81.
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EXTENSION DU THEOREME DE KNIGHT AUX PROCESSUS DE POISSON
Le théoréme suivant fait pendant au théoréme 1, pour le processus
de Poisson, Nous l'énongons pour une geule martingale,

THEOREME 1',~ Soit (Qt) une martingale de carré intégrable telle que
Qy=0, purement discontinue et & sauts tous égaux & 1, telle que

<«Q,Qy = t. Alors (Qt) est un processus de Polsson compensé : le proces-
sus (Qt+t) est un processus de Poigson de paramdtre 1.

Ce théoréme est dl & S,WATANABE, et il est démontré sous une forme
un peu différente dans [3].

THEOREME 3',- Soit (gt) la famille de tribus naturelle du processus
(Qt)‘ Cette famille est alors continue & droite aprds complétion, et
tout élément H de L (g ) admet une représentation comme intégrale

stochastique
(*) H=E[H] + / h dQ,

ol (h ) est un proces sus prévisible tel que E[/ h2ds l<wo.

Voici trés sommeirement la démonstration de ces deux théorémes.,
Soit S 1'instant du premier saut du processus (Q ). Appliquons la
formule du changement de variables 3 la fonction ei ut entre les
instants 0 et S, il vient

E[eiu“-s)] 1 + E[/ iueiuQI“dQ 1+EB0 o19Qr_g’ 2 --iueiuQr‘ ]

r<S
Le second terme est nul, et le dernier se réduit 3 E[elu(1's)-e-lus—
iue—ius], done 5 1
iu
Ele 1= 1 + iu

Donc S a une répartition exponentielle de paramétre 1, 81 on voulait
mettre en évidence 1'indépendance de S et de Qg ( qui est ici évidente,
Qo étant triviale ), on écrirait toutes ces formules avec E[.|Qp] au
lieu de E[.] : c'est ce qu'il faut falre pour montrer que les écarts
entre les sauts suivants sont des variables exponentielles de paramétre
1 indépendantes.

Pour prouver le second théoréme, nous remarquons que la famille
de tribus est aussi engendrée par le processus de Poisson Pt—Q +t .
D'aprds KUNITA-WATANABE, il suffit de montrer que toute martingale Gﬂt) de
carré intégrable et d'espérance nulle, orthogonale a (Qt)' est nulle,

Toujours d'aprés KUNITA-WATANABE ( cf. [2], p.131 ), il suffit de
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montrer que (Mt) est orthogonale aux martingales fondamentales
du processus de Poisson ‘

£ t

c - foPy = [ AfoP_ ds

o s

ol feggo, et ol 4, le générateur infinitésimal du processus de Poisson,
est donné par Af(x)=f(x+1)-f(x). Finalement tout revient & montrer
que(Ct) est une intégrale stochastique par rapport & (Qt)' Ce n'est

pas difficile :

= foP_t

t
of = I Le(Ry_+1)-2(2, ) g,

Ceci étant, nous pouvons énoncer le théoréme analogue 3 celui de KNIGHT

THEOREME 2',- Soient X1,)X2,...,Xn des martingales purement discontinu-
es , & sauts totalement inaccessibles tous égaux 3 +1, deux & deux
orthogonales, nulles pour t=0,

i i i i .
On pose At= < X7,X >, 5 &t on supposeique A, =® pour Iou: i.0On
désigne par T% la fonction réciproque de A, , et on pose Q=X i -

Alors les processus (Ql),...,(Qﬁ) sont des processus de  ° Poisson
compengés de paramétre 1 indépendants.

La démonstration par récurrence est identique 3 celle du th.2. Il
faut seulement remarquer, i propos du produit MiMn, que les processus
Xi,Xn sont sans discontinuités communes. On peut donc bien appliquer
une formule d'intégration par parties, et remplacer les Mg par Mg_ .

On peut se demander si ce résultat est vraiment plus qu'une curio-
sité mathématique !
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