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SUR LE PROBLÈME LOGIQUE
DE

L’INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES,
PAR M. JULES DRACH,

à Toulouse.

INTRODUCTION.

1. Considérons un système différentiel donné, formé d’un nombre limité

d’équations S, rationnelles par rapport à tous les éléments qu’elles renferment :
variables x,, ..., x,~, fonctions inconnues Z t, ..., Z p de ces variables et dérivées

des z par rapport aux x jusqu’à un ordre h. On sait par des procédés réguliers,
sur lesquels il n’y a pas lieu d’insister ici, reconnaître au bout d’un nombre limité
d’opérations, assignable à l’avance, si le système S admet des solutions z1, ..., zp
qui sont des fonctions des variables indépendantes x, , ..., xn et quelle est la
généralité possible de ces solutions an sens de Cauchy. On peut toujours déduire
de S un système 03A3 composé d’équations rationnelles, d’ordre au plus égal à K par
rapport aux dérivées des ~, et tel que toutes les équations rationnelles d’ordre
(K + H) vérifiées par toutes les solutions de 03A3, c’est-à-dire conséquences néces-
saires des équations ~, se ramènent à celles obtenues en dérivant simplement H fois
les équations d’ordre K du système S.

Supposons ce système S, dont la solution générale au sens de Cauchy a une
étendue précisée, formé effectivement.
Le problème logique de l’intégration ou encore l’intégration logique du

système E, consiste :

10 A reconnaître quelles sont les diverses classes de solutions du système E,
chaque classe étant caractérisée par les arbitraires qui doivent figurer dans les
solutions considérées;

2" A former pour chacune de ces classes un système rationfiel ~’, vérifié par les
solutions de cette classe et où les arbitraires de ces solutions sont mises en évi-

dence ; .



394
3° A distinguer autant que possible entre les solutions d’une même classe C,

d’après l’ensemble des relations rationnelles qui lient ces solutions aux va-
riables indépendantes et à leurs dérivées relatives à ces variables.

1...’ étude en bloc des solutions des diverses classes et des liaisons qu’elles ont
entre elles donnera une classification naturelle de toutes les transcendantes z qui
peuvent satisfaire à un système 03A3. Des exemples précis en montreront 
tance.

Pour éclairer ces généralités, examinons le cas simple d’une équation

où l’on suppose f ~x, y) rationnel. Il y a seulement deux classes de solutions y

dépendant de x, celles qui sont déterminées et celles qui dépendent d’une
constante arbitraire.

Pour tcne solution déterminée toute relation rationnelle entre x, y,, y~, ...
se ramène à une relation rationnelle

si donc il en existe une, la solution y, est algébrique.
Pour un système de deux solutions déterminées y,, y2, toute relation ration-

nelle en x, y,, yz, y;, y2, ... se ramène de même à

on aura donc à étudier ces relations. Des problèmes analogues se présenteront
pour trois solutions déterminées ou pour un plus grand nombre ; la question
dépendra essentiellement du nombre des solutions explicitées, c’est à-dire repré-
sentées par un signe explicite introduit dans le calcul.
Une solut.ion y - c~ (x, C) dépendant d’une constante C donne, si on la résout

par rapport à la constante, une relation

où la fonction des deux variables z doit satisfaire identiquement à l’équation
linéaire aux dérivées partielles

La connaissance d’une solution particulière ,~ de cette équation donne toute
autre solution sous la forme

On a donc simplement à chercher s’il existe des solutions ~ qui vérifient des



relations rationnelles

non conséquences de l’équation (2), à préciser la nature des fonctions Q et à indi-
quer les rapports des diverses solutions ~.

Deux notions fondamentales sont à la base de toute recherche d’intégratio/i
logique, celle d’irréductibilité et celle de primitivité (1).
Un système rationnel ~, aux variables x,, ..., x", où les inconnues z,, ..., zp

sont figées, ainsi que les arbitraires dont elles doivent dépendre, (c’est-à-dire où
la classe des solutions est précisée), est dit irréductible si toute équation ration-
nelle entre les z, les x et les dérivées des z d’ordre quelconque, compatible avec
les équations E, c’est-à-dire formant avec E un système E, admettant des solutions
de la même classe C, est une conséquence nécessaire des équations de E. Elle est
alors également vérifiée par toutes les solutions de E de la même classe : je dis

que ces solutions sont, dans le domaine de rationalité formé pan x, , ..., ,

Zt, , ..., zp et les dérivées z, des transcendantes de même nature.
Si le système ~ est réductible, on peut ajouter à ses équations des équations

nouvelles, c’est-à-dire qui n’en sont pas des conséquences nécessaires, et obtenir
des systèmes E, vérifiés par certaines solutions des de la classe considérée. On

peut donc distinguer entre les diverses solutions de £ de la classe C suivant la

nature des systèmes E, . L’intégration logique de E exige qu’on pousse cette dis-
tinction aussi loin que possible, c’est-à-dire qu’on ne s’arrête que quand on aura
obtenu des systèmes . irréductibles.
Un théorème de M. Tresse (2) permet d’affirmer à l’avance que de tels sys-

tèmes E, existent toujours. Leur formation effective demeure restreinte à des
cas très particuliers. Il y aura lieu évidemment d’étudier les relations qui lient
entre elles les solutions des divers systèmes S,.

Supposons qu’on ait un système £ irréductible ; nous savons déjà que pour en
faire l’intégration logique il faut étudier, outre le système £ où une seule solu-
tion ..., zp) est explicitée, le système (~, ~’) vérifié par deux solutions

(Zt, ..., zp), (z~, ..., zp) de la même classe C, le système (E, E’, ~") vérifié par
trois solutions (z), (z’), (z") de la classe C et ainsi de suite. Dans quelques cas
on saura limiter le nombre des systèmes à considérer : ce sont ceux où il existe
des systèmes fondamentaux de solutions (3).

(1) J’ai introduit de manière tout à fait générale ces deux notions dans un travail publié
aux Annales de l’École Normale supérieure, 1898; cf. p. 2g5 et suivantes : Essai sccr une
théorie générale de l’intégration et sur la classification des transcendantes.

(2) Sur les invariants différentiels des groupes continus de transformations (Actcc
mathematica, t. XVIII).

(3) Cf. Essai sur une théorie générale de l’intégration, etc. (Annales de l’École Nor-
male supérieure, 1898, p. 309).



Une autre question fondamentale se pose pour tout système irréductible £ :
soient t, , ..., tq un système de fonctions des arguments x, z, ... qui figurent
dans £ ou de leurs dérivées jusqu’à un ordre déterminé (ces arguments étant
regardés comme autant de variables indépendantes), définies par un système

différentiel irréductible T de relations rationnelles en x, z, , ..., t, ,

~t ~(~z ~x), ....

L’ensemble des relations (E, T) permet toujours, par des procédés réguliers,
d’obtenir un système U ne renfermant plus que les variables x,, ..., x,~ et les

inconnues t,, ..., tq avec leurs dérivées d t , ... : : ce système U est certainement

irréductible. En dehors des équations U, on peut déduire des équations (E, T) un
système différentiel V définissant ..., z p comme fonctions des arguments x, f,

, ... , > de sorte que le système (U, V) soit entièrement équivalent au système

(E, T). Le système V où l’on regarde les arguments x, t, dt ~ ... comme des

variables indépendante-s est également irréductible pour les solutions z de la

classe C considérée.

Passer de ( ~, T) au système ( U, V), c’est résoudre le problème de la 
mation T pour le système irréductible E.
Dans le cas général, la solution t,, ..., tq de U, dépend au moins des mêmes

arbitraires que la solution générale de 03A3; elle peut être plus étendue, c’est-à-dire

comporter un plus grand nombre de constantes ou de fonctions arbitraires des
mêmes arguments ou même des fonctions arbitraires nouvelles.

Toutes les fois où quel que soit le système irréductible T, qui définit les t au

moyen de x, z, d y , ..., le système U a au moins des solutions t de même géné-
ralité que les solutions z du système 03A3, nous dirons que ce dernier est primitif.
Le système 03A3 n’est donc imprimitif que s’il existe des fonctions t de

x, z, ~z, ..., qui forment la solution générale d’un système irréductible U plusdx

simple que E (nous entendons par là que la solution générale de V comporte
moins d’arbitraires que celle de 03A3; on préciserait aisément dans chaque cas

particulier).
Dans ce cas la transformation (z, t) définie par T décompose le problème de la

recherche des z à partir des x en deux autres : recherche des t à partir des x,
recherche des z à partir des t, qui seront l’un et l’autre relatifs à des systèmes
irréductibles plus simples que 03A3.

Ces généralités s’éclairent par quelques exemples : Une équation du second
ordre



où f est, pour fixer les idées, rationnel en x, y, y’, regardée comme définissant
une fonction y de x et de deux constantes arbitraires, est toujours irréductible
au sens que nous avons adopté. Si l’on pose

? étant rationnel en x, y, y’, t, on peut déduire, par différentiation,

et éliminer y, y’ entre ces trois relations, c~est-à-dire obtenir pour ~ une équa-
tion

dont la solution t dépendra aussi de deux constantes arbitraires. Il peut arriver

que l’élimination de y et y’ puisse se faire entre les deux premières relations ;
nous dirons alors que l’équation est imprimitive et le système des deux relations

caractérise cette imprimitivité.
Il est clair qu’une relation entre x, y, y’, t, t’, ..., d’ordre supérieur à zéro par

rapport aux dérivées de t, ne peut jamais conduire pour t à une équation d’ordre
inférieur à 2. Il n’y a donc pas d’autre cas d’imprimitivité.

Des conclusions différentes s’offrent lorsqu’on regarde

comme définissant une fonction y de x dépendant seulement constante

La relation

olt z désigne cette constante, peut toujours être écrite

et la fonction est uniquement assujettie à vérifier les deux relations

où y’ est une inconnue auxiliaire.
inéquation du second ordre en z ainsi obtenue, dont nous avons à étudier les



solutions particulières, peut n’être pas irréductible à ce point de vue. On dira
dans ce cas que Inéquation (t) est réductible quand on la regarde comme définis-
sant des solutions y dépendant d’une seule constante.

Il existe alors une relation rationnelle entière entre x, y, y’

satisfaisant à une identité

on NI est une fonction rationnelle convenable de x, y, y’.
Si l’équation (i) est irréductible pour les solutions y dépendant d’une- constante,

elle peut cependant être imprimitive dans le cas signalé plus haut.
Enfin, ajoutons que le cas où l’on définit implicitement les solutions dépendant

de deux constantes par un système

où les constantes sont mises en évidence, conduit à remplacer l’équation (t)
par l’équation aux dérivées partielles

dont on explicitera simultanément deux solutions particulières a ~x, y, y’),
b ~ x, y, y’). Dans le domaine des éléments x, y, y’, cc, b, d ‘~ ~ . ~ . le système

n’est pas nécessairement irréductible ; l’étude de ce système nous conduira à des
conclusions importantes, en particulier à une classification précise des équations
du second ordre basée sur la nature du système irréductible, le plus simple, qui
comprend les équations (3).
Ce système, le plus simple, est à la fuis irréductible et puim.iti f.

II. Le travail actuel est consacré essentiellement à l’intégration logique des 
’

équations linéaires aux dérivées partielles ’

dont les coefficients A, , ..., Ali sont rationnels en x, x,, .. ,, x,t ou encore algé-
briques, c’est-à-dire rationnels dans un domaine ~6,, ..., 9h~ défini par un



système irréductible de (k + i) équations au plus

Les résultats obtenus s’étendraient d’ailleurs immédiatement à un domaine de

rationalité [R] bien défini, c’est-à-dire comprenant des fonctions transcen-

dantes définies en x, x,, ..., XIl par un ou plusieurs systèmes différentiels irré-
ductibles.

Les éléments .~,, Z2, ..., zn d’un système fondan’lental de solutions de l’équa-
tion (1) satisfont à des relations

où les D sont des déterminants fonctionnels convenables, qui les définissent à

line transformation ponctuelle d’autres termes, les quotients D‘ sont
les invariants différentiels du groupe ponctuel général r,~

étendu en regardant les z comme fonctions de (n -E-1) variables x, x,, .. ,, x,l non

transformées.

On démontre, sans difficulté, que tout autre invariant différentiel du même

groupe, rationnel par rapport aux éléments z1, ..., zn ~z1 ~x1, ..., ~zn ~xa ..., est une
fonction rationnelle des quotients D‘ et de leurs dérivées.

Sj le système (2) est irréductible, c’est-à-dire si toute relation rationnelle

entre z1, ..., leurs dérivées , ..., d’ordre quelconque et les variables,

compatible avec les équations (2) (c’est-à-dire vérifiée par un système fondamental
an moins), en est une conséquence nécessaire, je dis que l’équation (i) est générale.
Tous les systèmes fondamentaux sont des transcendantes de même nature ; ce

sont les fonctions de (n + i) variables attachées au groupe ponctuel général rn.
Si le système (2) est réductible, c’est-à-dire s’il existe des relatinns rationnelles

compatibles avec les équations (2 ) sans en être des conséquences nécessaires, on
peut distinguer entre les divers systèmes fondamentaux.
En ajoutant aux relations (2) les relations nouvelles dont nous admettons

l’existence, on formera un système (S) qu’on peut tout de suite supposer il’réduc-
tible.

Aux divers systèmes fondamentaux correspondront divers systèmes (S) ; il

s’agit de choisir celui qu’on regardera comme le plus simple. 
’

Pour cela, s’il existe des systèmes (S) renfermant des équations d’ordre zéro
(c’est-à-dire rationnelles en :,, . , ., :n), on prendra tous ceux, So, qui en renfer-



ment le plus grand nombre ; parmi ceux-là on prendra tous ceux, S~, qui renfer-
ment le plus grand nombre d’équations du premier ordre; parmi ceux-là on

prendra tous ceux qui renferment le plus grand nombre d’équations du second

ordre et ainsi de suite ( ~ ).
On obtient aussi des systèmes (Sp) qui déterminent tous un même ensemble

de dérivées jmincipales ( au sens de MM. Méray et Riquier). On peut former,

jusqu’à un certain ordre assez grand, une résolvante algébrique qui définit 
une

combinaison linéaire et homogène à coefficients rationnels de ces dérivées princi-

pales au moyen des éléments paramétriques; si les systèmes (Sp) donnent lieu à

des résolvanles de degrés différents, on prendra enfin, parmi eux, ceux, (E~, qui
donnent des résolvantes de degré minimum.
Ce sont ces systèmes (03A3) que j’appelle systèmes irréductibles réguliers; le

nonibne des équations de chaque ordre et le degré de la résolvante algébrique

correspondante sont les mêmes pour tous ces 
On pourrait encore dire que ces systèmes (S) sont à la fois irréductibles 

et

primitifs; aucune transformation

définie par un système différentiel irréductible et rationnel quelconque, 
ne peut

augmenter le nombre des équations du système (E) qui sont d’un 
ordre donné en

conservant les nombres qui correspondent aux ordres inférieurs. Cette impossibi-
lité suffirait à établir que le système irréductible régulier, ~, qui définit lesy en

partant des x, est au sens plus général adopté plus haut; nous le mon-

trerons dans une autre partie du présent travail.
Les systèmes irréductibles réguliers sont susceptibles d’une forme remarquable

qui justifie leur choix. Supposons d’abord qu’il existe k équations distinctes

d’ordre zéro, dans le système (S) ; elles pourront s’écrire simplement

où les Ri sont des fonctions rationnelles dans le domaine 
choisi. On pourra en

conclure qu’en adjoignant les relations précédentes, algébriques en x, x,, ...,

~, a,, ..., les éléments ,~.k+,, ..., ~n sont des solutions 
formant un système

fondamental d’une équation linéaire à (n - k + 1 ) variables,

par exempte, dont les coefficients sont algébriques par rapport 
à ces variables et

dépendent des k z1, z2, ..., zk.

(.) D’après une remarque de Lie, un système (S) 
renferme certainement des équations

d ordre au plus égal à trois.



On peut donc se borner à considérer dans un domaine algébrique, des équa-
tions linéaires dont les coefficients peuvent dépendre d’un ou de plusieurs para-
mètres et qui ne possèdent aucune solution rationnelle (1).

Les équations du système irréductible irrégulier peuvent se mettre sous la

forme canonique

dans laquelle les 03A9i sont des invariants différentiels, indépendants, d’un

groupe r, formant pour ce groupe un système complet d’invariants et les ai
des fonctions rationnelles de x, x, , ..., xn dans le domaine de rationalité

adopté.
Les transformations (z, Z) du groupe r sont entièrement définies par les

relations

qui ne dépendent qu’en apparence des variables x,, ..., xn. Il suffit, par exemple,
d’y faire xi = zi pour obtenir sous leur forme canonique les équations de défini-
tion des transformations finies de r, au sens de Lie.

J’ai appelé le groupe r groupe de rationalité de l’équation spéciale (i) il
possède les propriétés fondamentales du groupe de rationalité d’une équation
algébrique : :

t ° Tout invariant rationnel de r est égal à une fonction rationnelle des
variables x, x, , ..., x,l, dans le domaine choisi;

2° Toute fonction rationnelle de z,, ..., Zn et de leurs dérivées qui est

égale à une fonction rationnelle des variables dans le domaine choisi, est un
invariant rationnel de I’.

Les transcendantes z,, ..., Zn sont alors, par définition, des fonctions de

( n + 1 ) variables attachées au groupe r.
On doit observer que le groupe de rationalité n’est déterminé qu’à certaines

transformations près; il est clair que toute transformation (z, z’) qui change un
système irréductible régulier (E) en un système de même nature (~’), change le
groupe r en un groupe homologue I’’ qui sera le groupe de rationalité pour les
solutions z’ de (~’). Il faut et il suffit pour cela que les équations de (r) soient
transformées par (z, z’) en équations rationnelles de même ordre.
Une méthode nouvelle, exposée longuement au Chapitre II du présent travail,

permet de retrouver et de compléter les propositions précédentes.

(’) Cette restriction est commode sans être indispensable.



Soit P ( Z , un polynôme entier par rapport aux variables ~~, x,, ..., xn,
à /z lettres Z,, ..., 7,l qui seront regardées comme des fonctions de x, x,, ..., x,l
et à leurs dérivées d’ordre quelconque relatives aux n variables x, , ..., xn. Si

l’on regarde les Z comme des fonctions indépendantes de n éléments nouveaux
â,, ..., .:" (qu’on ne précise pas davantage) et si l’on exécute les transforma-

tions

on pourra toujours écrire une identité

où les li(Z, y) ne dépendent que des Z et de leurs dérivées par rapport aux z
et les ~-) que des variables et des dérivées 2014 nous supposerons que le

h est le plus petit possible, ce qui exige que les li d’une part, les
d’autre part ne soient liés par aucune relation linéaire et homogène à coefficients
constants. qui sont alors définis à une transformation linéaire et homogène
à coefficients constants près, seront dits coordonnées du polynôme P. Leur intro-
duction met en évidence, de façon particulièrement simple, la manière dont se

comportent les polynomes en Z, ,-) , ... quand on exécute sur les Z une transfor-
mation ponctuelle quelconque. 

’

Si l’on désigne par L/(Z) ce que devient -r- ) dans l’hypothèse où les z

sont égaux aux Z de même indice, on a évidemment aussi

D’autre part, si les â’ sont des fonctions quelconques des z, on a encore

d’où l’on conclut que la tranformation (z, z’)fait subir aux 03BEi et aux li deux

transformations linéaires 
Sans insister sur l’étude générale des fonctions rationnelles en Z, ~ , x dans le

groupe ponctuel général r,i des transformations (Z, z), faite en partant de là :



groupe des transformations qu’admet le polynôme P, permutations des polynomes
P entre eux, formation des équations différentielles vérifiées par P quand on y
regarde les z comme donnés et les Z comme arbitraires, etc..., je veux montrer
comment on tire parti des coordonnées de P pour l’étude des équations , linéaires
aux dérivées partielles.

Supposons que les éléments Z,, ..., Zn constituent un système fondamental
déterminé, pour une équation

dont les coefficients appartiennent à un domaine algébrique de rationalité [R],
et que, de plus, le polynome P satisfasse à une identité

qui est la condition nécessaire et suffisante pour que l’équation unique

forme avec les équations

un système complètement intégrable.
On en peut conclure que les éléments z,, ..., zn, qui représentent un système

fondamental quelconque, satisfont aux identités

ou encore que les équations

sont toujours vérifiées, pour un choix convenable des par un système fonda-
mentat particulier quelconque.

Si l’on veut que le système précèdent admette la solution qui, pour 
satisfait aux conditions

il suffit de poser



et de calculer les seconds nombres au moyen ..., Zn en partant des formules

Pour que le système précédent soit r~ationnel, il suffit de prendre un système
fondamental qui pour x = xo satisfait aux conditions

où les Ri sont rationnels. C’est ce qui arrive toujours pour la solution principale
en xo, de l’équation (t), qui est définie par

Soit maintenant un système irréductible régulier (E) vérifié par Z,, ..., Zn ;
supposons’ que, J. usqu’ à icn certain ondre N, tel que les équations distinctes
d’ordre N + N’ s’obtiennent toutes en dérivant simplement jusqu’à cet ordre N + N’
les équations d’ordre N, le système (03A3) renferme k relations entières, ration-
nellement distinctes (1)

et faisons

les u désignant des polynomes arbitraires en x, x,, ..., 
Mettons en évidence les coordonnées du polynome P en introduisant les élé-

ments ~,, ..., Zn d’un système fondamental quelconque on aura

et le système (S) peut se remplacer par les équations

(i) Je veux dire par là qu’aucune d’entre elles n’a pour premier membre un polynôme
entier formé avec les premiers membres des (k - ï) autres et s’annulant avec ceux-ci.



On démontre aisément que le nombre IL des coordonnées du polynome P est
nécessairement égal à (k + y.

Si l’on avait A  h on déduirait de ces relations par l’élimination des l, une ou
plusieurs relations rationnelles qui seraient vérifiées par les éléments z,, ..., z,~
d’un système fondamental quelconque et ne se réduiraient pas à des identités.

Si l’on avait h = k + r, on pourrait former, en partant du système précédent,
un système rationnel comprenant rk relations d’un ordre au plus égal à N. On
peut montrer que chaque coordonnée dont l’indice dépasse (k + 1) donne dans
ce système une équation au moins qui n’est pas une conséquence nécessaire des
premières, auxquelles conduisent les coordonnées ~,, ..., ih, ek+t quand les E
sont rangés dans un ordre convenable.
Le système (S) pourra donc s’écrire, en désignant par ai certains déterminants

formés avec les ~~, X(~l), ..., (Ei) et dont la définition est immédiate

C’est la forme nouvelle que je voulais signaler pour les équations de (S); je
l’appelle forme normale du système (03A3).
De l’existence de cette forme normale on conclut que l’on peut trouver un

système (03A3’) possédant la solution z1, ..., zn qui satisfait, pour ce - xa, aux
conditions 

’

où les Ri sont n fonctions rationnelles indépendantes. Il suffit de poser

en calculant les 03B1i par les formules

ou l’on remplace les li et les -d par leurs expressions en z1, ..., zn.
En particulier, il existe un système irréductible régulier (Eo) qui possède la

solution principale en x = xo, c’est-à-dire qui satisfait en ce point aux condi-
tions


