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SPECTRE CONJOINT D’OPERATEURS PSEUDODIFFERENTIELS

QUI COMMUTENT

Anne-Marie Charbonnel (1)

Annales Faculté des Sciences Toulouse

Vol V, 1983, P. 109 à 147

(1 ) Institut de Mathématiques et d’Informatique, Université de Nantes, 2 chemin de la Houssinière
44072 Nantes Cédex France.

Résumé : On étudie le comportement asymptotique du spectre conjoint de v opérateurs pseudo-
différentiels dans IRn, commutant deux à deux, dont la somme des carrés satisfait à une hypo-
thèse d’ellipticité globale.
On obtient une estimation du nombre d’éléments du spectre conjoint situés dans l’intersection

d’un cône et d’une sphère dont le rayon tend vers l’infini.

Summary : We consider in IRn v pseudodifferential operators Pj , j =1,...,v , which commute,
v

and we suppose that the operator P = ~ Pf is globally elliptic.
j=l 

We estimate the asymptotic behaviour of the joint spectrum, by studying the part of it which

belongs to the intersection of a cone and of a sphere with a radius becoming infinite.

INTRODUCTION ET RESULTATS

Considérons l’hamiltonien quantique :

où V est une fonction radiale dans IR3.
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La symétrie sphérique du potentiel se traduit par le fait que H commute avec chacun des opéra-

teurs suivants :

En mécanique quantique, l’étude du spectre commun de H, de 1 J 1 2 = + J2 2 + J2 , 3 et de J 3
(générateur infinitésimal du groupe des rotations autour de Ox3 ) permet de faire une classifi-
cation des états de la particule (cf. exemple 1 page 6). On peut, pour cet exemple, se référer à

A. Messiah [12] .
Plus généralement, considérons sur IRn v opérateurs pseudodifférentiels Ql ’ Q2 ,..., Qv symé-
triques et commutant deux à deux, dont les symboles de Weyl qi satisfont aux hypothèses sui-

vantes :

(H-1 ) q i admet un développement en composantes «quasi-homogènes)) C°° en dehors de

l’origine :

où k et Q sont des entiers > 1 (indépendants de i).

(H-2) Le symbole principal joint a 
= (a1 ,...,a~ ) vérifie :

Les symboles q~ appartiennent alors aux classes de Beals (cf [3] ) avec :

v

et l’hypothèse (H-2) signifie que Q = ) Q? est «globalement elliptique» (d’ordre 4m). En effet,
1=1 

si q désigne le symbole de Weyl de Q) alors (H-2) implique:



Alors Q admet une unique réalisation autoadjointe dans L 2(1Rn), que l’on note encore Q, et
l’opérateur Q = 1 + Q est d’inverse compact. Q possède donc un spectre composé d’une suite
croissante de valeurs propres tendant vers + ce, et il existe dans L 2(1Rn) une base orthonormale

composée de fonctions propres communes à tous les opérateurs Qi et à Q. On définit
alors le spectre joint des opérateurs Ql ,..., Qv comme étant (cf. [6] ) la partie A de IRn véri-
fiant :

On se propose d’étudier le comportement asymptotique de AQ, c’est-à-dire d’estimer :

où les valeurs propres sont comptées avec leur ordre de multiplicité, T est un réel positif, et C
un cône satisfaisant à l’hypothèse (H-3) :

THEOREME 1. Sous les hypothèses (H-1 ), (H-2) et (H-3), on peut écrire : :

Pour démontrer le théorème 1, on fait une réduction au cas où k + Q = 2m, en utilisant le calcul
fonctionnel établi dans [5] pour remplacer Qi par Pi :

Les résultats obtenus dans [5] ont pour corollaire le théorème suivant, que l’on utilisera à plusieurs
reprises dans ce travail : :

THEOREME 2. Sous les hypothèses ci-dessus, si f appartient à la classe Sr1,o(IR03BD) de Hörmander,
avec r E I R, ie si on a :

l’opérateur , ...,Qv ) défini dans par ;



est un opérateur pseudodifférentiel dont le symbole a appartient à De plus, il résulte

de (H-1 ) pue a f admet un développement asymptotipue :

dont les composantes . sont dans la classe k+Q , De plus, si f possède un développement
asymptotique : :

où f _ (z) est homogène de degré r-j, et G vérifie: : I G (a) (z) I  C (1 + alors

peut être choisi quasi-homogène de degré 2mr-j.

Enfin, on peut préciser la forme des composantes: :

où est un polynôme fonction des a~ et de leurs dérivées, indépendant de f.J J

Ainsi les opérateurs P. i admettent pour symbole de Weyl p. ~ 
E 

, et on peut écrire pour p. ’
un développement asymptotique :

On remarque aisément que a et po , les symboles principaux respectivement de (Ql ,..., Q~) et
de (Pi ,..., Pv), ont le même ensemble de valeurs critiques W. On ramène alors le théorème 1 à

l’estimation de la quantité :

où A est le spectre conjoint des opérateurs P 1 ,...,Pv , ’ et une fonction C°° de R~ dans IR+,



homogène de degré 1, non nulle sauf en 0. Dans le cas homogène (k = Q = 1), on pourra préciser
les résultats en faisant l’hypothèse suivante sur C :

Le théorème 1 est alors une conséquence directe du théorème.

THEOREME 3. Considérons v opérateurs P1,...,Pv, satisfaisant aux hypothèses (H1 ), (H2) et (H3)
avec k+Q = 2m. Alors on peut écrire :

où p = (p~,...,pv) désigne le symbole total joint des opérateurs P~ ,...,Pv . .
De plus, si k = Q =1, et si C vérifie aussi la condition (H-4), on a :

où dS et dS1 sont les mesures de surface respectivement sur ~ ~o o po =1 ~ et SC, p = (p1,". pv)
est le symbole principal joint des opérateurs pi , et p1 _ (p1,...,pv) est le v-uplet des seconds
termes.

Remarque 1. Le problème étudié içi a été traité par Y. Colin de Verdière [6] dans le cas où les
opérateurs P~ sont des opérateurs pseudodifférentiels sur une variété compacte. Sur IRn, le cas
v = 1 a été étudié par B. Helffer et D.Robert [10] . On se propose ici d’établir des résultats analo-
gues à ceux obtenus dans [6] en utilisant les techniques de [10] . .



Remarque 2. Les hypothèses faites ci-dessus ont pour conséquence v  n.

Remarque 3. Dans le cas homogène, il semble possible d’utiliser [4] ou [9] pour déduire le théorè-

me 3 de [6]. .

Exemples

Exemple 1. On considère sur IR3 les opérateurs :

Dans ce dernier cas, on remarque que + ~2 est globalement elliptique puisque son sym-
bole ne s’annule que si (x,~) est nul. Par ailleurs, les symboles de + P" admettent bien
un développement en composantes quasihomogènes avec des exposants communs k = 1, C = M,
l’ordre commun de ces opérateurs par rapport aux fonctions poids de R. Beals étant 20142014 = 2M.

~ 

k+C

Quand les opérateurs dépendent de h, on obtient un comportement asymptotique du spectre

conjoint pour h fixé positif. Une étude directe du spectre conjoint, analogue à celle qui est faite

par B. Helffer et D. Robert, dans [10 bis] , pour un opérateur, doit permettre d’obtenir, par des

méthodes voisines de celles qui sont exposées ici, son comportement asymptotique quand h tend



vers 0. (cf. aussi [13 bis] ).

. On utilisera dans la suite les espaces de Sobolev Ek Q naturellement associés aux opé-
rateurs étudiés ici et utilisés aussi dans [3] :

On en déduit que les fonctions propres sont dans $~ .

Le plan de ce travail est le suivant :

Dans un premier paragraphe, on montre comment, en utilisant le théorème taubérien
énoncé par Y. COLIN DE VERDIERE [6] , on ramène la démonstration du théorème 3 à l’étude
au voisinage de (tl ,...,tv) = 0, de la trace, au sens des distributions, d’un opérateur :

où est un opérateur fonction de au sens du théorème 2.

Dans les paragraphes suivants, on étudie cette trace, pour 1 t petit, en utilisant les
techniques employées par B. HELFFER et D. ROBERT [10] : on construit, pour 1 tl petit, une
approximation de 11’"~ ~) par un opérateur intégral de Fourier B(t), mo-
dulo un opérateur suffisamment régularisant, c’est-à-dire envoyant E~ dans EN ’ N étant choisi
au départ aussi grand que l’on veut. 

k,Q k,Q

On montre ensuite que, si 9 est une fonction de à support suffisamment petit
autour de l’origine, l’opérateur r B(t)8(t)dt est à noyau dans q(lR2n).

Enfin, on étudie l’intégrale donnant la trace de cet opérateur par la méthode de la

phase stationnaire.

Remarque. Dans tout ce qui suit on utilise la quantification de Weyl, et quand on parle du symbole
d’un opérateur, il s’agit toujours de son symbole de Weyl.



1. - REDUCTIONS

’ 

Le principe de la démonstration du théorème 3 est le suivant. On cherche à évaluer :

où cpo est une fonction homogène de degré 1 strictement positive, et C un cône fermé de IRv dont

le bord ne rencontre pas W.

On construit deux fonctions ~r et ~r de dans homogènes de degré 0, telles

que :

On décompose alors en deux sommes :

où on répète chaque À E A suivant sa multiplicité.

Dans [6] , Y. COLIN DE VERDIERE énonce un théorème taubérien que l’on utilise

sous la forme suivante :

THEOREME 1.1. Soit A une partie discrète de IRv. On suppose qu’il existe un entier N tel que : :

On se donne pour chaque X appartenant à A des nombres ax E [0,1 ] , et on définit une distribu-

tion Z E par la formule ;

Soit p OE ,Y une fonction paire telle que fi OE et À (0) = 1 On suppose que



Alors, si D est un domaine de IRv compact, à frontière C~ par morceaux, on a :

L’hypothèse (1.6) permet de connakre le comportement à l’infini de la transformée
de Fourier inverse de pZ(t), c’est-à-dire le comportement asymptotique, quand Il ~ Il tend vers

+ ~ , de

Pour étudier la somme !;2(r), on définit la distribution :

Pour étudier ~~ (T), que l’on peut encore écrire :

Z2 apparaft comme la trace, au sens des distributions, de l’opérateur
P~ +... +tvP v) où est défini par le théorème 2.

Zl est la trace (au sens de ~ ’(lRv)) de où P est
l’opérateur elliptique autoadjoint ,...,P~).

Les paragraphes suivants vont permettre d’étudier ces traces, puis le comportement
des intégrales 1 (ç) correspondantes, et on appliquera le théorème taubérien pour obtenir l’esti-
mation du théorème 3.



interprétons tout d’abord Zl (t) et Z2(t). Soit :

Les opérateurs U(t) forment un groupe d’opérateurs unitaires, bornés dans L 2(IRn). Posons :

LEMME 1.2. Z2(t) = U(t)], au sens des distributions.

Démonstration. (~ ~ U(t))u est défini pour u = ~ u. ~ E par :

jEN

Son noyau au sens des distributions est donc égal à :

Soit 0 une fonction de ,~ On définit un opérateur Un par :

Le noyau de U~ est alors :

On va montrer que UO{x,y) est dans Y ( IR2n), ce qui prouvera que U~ est régu lari-
sant, et que sa trace est donnée par l’intégrale du noyau sur la diagonale ie : :

Le lemme 1.2 découle alors aisément de (1.15). Etudions donc Ue(x,y) :



En utilisant une inégalité du type Sobolev dans les espaces Ek , Q avec s > nQ/2(k + Q),
(cf. par exemple [13] ), on obtient :

Il résulte aisément de (1 .1 6) et (1 .1 7) que U~ est dans / 

LEMME 1 .3. Zj (t) = Tr[%i(Pj ], au sens des distributions, où = ,...,P03BD).

Démonstration. L’opérateur (P1 ,...,P03BD)e-it a pour noyau-distribution:

En écrivant alors :

On conclut comme pour le lemme 1.2, puisque l’on a : > C( 1 A 1).

On va, dans ce qui suit, démontrer le théorème suivant : 
’

THEOREME 1.4. Soit ~’ (~’) la transformée de Fourier inverse de fi (t)Z2(t). Alors :

où = ,...,03BD), avec P. =  pjs , pjs étant défini par (0.14), et où désigne /j mesure
S=D

de volume canonique sur la surface -1 (03B6), et où Il dp 1 A ... A d03BD Il la norme eucli-

dienne, dans l’espace des v-formes linéaires alternées sur !R"", du produit extérieur des dj.

Les comportements de 03A32(), et de 03A31 (?-), seront alors des conséquences du théorème
1.1., et feront l’objet du dernier paragraphe.

En vue d’étudier l’intégrale I(03B6) = (203C0)-03BD Tr[eit,03B6> 03A8 o U(t)p(t)dt], on commen-
ce par faire une approximation o u(t).



2. - APPROXIMATION DE 03A8 o U(t)

On commence par approcher U(t).

Notons Uj(tj) le groupe unitaire solution de l’équation de Schrôdinger :

Dans [10] , les auteurs construisent, lorsque |tj| est inférieur à un certain T, pour M
entier positif et e > 0 arbitrairement petit, une approximation de par un opérateur intégra!

de Fourier global, UJM ,~o(tj), défini par :

où la fonction de phase et l’amplitude sont obtenues comme suit :

(i) la fonction sj s’écrit sous la forme :

S~ est déterminée de la façon suivante : on trouve d’abord Sl+Q solution de l’équation caracté-
ristique : :



et on obtient ensuite par récurrence S# , pour 1  r  en résolvant une équation dépendant
de ’°°°’~’+l

Les termes sont obtenus, après détermination de S~, en résolvant les équations de
transport avec les conditions initiales

On établit dans [10] la proposition suivante :

PROPOSITION 2.1 .

(i) ) Pour tout entier J > 0 et tout s E IR, on a :

(i i ) Pour tous entiers J et N > 0, il existe un entier M (N, J ) > 0 tel que, pour tout
M ~ M (N, J ) et pour tout j =1,...,v, on ait :



Dans [10] , , les auteurs supposent «globalement elliptique» l’opérateur qu’ils étudient.

Mais, pour la construction de (t~), l’ellipticité de P. n’est pas utile. Quant à la proposition
2.1, la démonstration faite dans [10] s’adapte aisément au cas où P. , sans être elliptique, commute° 

~ 
J

avec l’opérateur «globalement elliptique» (1 + ~ Pf); elle est donc encore valide dans notre
contexte. ~

On définit alors (t) pour t; !  T V j = 1 ,...,v, opérateur intégra! de Fourier’ ’0 ~

global sous la forme :

où (t.) l est un opérateur intégral de Fourier du type étudié dans [10] .

La composition de ces opérateurs intégraux de Fourier (cf. [10] ) permet alors d’écrire,
en utilisant (2.3) :

De la Proposition 2.1 on déduit la

PROPOSITION 2.2. Pour tous entiers J et N > 0, il existe un entier M (N,J) > 0 tel que, pour tout
e o > 0 et pour tout M > M , on ait :

Démonstration. Ecrivons U (t) - (t) sous la forme :
’o



D’après la proposition 2.1, Uj(.) appartint à d( ]-TJ[ ;(Es+J+1k,l,Esk, l)) pour tout
s E !R et tout J dans !N, et il en est alors de même pour (.) = + (.) - Uj(.)]
pour tout s dans IR tel que - N  s N, dès que M est suffisamment grand pour que

~M 6 ~ 
" ( ]"LT[ ; f(E~ , On en déduit ta proposition 2.2.

Approchons maintenant ~ o u(t) : : D’après !e théorème 2, ~ = est un

opérateur pseudodifférentiel dont te symbole appartient à So03A6,03C6 , ’ et admet un développement
asymptotique sous !a forme :

où les c~ vérifient les assertions du théorème 2.

UM,~o (t) étant un opérateur intégral de Fourier au sens de [10] , on peut utiliser la
formule de composition établie dans [10] d’un opérateur pseudodifférentiel par un opérateur
intégral de Fourier global; alors B{1 0 UM,~o(t) est un opérateur intégral de Fourier global dont
la fonction de phase est la même que celle de UM E (t), et dont (’amplitude peut s’écrire sous la

’o
forme:

ou

(i) les termes sont quasi-homogènes, d’exposants k et Q et de degré - r, pour
(x,~) E B )v, et se calculent en fonction des termes c. du développement de ar(~), des. 2EO . l .

termes pour j =1,...,v, r = O...M, dont aJ est 
la somme et de la fonction x ~o intro-

duite en (2.12). De plus b~or(t,.,.) appartient a C~ (IR2 n03BD).

En particulier, le premier terme vaut :



(ii) le reste b (t,x,1) est l’amplitude d’un opérateur intégral de Fourier

régularisant d’ordre N pourvu que M ’ soit suffisamment grand.

Finalement, on obtient donc une approximation de W o U(t) par un opérateur intégral

de Fourier global (t), dont l’amplitude peut s’écrire comme somme de termes
b~or étant quasi-homogène d’exposants k et £ et de degré - r pour (x,1) appartenant à

(IR2nBB2eo)03BD.
(t) vérifie la

o

PROPOS I TI ON 2 .3 Pour tous entiers J et N > 0, il existe des entiers M et M ’ tels que

Démonstration.

K

~ est un opérateur borné dans L2 commutant avec (1 + 1 P2 ). Donc ~ envoie
dans pour tout s dans IR. ’=1

Donc ~ ~ [U(t) - 0 (t)] est régularisant d’ordre N dès que U(t) - 0 (t) l’est.
Il en est de même pour les dérivées, et on montre ainsi que le premier terme de (2.17) est dans

CJ [( ]-T,T[ )v ; ~(E N , EN )] dès que M est suffisamment grand. Le second terme s’écrit sousk,Q k,Q
la forme :

Le premier facteur de ce produit est dans CJ (( ]-T,T[ )03BD ; (E-Nk,l , EN )) d’après
[10] dès que M’ est suffisamment grand, et un raisonnement analogue à celui de la proposition
2.2 donne le résultat.



, , 

La contribution de 03A8 o U(t) - 
o 

(t) à l’intégrale I(03B6) est alors donnée par le
théorème suivant :

THEOREME 2.4. Soit 8 E Cô (IRv) : Supp e C (]- T,T[ )v et 8 (o) =1. Alors, pour tout entier J, ,
il existe des entiers M et M > 0 et un réel C > 0 tels que

Ce théorème découle de la proposition 2.3 et de [10] lemme 5.2.

L’étude de I (~’) = (2~r) v o quand 1 § tend vers + ce, se
ramène donc, modulo 0( I ~’ 1- °°), à celle de

où on a noté B(t) pour BMM’~o (t).

(9(t) est la fonction p(t) introduite dans le théorème taubérien).

Dans la suite on va noter J (~) = (2~r)v j ~ (~’) et étudier J (~’).

3. - ETUDE DE J(~’) - 1ère étape

f 
est évidemment un opérateur à trace puisque U(t)0(t)dt

et [~ o U(t) - B(t)] 8(t)dt sont tous les deux des opérateurs à trace.

Le noyau au sens des distributions de eit03B6 B(t)8(t)dt est fourni par l’intégrale oscil-
!ante : :

où on a noté b (t,x,03BE) = 03A3 b~orM(t,x,03BE).
r=o

Ce noyau vérifie la proposition su ivante : : 

PROPOSITION 3.1. Le noyau de l’opérateur est dans S(IRn x IRn).

Cette proposition se démontre à l’aide de troncatures et d’intégrations par parties,
de manière tout à fait analogue à la proposition 3.4.



On en déduit l’expression de J (~) : :

où est quasihomogène d’exposants k,Q et de degré - r en ( x,r~ sur 1 
o

Il est utile pour la suite d’établir la propriété suivante du système formé par les opé-
rateurs :

PROPOSITION 3.2.

(i ) Pour tout j = 1,...,v, la partie principale de P. est constante sur les courbes
intégrales de tous les autres champs hamiltoniens H i , et les trajectoires sont

bornées. p°

Démonstration. (i Le fait que les opérateurs Pi et P. commutent se traduit par :

où { est le crochet de Poisson de p. et p~ .

On a donc un système en involution, et pl est une intégrale première pour H . i (cf.
par exemple [1] ). o

v 
. 

v

Il découle de là que 
1 

(pjo)2, symbole principal de 
1 

P2j est également constant
sur toutes les trajectoires. L’ellipticité de cet opérateur prouve que les trajectoires sont bornées.

(ii) De (i) et des arguments d’homogénéité développés dans [10] , on déduit que le .

flot ~ associé à chaque champ hamiltonien H . est un difféomorphisme de B {0 } dans
B {0 {, dont le graphe est décrit par : ~



Ainsi, l’assertion (i) se traduit par la relation énoncée en (ii). Par ailleurs, les fonctions
k+Q

de phase 
£ 

S~. satisfont aux estimations suivantes :
r=1

On va maintenant, par des intégrations par parties, montrer que l’on peut, modulo un

0( ~ 1 °°), ramener l’étude de J (~) à celle d’une intégrale sur un compact où l’on pourra appliquer
le théorème de la phase stationnaire.

J(~) est une somme d’intégrales Jr(~), r variant de 0 à M’, où l’amplitude est

avec quasihomogène de degré - r sur B~ )~. On va considérer, dans
cette intégrale, la fonction de phase donnée dans (3.1 ) : 

°

En faisant des intégrations par parties à l’aide de M, on va prouver la :

PROPOSITION 3.3. Soit



où XA est une fonction C~ sur IR2n03BD vérifiant ;

Alors, il existe une constante A > 0 telle que ;

Cette proposition est une conséquence des 2 propriétés suivantes :

PROPOSITION 3.4. Soit ~’ : 1 ~’ I > 1. Alors il existe deux constantes K et A telles que, si K1 dési-
gne le compact : :

on a, pour tout (x,r~) appartenant au complémentaire de :

J - 1

PROPOSITION 3.5. Pour tout s entier positif, il existe une constante Cs > 0 telle que, si M* dési-
gne l’adjoint de M, on a :

(Cs étant indépendante de 03B6 pour |03B6| > 1 ).

Preuve de la proposition 3.3. Le support de XA est contenu dans te complémentaire de K103B6. Par
ailleurs, sur C K103B6, ~~o(x,~) est identique à 1, et coincide avec l’intégrale sur [ -TJ] x CK103B6
de !a fonction à intégrer pour !e calcul de Jr(03B6).


