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Relations de dépendance linéaire
entre des logarithmes de nombres algébriques(*)

CHEN GONG-LIANG(1)

Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse Vol. V, n° 4, 1996

RÉSUMÉ. - Nous étudions le réseau constitué par l’ensemble des re-
lations linéaires à coefficients entiers liant des logarithmes de nombres
algébriques. Nous montrons qu’il existe une "petite" famille libre dans ce
réseau par une démonstration autonome utilisant les théorèmes classiques
de Minkowski.

ABSTRACT. - We study the lattice of linear relations with integral coef-
ficients between the logarithms of algebraic numbers. We prove that there
exists a "little" free family in the lattice by an autonomous demonstration
using the classical theorems of Minkowski.

0. Introduction et résultats

Etant donnés log a 1, ... , log des logarithmes de nombres algébriques
non nuls ..., am , on s’intéresse aux relations linéaires à coefficients ra-
tionnels liant ces logarithmes. Si l’on suppose que logeai, ... , log am sont
linéairement dépendants sur Q, l’existence d’une "petite" combinaison li-
néaire est un résultat classiquement utilisé pour la minoration des com-
binaisons linéaires de logarithmes de nombres algébriques : il permet de

passer du cas où les logarithmes sont Q-linéairement indépendants au cas
général (voir par exemple [Wl, sect. 4] ou [W2, chap. VII]). La proposition
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principale de cet article donne une estimation des coefficients d’une telle
. combinaison linéaire. Mais on doit d’abord définir les notations utilisées

dans la suite.

Un réseau £ de est un sous-groupe discret de rang n (sur S) de 
Un tel réseau admet des bases (sur Z) et elles se déduisent les unes des
autres par des transformations unimodulaires. Il en résulte que le volume
du parallélépipède construit sur les éléments d’une base est indépendant de
la base choisie. C’est le volume d’une maille fondamentale du réseau, appelé
aussi volume du réseau et noté H (,~ ) . Par abus de langage, nous appellerons
encore réseau de un sous-groupe discret £ de rang n  m et nous
noterons encore -H~(~C) son volume, c’est-à-dire le volume n-dimensionnel du
parallélépipède construit sur une base de £.

Si (xl, ..., xn) (en notant xi = . - . , xim) E est une base de

£, alors

est la matrice de la base considérée et tX est sa transposée. En effet

X tX E est la matrice de Gram relative au

produit scalaire euclidien de noté ( ’, ’ ) (pour ces questions de volume,
on peut consulter le paragraphe 8.11 de [Berg] ou le début du chapitre 9
de [G]).

Revenons au cas des logarithmes de nombres algébriques : si le rang sur
S de la famille des log a2 (1 ~ i  m) est r, l’ensemble des relations linéaires

est un réseau de rang m - r de Le but de cet article est de majorer le
volume H(,C) de ce réseau. En notant h la hauteur logarithmique absolue
et Q la clôture algébrique de Q dans C, on a le résultat suivant.

PROPOSITION . Soient r et m des nombres entiers vérifiant 1  r 

m. Pour 1  j  m, soit .~j E CC tel que a j = exp(£j) soit un nombre

algébrique. Soit ~i un corps de nombres contenant ... am) et soit

D = [Ii : Q] .
Si le rang sur Q de la famille (.~1, ..., est r, alors le réseau ,C (de

rang m - r) des relations linéaires à coefficients dans ~ liant les .~j a un

volume majoré par



le minimum étant pris sur les (y1, ..., yr ) E Q 
X r 

et les A E Mr,m(Q) tels
que ... , .~m ) = (log y1, ... , log yr )A. En particulier, on a

La géométrie des nombres permet, connaissant une majoration de -~(~C),
d’extraire de £ une "petite" base. Par exemple, D. W. Masser utilise

dans [M] le procédé suivant : si F est une jauge sur (symmetric
convex distance-function dans la terminologie de ~C~ ) et si ~F est le

volume du convexe {x ~ R | F(x)  1}, le théorème des minima successifs
de Minkowski ([C, théorème V, p. 218] ou [S, théorème 16, p. 32]) et un
lemme classique ([C, lemme 8, p. 135]) montrent qu’il existe une base
(bl , ..., hn) du réseau ~C vérifiant

Si F est la norme du maximum = on obtient

et si F est la norme euclidienne, cela donne

On dispose aussi de résultats donnant des bases "réduites" vérifiant des

inégalités du type



l’exposant n(n -1)/2 pouvant être éventuellement raffiné (voir [S, p. 99] ou
[GrL, pp. 69-72, 124]). On corrigera dans [GrL] une faute d’impression qui
se propage à partir du haut de la page 70 en remplaçant F ((n + 1)/2) par
r(1-I-n/2) dès l’énoncé du théorème 3, page 69). Signalons enfin que S. Lang

corollaire 7.8, p. 131] attribue à Ch. Hermite la preuve de l’existence
d’une base "presque orthogonalisée" vérifiant

Suivant les valeurs de n, c’est l’une ou l’autre de ces majorations qui est la
plus précise !

Le premier résultat donnant une majoration pour les coefficients d’une
relation de dépendance linéaire entre logarithmes de nombres algébriques
remonte à 1973 et il est dû à A. Baker [B, lemme 2, p. 250]. Il est obtenu
par une méthode de transcendance, méthode reprise en 1981 dans [BijCij].
Cependant, l’utilisation de la géométrie des nombres donne des estimations
au moins aussi bonnes que les méthodes transcendantes [Lo-vdP2]. La
première apparition de la géométrie des nombres dans ce genre de questions
remonte aussi à 1973 avec les travaux de H. M. Stark [St, sect. 3, lemme 7]
sur la dépendance multiplicative d’unités d’un corps de nombres. Le procédé
est généralisé par J. H. Loxton et A. J. van der Poorten [vdPLo1] au cas
de nombres algébriques quelconques (plus nécessairement des unités). Dans
sa thèse A. Bijlsma [Bij] déduit de [vdPLo1] un énoncé sur les relations
de dépendance linéaire entre logarithmes. Cet énoncé est amélioré par
M. Waldschmidt [Wl] qui ne le déduit pas de [vdPLol], mais utilise la
géométrie des nombres de façon un peu différente [L2, lemme 7.5, p. 241].
Dans un cadre plus général, on peut citer [Ll, chap. V, sect. 7] où S. Lang
étend les résultats de Stark-Loxton-van der Poorten aux courbes elliptiques.
Plus récemment, et dans le cadre très général des groupes algébriques, on
doit citer les travaux de D. W. Masser [M] et de D. Bertrand ([Bel], [Be2]
et [Be3]).

Les résultats de D. Bertrand concernent les relations de dépendance mul-
tiplicative et ne sont pas comparables à la proposition ci-dessus. Cependant,
dans le cadre multiplicatif, D. Bertrand décompose H(,~)2 en une somme
de carrés (correspondant à des multidegrés) qui ont chacun une majoration
du type de la majoration globale de H(~C)2. Il serait intéressant d’obtenir
une décomposition analogue dans le cas traité ici. Par contre, on peut tirer
des travaux de D. W. Masser [M] un corollaire proche de notre proposition,



mais qui ne sépare pas les contributions des ai. Un raffinement (dû à D. Roy,
mais non publié) du résultat de D. W. Masser donne, dans le cas particulier
étudié ici, essentiellement la même chose que la proposition : la constante

r + 1)’’l2 est remplacée par Notre résultat est donc meilleur pour
les petites valeurs de r, plus précisément pour r  (1 + 1 + 4m )/2. On
verra à la section 3 que cette constante peut être améliorée dans certains
cas. 

-

Enfin, dans un article récent, E. M. Matveev donne un résultat [M,
theorem 6] du même genre que notre proposition. Mais, au lieu d’estimer
le volume du réseau ~C, il majore le produit des normes des éléments d’une
base de £, en choisissant une norme liée aux données ai . Son résultat semble
donc difficilement comparable au nôtre.

, 
1. Quelques lemmes techniques

Soit

le polynôme minimal du nombre algébrique a ; on note la hauteur

logarithmique absolue (hauteur de Weil), définie par h(a) = (1/d) log lVl (a),
où M{a) = est la mesure de Mahler.

LEMME 1. - Soient n E N B {0}, m ~ Z et a ~ 0, 03B2, 03B11, ... , cxn E Q
des nombres algébriques. Alors on a :

(1) h{a,Q)  h(a) -f- h(~3) et = pour toute détermina-

tion du nombre algébrique ;

~~~ ~..... ~.. an)  .~..... + + log n ;

(3) pour f E ... Xn] B ~0~, on a

où L( f ) est la longueur (somme des modules des coefficients) de f .

Démonstration. . - Voir [W 2, prop. 3.2 et lemme 3.6~. ~



LEMME 2. - S’oit .~ E C tel que a = exp(.~) soit un nombre algébrique de
degré au plus égal à d. Alors .~ = 0 dès que max(h(a) , ~.~~/d~  (10 d~ 3.

.Démonstration. C’est une conséquence d’un résultat du type
Blanksby-Montgomery-Dobrowolski (par exemple [W2, théorème 3.16]) et
du fait que l’indicatrice d’Euler 03C6 vérifie l’inégalité pour tout

entier 1. D .

Remarque . - On peut obtenir des résultats plus fins que le lemme 2 (par
exemple remplacer le facteur d-3 par un facteur en d-2(log en utilisant

le théorème de Blanksby-Montgomery, ou par un facteur en d-2(log log 
en utilisant le théorème de Dobrowolski). Cela améliore la dépendance en
D de la constante de la proposition.

LEMME 3. - Soient r et m des nombres entiers vérifiant 1  r  m.

Soit (.~1, ... , .~~.,,) une famille de nombres complexes de rang r sur ~. Alors
il existe une partie , ... , jr ~ de ~ 1, ... , rn~ et une matrice A E Mr,m(Q)
vérifiant

Démonstration. . - Soit (t1, , ... , tm-r ) une base du réseau £ des relations
linéaires à coefficients dans liant les .~~ . On a donc = 0 pour

1  i  m - r. Quitte à changer la numérotation des on peut supposer
que

Notons

et, pour soit Tkj le déterminant obtenu en

remplaçant la colonne d’indice k de T par la colonne formée des tij (1 ~ i ~
m - r). Alors les formules de Cramer s’écrivent .~~ 
pour r + 1  1~  m, c’est-à-dire (.~1, ..., = (.~1, ..., , .~r )A, où A est la
matrice 

~



et Ir est la matrice identité de dimension r. Par construction les coefficients
de A~ E Mr,m-r(Q) sont de module au plus 1, donc l’inégalité de Hadamard

(voir, par exemple, le paragraphe 9.5 de [G]) donne la majoration annoncée
de det(A 0

2. Le lemme fondamental ’

LEMME 4. - Soient r et m des nombres entiers vérifiant 1  r  m.

Soit (al, ... , ar) une famille libre de r vecteurs de On suppose que

est un sous-espace vectoriel de dimension m - r de Qm et que les nombres
réels ~i > 0, 1  i  r, vérifient

Alors le volume H~,C) du réseau ,C est majoré par

où A = E Mr,m est la matrice des ai et tA est sa transposée.

Remarque. - Notons = On a supposé que ces r formes
linéaires étaient linéairement indépendantes. Si B est une base du Q-espace
vectoriel engendré par les coefficients aij des Li alors, pour tout i, on peut
écrire

où les 03BBki sont dans B et les Lki sont des formes linéaires à coefficients
dans Q. Alors u G ~ si et seulement si u G et = 0 pour tout z

(1 ~ z ~ r) et tout k (1 ~ k ~ Ki). L’hypothèse dimQ03BD = m2014r signifie donc



que le système des formes linéaires Lki est de rang r. Il suffit d’en extraire
un système libre (L 1, ... , Lr ) de rang r pour se ramener au cas où les ai
sont dans D’autre part, on a vu que les Li sont combinaisons linéaires
des L~. . Comme le rang du .système des Li est r, les Li sont combinaisons
linéaires des Il en résulte que l’existence de nombres réels êi .> 0 tels

que £ = V n ?Z’’’z soit l’ensemble des u C ~’~’z vérifiant I  ~i pour
1 ~ i ~ r est équivalente à l’existence de nombres réels ~i > 0 tels que £ soit
l’ensemble des u E vérifiant I L2 (u) I  r~2 pour 1  i  r. Or l’existence

des ~i est claire : on peut choisir ~i = 1/di où di est un dénominateur
commun aux coefficients (rationnels) de Li .

Démonstration du lemme 4. 2014 Soit (x1, ... , , m-r ) une base du réseau
£. Comme V est contenu dans l’orthogonal de l’espace engendré par les
a2 ( 1  i  r), les vecteurs ..., ar, , ..., sont linéairement

indépendants et forment donc une base 

Soit S l’ensemble des 03A31~i~r tiai + 03A3r+1~i~m tixi-r, où les ti 
( 1  i  m) vérifient 

~ ~

L’ensemble S est un ouvert convexe de II~"2, symétrique par rapport
à l’origine et dont le volume vol(S) est, par orthogonalité, le produit de

H(,C) et du volume r-dimensionnel de

Or le volume r-dimensionnel du réseau engendré par les c~ est det (A ~4)~’.
Le volume de U = [  1 ~ ~ ~ ~} vaut donc
2~ det (A ~) ~~ Enfin U est l’image de T par l’application linéaire
dont la matrice est relativement à la base des c~, et, si / est linéaire,
on a vol(/(T)) = det /~ vol(T). Il en résulte que

donc



Comme les x j sont orthogonaux aux si u est dans S, on a 1 (u, a j) I  ~~
pour 1  j  r. Si u est dans S n l’hypothèse montre donc que u
est dans ,C c’est-à-dire que u = ~ Mais les xi_r
sont linéairement indépendants et u E ~C, donc les ti sont dans Z pour
r + 1  i  m, et comme ils sont de module  1, ils sont tous nuls,
donc u = 0. Le premier théorème de Minkowski ([S, théorème 10, p. 12]
ou [C, théorème II, p. 71]) montre alors que vol(,S)  2"z , d’où le résultat
annoncé. 0

3. La preuve de la proposition

On se place dans les hypothèses de la proposition. Pour 1  i  r,
soit yi un nombre algébrique non nul et log 03B3i une détermination de son
logarithme. Supposons que la matrice A E Mr,m(Q) vérifie (.~1, ..., =

log ~yr )A. D’après le lemme 3, on peut toujours se mettre dans
une telle situation. Comme le système (.~1, ..., .~m ) est de rang r sur Q, il en
est de même du système ... , log et le rang de la matrice A est r.

Les vecteurs lignes ai, ..., ar E de la matrice A sont donc linéairement

indépendants.

Pour u E on a

c’est-à-dire Au = 0, puisque les nombres log 03B31, ..., log yr sont Q-linéai-
rement indépendants. Or Au = 0 se traduit par (ai, u~ = 0 pour tout i

( 1  i  r). On est donc dans la situation du lemme 4 qui donne la première
partie de la proposition si on peut l’appliquer aux ~i définis par

Soit donc M G S~ vérifiant pour 1 ~ % ~ r. Il s’agit de
vérifier que u est dans £. Posons ~ = + ... + et o = exp(~). Il

est clair que le degré de o est au plus D. D’autre part, on a



donc, après avoir choisi des déterminations quelconques des ~y~~i’~‘~ , on voit
qu’il existe une racine de l’unité ~ telle que a ’ Il en

résulte (lemme 1) que _ 

~ ~

Le lemme 2 montre alors que £ = 0, c’est-à-dire que u) log ’Yi =
0. Comme les log 03B3i sont Q-linéairement indépendants, on a-(ai, u) = 0 pour
tout i, ce qui est le résultat cherché.

Le lemme 3 donne alors immédiatement la deuxième partie de la propo-
sition. []

Remarque . - La constante (m - r + qui apparaît sous forme de sa
racine carrée dans la proposition provient de la majoration de det(A tA)
faite au lemme 3 par l’inégalité de Hadamard. Si m - r est petit, on obtient
une majoration plus fine en appliquant la formule de Lagrange (voir [Bo,
p. 103] ou la section 1.2 de [G] où cette formule est appelée formule de
Binet-Cauchy) det(A tA) = où H parcourt l’ensemble des parties
à r éléments de l’ensemble des indices de colonnes et A H est le déterminant
formé des colonnes de A dont les indices sont dans H. On majore ensuite
les AH par l’inégalité de Hadamard. Ce procédé remplace

Cette modification permet d’obtenir une meilleure majoration que celle de
D. Roy pour les petites valeurs de m.et de m-r, par exemple pour 2  m  5
et pour m = 6 et r ~ 4.
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