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SUR LA REPRESENTATION ASYMPTOTIQUE
DU POTENTIEL NEWTONIEN

par Emile COTTON .

IntroDUCTION ('). — Le terme de rang [/, V,, de la série donnant
la représentation asymptotique d'un potentiel newtonien est une
somme de produits de deux facteurs; l'un de ces facteurs dépend
uniquement du point potentié ; le second ne dépend que du systéme
agissant, c’est un moment supérieur d’ordre [ de la géométrie des
masses. On appelle ainsi toute expression analogue aux moments et
produits d’inertie d'un systéme matériel, mais ot une forme (poly-
nome homogene) de degré [ remplace les formes du second degré
des coordonnées d'un point agissant.

Dans les pages suivantes, nous montrons d'abord que si l'on
réduit au minimum le nombre des termes de la somme donnant V,,
les moments supérieurs en question appartiennent a une classe parti-
culiére, (moments harmoniques), celle ou les formes intervenant dans
le calcul satisfont & 1'équation de Laplace.

(1) Les numéros entre crochets dans le texte indiquent les renvois suivants :

1. ApPELL, Traité de Mécanique rationnelle, t. 11I.

2. Goursar, Cours d’Analyse, t. II1.

3. MaxweLL, Traité d’Electricité et de Magnétisme (traduction frangaise de Seligmann-
Lui).

4. Poincarg, Théorie du potentiel newtonien.

5. SyLvesTER, Note on Spherical Harmonics. Philosophical Magazine 5¢ série vol, 1L p. abr.

6. Reve, Trdgheits und hihere Momente... Journal de Crelle, t. 72, p. 293;t. 78, p. 97.
Le résumé de ’Encyclopédie des Sciences Mathématiques éd. frangaise, t. IV, vol. II. fasc. 1,
peut suffire.

7. WAvee, Figures planétaires et géodésie. Cahiers scientifiques, fasc. XII.

8. E. Corron, Systtme de bivecteurs associé & un cycle. Comptes rendus, t. 226, 1948,
p. 1564.

9. GuiLLaumin, Sur la géométrie intégrale du contour gauche (Comples rendus, t. 227,
1948, p. 39 et 109).
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Le cas particulier, important en Electromagnétisme, de 1’angle
solide sous lequel on voit d’un point M une courbe fermée, C, est
ensuile étudié. Le calcul des intégrales doubles donnant les moments
harmoniques se raméne alors & celui d'intégrales curvilignes prises
le long de C; dans les expressions de Pfaff figurant sous le signe
intégral les coefficients des différentielles des coordonnées sont encore
des formes d’ordre (.

La fin de cette article concerne la représentation géométrique si
¢légante que Maxwell a donnée des harmoniques solides.

1. Préliminaires. Formes symboliques. — Le potentie] en un
point M (point potentié) correspondant a des éléments agissants
situés tous a distance finie de I'origine O des axes rectangulaires, est
une fonction harmonique V des coordonnées a, , ¢, de ce point
supposé extérieur au systéme agissant. Lorsque la distance OM —
est assez grande, V cst développable en une série triple dont le

I

om+n+p

g
da™b™cP
pendant de a, b, ¢, [4, ch. 1; 2, ch. XXVIII]. En groupant dans
cette série les termes correspondant aux dérivées du méme ordre
l=—=m —+ n~p, on latranforme en une série simple XV, que nous
appelons le développement asymptotique du potentiel. Si, comme nous
le supposons, V s’annule a 'infini, le premier terme V  est le pro-

duit de -

terme général V,,,, est le produit de par un facteur indé-

par un facteur M (la masse totale) indépendant de a, b, c.

Pour [ > o, V, est un polynome harmonique inverse d’ordre — (I+ 1),
en appelant ainsi, avec M. Wavre [7], tout polynome se déduisant
par inversion, de centre O, d'un polynome harmonique d’ordre /.

Soit F(&, «, £) un polynome homogene (une forme) de degré [ en
£, 7, 7 et f une fonction des variables a, b, ¢, nous donnerons au
produit Ff le sens symbolique suivant, d'un usage courant en
Analyse.

Le produit étant effectué suivant les régles de I'Algebre élémen-
of
da™b™cP
que F est une forme symbolique de degré (. Les coefficients de cette
forme peuvent dépendre d’autres variables «, y, z indépendantes de

a, b, c.
Deux formes symboliques de méme degré F, G seront dites

taire, on remplace chaque monome E,”'v,"’;‘jf'par ; nous dirons
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harmoniquement équivalentes (ou, plus brievement, équivalentes
(H) s1 pour toute fonction f satisfaisant & I'équation de Laplace
4+ f=o0,0ona Ff=Gf.

Le produit (2Z —+ fn—++~%)f ou «, 5, ~ sont les cosinus direcleurs
d’un axe 3 est la dérivée de f suivant 3. Nous verrons plus loin que
toute forme symbolique F d’ordre / est équivalente (H) au produit
par une constante de / formes linéaires symboliques telles que la
précédente.

Soit F (2, #, ) une forme de degré I, et G,(Z, +) +¢G,_,(5, «) le
reste de la division de F, considérée comme polynome en ¢ par
28+ % ce reste peut s'obtenir en remplacant 2* par — (2* + ),
¢* par —¢(2* ++*), 7' par (*+1°), etc. G, G,_, sont des formes
symboliques de degrés respectifs /, {— 1 et F, est équivalent (H) a
G,+7G,_,.

D’apres cela, toule forme symbolique de degré / équivaut (H) a
une forme linéaire de 2/+ 1 d’entre elles que nous appelerons les
Jormes symboliques fondamentales,. Le choix le plus simple pour les
applications qui vont suivre, consiste a prendre les monomes symbo-

(

l
liques fondamentaux ———IL)'E_”'-/."C”, (p=o0,1: m+n—+p=I).
m!ln!

. . 1 , .
En effectuant sur la fonction harmonique — les opérations corres-

pondant & ces monomes symboliques, nous aurons les polynomes
harmoniques inverses fondamentaux d’ordre — ({—+ 1
q

(1) App= (m';?""n"”: (p=o0,1; m—+n+p=I).

Tout polynome harmonique inverse d’ordre — (I—+ 1) s’exprime
d’une fagon linéaire et homogeéne au moyen des A,,,,. Il en est ainsi
notamment pour le terme général

()’

(@ +ya -+ 22

du développement asymptolique de Lonr désigne la distance MP
r

du point potentié M au point agissant P (de coordonnées x, y, z).
Nous poserons

(2) U=2=ZBu,Ammp (p=o0,1; m—+n+p=1

Les coefficients B sont des polynomes homogeénes de degré [ en
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, y, z qui inferviennent constamment dans la suite : nous dirons qu'ils
sont associés aux polynomes llarmoniques inverses fondamenlaux.
On a ainsi

001 °

U‘ - — ($E+yn +3Z)_;":mAmo+yAmo+2A

*

B 0o — T, Bo:o:y’ By, =

10 001

1, ., "
Uq:—(m:,-i—yv.—i—zf.)zi
2= )
1 1 i
— [T(a:i —+yn)* =+ (@~ yn )zt — Y @&+ 'na)z’] —
¢
Iy I 1 ; 1,1 .
= (2 —2*)— 8wyl ——(y' —2") 1 — w2 - yznl—,
2 ¢ p S 2 f p P
d’on
— e 2 — nyd 2 —_— J— —_—
ono—m -z, Bo2o_y)'_zz' Buo—“wy’ Bm_mz’ Bou—yz'

On obtient de m&me les expressions :

B:;oo:“z.a - 31‘22’ B2|o: (a“2 _za)y’ 3 Bt‘zo: (y2 - za)w’
XrzZ—2
B030:y3_3y22’ B‘Nl:—‘g—_’
3y*z — 2°
Bm:myz, Bo-z::JT"

On pourrait écrire les expressions explicites des B pour [ quel-
conque; nous n'aurons pas i les utiliser. Mais nous allons démontrer
que tous les polynomes B sont harmoniques, c’est-a-dire vérifient
I'équation de Laplace D,B =0, D, désignant le symbole

2 62 62

Q

+ s+
ox* Oy 02

On le vérifie immédiatement pour [ = 3. Soit ensuite f une fonction
harmonique de a, b, ¢; il en est de méme pour (x% —+ yv, —+ 2%)'f quel
que soit [; d’autre part

D,(xf +yn+ 2)f=Ul— 1) (@& +yn+2£) (& 0"+ ) f=o.

La division de (@% —+yn—+2{)' par & +n*+¢* considérés tous
deux comme des polynomes en 7 donne un quotient Q et un reste
R(z, y, z, Z, n, {) du premier degré en 7, d'ou, f étant harmonique

D(ak +yr + 2)f = D,QE +1* -+ 1)/ +D,Rf=D,Rf=o0.
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! _
D’ailleurs <_l-'l) Rf—=XB,,,, A ., les B étant les mémes polynomes

que plus haut 6t les A donnés par

’

— {
Amnp:'l_lllg.m‘llnzpf (p:0,1 M m—i—n—-l—p:l)

ona *A,,,D,B,,,—o0, quelle que soit la fonction harmonique
f(a, b, ¢). Prenons pour f un polynome harmonique homogene de
degré /; comme il en existe 2/ + 1 linéairement indépendants, les
coefficients D B,,,, sont nuls comme nous I’avons annoncé.

2. Moments harmoniques. — Changement des axes de coor=-
données. — Passons au cas d'un systéme agissant composé de
points P discrets, chacun d’eux étant aflecté d'une masse p. (positive
ou négative), le potenticl est donné par

V=XV, V,—=Z2A,,SuB,, (p=o,1; m+n—+p=I)

S désignant une addition étendue a tous les points P.

Si le systeme agissant est constitué par des masses réparties soit
dans un volume, soit sur une surface ou sur une ligne, on a pour le
potentiel une expression analogue i la précédente en remplacant les
sommes S par des intégrales]B(w, ¥, z) dy. ot dy. est le produit de

la mesure de I'élément infiniment petit de volume, de surface ou de
ligne, ou est situé P, par la densité en ce point.

On trouve dans les ouvrages classiques [4, n° 25; 2, Ch. XXVIII]
I'énoncé d'une condition a laquelle il suffit que ¢ satisfasse pour
que l'expression asymptotique XV, soit valable.

Dans la géométrie des masses, on appelle moments supérieurs
d’ordre [ les expressions SuC(x, y, 2), fC(:c, ¥, 2)dv., ou G désigne
un polynome homogéne quelconque de degré /. Ils ont été intro-
duits par Reye[6]. Ceux que nous venons de rencontrer constituent
une classe particuliere, puisque les C satisfont a l'équation de
Laplace ; nous les appellerons moments harmoniques d’ordre /; la
masse totale correspondant a /— o sera appelée le moment d’ordre
zéro.

Le développement asymptotique d’un potentiel dépend non seule-
ment du milieu agissant, mais aussi des axes de coordonnées choisis.
Quand on prend de nouveaux axes, O’z’y’z’, les nouvelles coordon-
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nées du point potentié M étant o/, ¥/, ¢/, les nouveaux polynomes

inverses fondamentaux d’ordre / sont

1

{

A (“ ‘)l ° PI (p= —1
mnp —— m ' n! ! Oa/moblnocql P ==0,1; m—n +P )

Les nouveaux moments harmoniques fondamentaux

SuB(«, ¥, 2), / . B(z', y', ")du.

se calculent en fonction des anciens en appliquant les formules du
changement de coordonnées.

S1 I'on change d’abord la direction des axes, sans changer I'ori-
gine, les nouveaux moments fondamentaux d’ordre / sont des fonc-
tions linéaires et homogeénes des anciens moments d’ordre /.

Quand on passe des axes Ox, Oy, Oz a des axes paralleles
O'z’, Oy, Oz, issus d’unc origine différente, O’, de coordonnées
x,, ¥, 2, on calcule B(z', ¥, 2)=B(x — z,, y —y,, ¢—2,) par la
formule de Taylor; comme les dérivées d'une fonction harmonique
sont encore harmoniques, les nouveanx moments harmoniques
d’ordre ! s’expriment linéairement en fonction des anciens moments
harmoniques d’ordres o, 1, 2, ..., I; de plus le coefficient de
SuB(x, y, z) est égal & I'unité.
oB(z, y, 2)

ox
"J OB(:D y Z) U ?_Bl(}i’_&i)_*_
y 02

SuB(«’, y', 2') = SuB(x, y, z) — x,Su

—Xo* 2O

On a utilisé le changement d’axes pour donner aux premiers
termes du développement asymptotique une forme réduite simple ;
dans la théorie de la gravitation (masses toutes positives) on prend
comme axes de coordonnées les axes de l’ellipsoide d'inertie relatif
au centre de gravité [1, Gh. xxix]. Pareil choix n’est plus possible
si la masse totale est nulle, mais on peut alors en général utiliser
la forme réduite de Maxwell [3, t. II, n° 392]. Elle cesse d’étre
applicable si les moments du premier ordre Syx, Suy, Suz sont nuls
eux aussi (systéme indifférent d’ardre I).

On peut imaginer des systtmes ou les moments harmoniques
d’ordre inférieur a ! sont nuls, ceux d’ordre [/ ne l'étant pas tous.
Un tel systeme sera dit harmoniquement indifférent d'ordre | — 1 ; on
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remarquera que ses moments harmoniques d’ordre | ne changent pas
lors d’une translation des axes de coordonnées.

Pour un systéme agissant indifférent d’ordre {— 1, le potentiel
en M est, lorsque M s’éloigne a l'infini sur une droite passant par O,

infiniment petit d’ordre / par rapport a L (p=OM).
F

Cette indifférence harmonique est analogue a celle de Reye [6],
mais moins restrictive. Par exemple pour [—3, l'indifférence
harmonique se traduit par

Sy j— S:J,:L‘ == S:J,y = Sy.z = Sy.yz et S{J.Z:L‘ = Sy.a:y =0,
Su(x* —2*) =8Su(y* —2") o

et pour exprimer I'indifférence de Reye, il faut 10 équations qu'on
écrit en remplacant les deux équations du second groupe par

S:J..’E2 et Sp.yg = S{Az2 —_—O0.

Etant donné un systtme S harmoniquement indifférent d’ordre
l— 1, on en déduit d’abord un systéme S’ en multipliant toutes les
masses par — I, puis un systtme S" par translation de S'. Le
systéme S formé par la réunion de S et de S” est harmoniquement
indifférent d’ordre / (au moins).

3. Potentiel d’'un ensemble de doublets. — Le potentiel en M
d’un doublet (on dit aussi dipol ou aimant élémentaire), placé en P
de mesure v, d’axe 3, est

PN S D
W=y r *‘*‘w/—z--—}-—ﬁ
T or 02 ’

x, ¥, z désignent toujours les coordonnées de P; «, ¢, v sont les
cosinus directeurs de d.

Le développement asymptotique de W se déduit de celui de —
par dérivation terme i terme r

N oU U
W:ZW,, Wl:m/ ’_;_p —+ v _b;[’

=1

ou en remplacant U, par son expression (2)

. ] ) .
W,= S< %@E—f—p —E;#-k [u%l’>, (p=o0,1; m+n—+p=I).
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Le développement asymptotique du potentiel V d’un systéme de
doublets placés en des points discrets ou répartis d'une facon continue,
se déduit de la par des additions ou des intégrations.

Posons

:ZV,, V ZC,,.,,,,A,,,,,I, (p:o,l ) m+n+p:[);

on a dans le premier cas

oB oB oB
mn, mn, ___mnp (4 ay
C,,,,.‘,_.S<—~—wa —i———ﬂby Y+, z> (x=av, y=pv, z=1)

et dans le second

f mnp dx bemrwd ‘J mng dz
mnp Oy

(dx= adv, dy = pdv, dz—ydv)

dv est le produit par une densité de la mesure 1’élément de volume,
de surface ou de ligne.

On a encore des moments harmoniques, mais leur ordre est [ — 1
et pour avoir le coefficient de A il faut calculer trois de ces
moments au lieu d’un seul.

mnp*

4. Angle solide. Champ magnétique de courants fermés. — Dans
le cas d'une double couche, «, ¢, v sont les cosinus directeurs de la
normale a la surface ¢ sur laquelle est placée la double couche. Soit
C le contour fermé (ou cycle) constituant la frontiére de s. Si la
densité est constante, le potentiel ne change pas quand on modifie
sans changer C; il en est de méme des moments harmoniques G,
et I'on prévoit que leur calcul se ramene a celui d’'intégrales curvi-
lignes prises le long de C. Nous allons le montrer, en prenant la
densité égale a l'unité; le potentiel étudié Q — X, est alors 'angle
solide sous lequel on voit du point potentié M le cycle C.

Nous prendrons pour support s de la double couche la surface
conique engendrée par les vecteurs OP, ayant leur origine en O et
leurs extrémités P, sur C. Les intégrales a calculer sont de la forme

S Taf (@, 3, 2)+Bg(@, y, 2)+ vh(z,y.2)|ds

Jf» g, h sont des polyndmes homogénes en x, y, z de degré [— 1 et
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%, 4, v ne changent pas quand P décrit le vecteur OP, . Soient

x,, ¥, 2, les coordonnées de P,, on a

f_ g h __op o X
fi_gi—hi_u ’ u_‘OP" f.l_f(,mi’yl’”i)"'
Evaluons la partie de l'intégrale correspondant a la partie de la
surface conique comprise entre deux génératrices infiniment voi-
sines OP, OP;; nous la décomposons en petits quadrilatéres
PQQ’P’: PP’ est homothétique du petit arc P P, par rapport & O
et dans le rapport u, QQ’ s’en déduit de la méme facon avec le
rapport u—+du. L’expression & intégrer est sensiblement (c’est-a-
dire a des infiniment petits prés négligeables dans l'intégration)
(2f, + g, +vh Nu'dudo, 21=OP, do est l'angle P OP].
Intégrant d’ abord par rapport au, entre les limites 0,1, on trouve

af +5g,—+vh . Mais 7’do est sensiblement la mesure
1 gi Y l

des produits vectorlels OP, A OP{=OP, A PP, les sens de
parcours de C et de la normale étant convenablement associés ;
tout revient a intégrer

i 9. h
l ’lf1+pgl+Yh )OP /\PP’_Z - 7": y: Zi
+ _*’_[‘dwl dyl dzl
le long de C.

Appliquons ceci & l'angle solide; =, y, z étant maintenant les
coordonnées d'un point courant de C, nous arrivons au résultat
suivant :

Dans le développement asymptothue de Uangle solide Q, le coeffi-

cient G, du polynome harmonique inverse A,,,, est
menp menp Z’lsmnp
I ox oy 0z
= =—o0,1; m—+n—~+p=1_).
= sy (p p="b

e/ ¢ de dy dz

On peut, sans changer la valeur d'une intégrale prise le long d’un
cycle, ajouter a ’expression a intégrer la différentielle totale d’une
fonction uniforme, et prendre dans le cas actuel la différentielle
d’un polyndme homogeéne en x, y, z de degré [—+-1. Il est possible
dans certains cas de simplifier ainsi I'expression de Pfaff & intégrer,
nous l’avons fait dans ce qui suit.
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On trouve ainsi, pour /=1
| . | S
= / (ydo—zdy)  Cpy= [ (edw —adz)
2 )¢ 2. )¢

1
w= f (zxdy — ydz),

ce sont les projections du vecteur aréolaire du cycle C [8. g].
Pour =2

~ l 2 Al
C%oz—zfzwdy, (JHO:_;f(y —a’)dz, G, =2 [yzdcr/,

[

0101:%.f(x2——22)dy’ Con:%J (yz_zz)d‘r

Remarques. 1. — Si le cycle C est un polygone, les intégrales sont
JSaciles & calculer : soit AB 1'un des cdtés, pour intégrer le long de
AB on exprime les coordonnées x, y, z d'un point P de AB en
fonction linéaire d'un parametre, par exemple s—AM, on est
ramené A l'intégration d'un polynéme en s.

3. — Les résultats précédents donnent le développement asympto-
lique du potentiel V du champ magnétique d’un ensemble de courants
électriques fermés. Ce potentiel V—=1~SiQ; /& est une constante
dépendant seulement des unités choisies, ¢ I'intensité du courant
correspondant. au cycle C, Q I'angle solide sous lequel on voit ce
cycle du point potentié M ; S est une sommation étendue a tous ces
courants ; V, lerme général du développemenl asymplotique de
\Y est.

V,=kXE,, A E

mnp‘>mnp mnp ——

mnp (vP:O’I ) ’n+’l"+-1)——~_—l).

"Un tel ensemble est harmomquement indifférent d’ordre (> 1 ;
en choisissant convenablement les cycles C el les intensités i, on
peut (n° 2)obtenir une indifférence harmonique d’ordre quelconque.

5. Représentation géométrique de Maxwell. — Nous appellerons
Sfaisceau la figure formée par [ axes réels A, h,, ..., h, 1ssus de
'origine ; soit k un coefficient affecté a ce faisceau, l'expression

(——1)‘ d d d 1

I dhdh, “dh =V b

ou le produit des dérivés = ol =1L (%5 B 7. Stant les

d
dh,
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cosinus directeurs de h,) a le sens symbolique du n° 1, est un
polyndme harmonique inverse que Maxwell appelle harmonique
solide d'ordre — ({—+ 1). Réciproquement tout polynome harmonique
inverse peut étre obtenu ainsi et d’'une seule facon en considérant
toutefois comme identiques deux faisceaux se déduisant l'un de
I'autre en changeant les sens d’'un nombre pair d’axes.

Cette proposition de Maxwell et de Sylvester est une conséquence
immédiate du lemme suivant, que nous établirons en ajoutant
quelques compléments a I'article de Sylvester [5].

Lemme. — Toute forme symbolique d’ordre , a coqﬂicients réels,
est harmoniquement équivalente & un produit de | facteurs linéaires
symboliques u 2 —+ vy +w @ coefficients réels.

Soit A—Aa—+ Bb—+ Cc une forme lindaire des coordonnées
a, b, ¢ du point potentié M, les coefficients A, B, G pouvant étre
imaginaires, appliquons a A‘ (¢ entier =) l'opération symbolique
Zmen7p il vient

PN = t(t—1) ... (t— I+ 1)A"TA"BCP,  (m—+n—+p=]).
On en conclut que si A*+ B*+ G*—=o0, (le point de coordonnées
A, B, G appartient alors au cdnc isotrope de sommet O) A est
harmonique. Plus généralement, si F(A, B, C)=o, F(&, «, 0
étant une forme de degré [ a coeflicients réels, A’ vérifie I'équation
F(Z, n, Y))A'=o0, et aussi toute équation F (&, », ))A'=o0, ou F,
est une forme symbolique harmoniquement équivalente a F.

Le lemmec étant supposé exact, prenons pour F, le produit sym-
bolique de [ facteurs linéaires, I (A, B, C) devant étre nul, et étant
un produit de / facteurs linéaires de A, B, G, I'un de ces facteurs
u,A +v,B + w,C est nul; puisque u,, v,, w, sont réels, il en sera de
méme de u, A" +v,B' +w,C’, A/, B/, ¢’ étant imaginaires conjugués
de A, B, C. En d’autres termes, le plan uX +o,Y +wZ =0
contient deux génératrices isolropes imaginaires conjuguées du
cone F(X, Y, Z)=—o0, qui appartiennent aussi a tous les cones
F,(X, Y, Z)=o0, en particulier & celui dont 1’équation est du pre-
mier degré en Z (voir n° 1) G(X, Y)+ZG,_ (X, Y)=—o.

Les projections de ces génératrices sur le plan XOY sont données
par I'équation homogene de degré ol

Gi(X, Y)+(X*+Y"G]_,(X, Y)=o,
2t leurs coefficients angulaires y. par

(3) Gi(x, )+ (1 +p»)Gi_(1, p)=o.
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A une racine p. de cette équation, correspond un systéme
G(1, u)
G,_l(l ) 1)
remplacant ». par 1'imaginaire conjuguée v/, on a des paramétres
directeurs de la génératrice isotrope conjuguée. Il est facile d’écrire
I'équation du plan contenant ces deux généraltrices et de la ramener
a avoir ses coefficients u,, v,, w, réels. En définitive, si lc lemme est
exact, la résolution d’une équation algébrique(3) de degré 2/ permet
d’obtenir trés facilement les [ facteurs symboliques uf —+ v + w7

D’ailleurs, le lemme est évidemment exact pour |— 1; admettons
qu’il le soit aussi pour =2, 3, ..., L— 1, nous allons vérifier qu’il
est encore exact pour la valeur L.

Supposons trouvé un plan II contenant deux génératrices isotropes
conjuguées du coéne F(X, Y, Z)—o0, on peut choisir les axes de
coordonnées de facon que I'équation de ce plan soit Z=—o, et
prendre pour paramétres directeurs les génératrices isolropes
contenues dans ce plan 1, i, o et 1, — i, 0. L’équation (3) donne
Gy (s, )=G (1, —i)==o0; si G(X, Y) n'cst pas identiquement
nul, il est divisible par X*—+ Y*; écrivons

G.(X, V)= (X"+Y)G, X, Y);
alors F(Z, =, ) est harmoniquement équivalent a
Z.[VG[,..|(E’ 71) _: Gl,_z(iv TA)I y

le crochet étant une forme symbolique de degré L — 1 est équivalent
au produit de L — 1 facteurs linéaires; la démonstration du lemme
est ainsi achevde.

L, v, — de parametres directeurs de la génératrice: en

Remarques. 1. — Les axes du faisceau de Mavwell relatif aux
fonctions A, sont O, Oy, Oz comptés respectivement avec les
ordres de multiplicité m, n, p.

2. — On peut utiliser pour représenter, les harmoniques solides
de degré — (I+ 1) des polynomes inverses fondamentaux différents
de ceux dont nous avons fait usage, et notamment ceux qui corres-
pondent aux fonctions sphériques fondamentales [3, 1™ partie, ch. 1x].
Les faisceaux d’axes correspondant & ceux-ci comprennent d’abord ¢
axes situés dans le plan Oy disposés soit suivant les rayons d'un
polygone régulier de 2g cbtés ayant son centre eu O, l'un de ses
sommets sur Oz, soit suivant les apothémes. Les /— ¢ axes restants
sont confondus avec Oz.
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Il est d’ailleurs facile d’exprimer ces harmoniques solides fonda-
mentaux en fonction des nodtres, Amnp, en utilisant les formules
données par Maxwell. Nous ne ferons pas ce calcul; I'emploi des
coordonnées polaires étant moins pratique pour 1'étude faite plus
haut que celui des coordonnées cartésiennes, nous n’avons pas eu a
atiliser les fonctions sphériques.

3. — Désignons par G, les coefficients des A,,, dans le terme
V,du potentiel V d'un systéme agissant, par exemple un ensemble E
de courants fermés. Regardons ces 2{— 1 coeflicients comme les
composantes d'un vecteur v(I0) d’un espace (euclidien ou affine) a
2{—+ 1 dimensions. Le vecteur y(E) correspondant & un ensemble E
obtenu par réunion de deux autres E’, £, est la somme géométrique
des vecteurs correspondants v(E’), v(E"). De méme si E,, se déduit
de E en multipliant les intensités de tous les courants par un méme
nombre 6, le vecteur v(E,) est le produit par 6 du vecteur v(E). La
représentation si ¢légante de Maxwell n’utilise que 'espace ordinaire,
mais ses éléments (faisceau d’axes et coeflicient) ne pouvant s’obte-
nir que par la résolution d'une équation algébrique, elle ne donne
pas une interprétation géométrique aussi simple des opérations
précédentes.



