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FONCTIONNELLES MULTIPLICATIVES
ET ADDITIVES DE MARKOV

par Paul-André MEYER (PARIS).

INTRODUCTION

Le travail qui suit comporte deux parties presque indé-
pendantes. La premiére, qui traite des fonctionnelles multi-
plicatives de Markov, est rédigée de facon a constituer un
exposé a peu prés autonome. Nous pensons cependant que le
lecteur en verra davantage l'intérét s’il parcourt les para-
graphes du mémoire fondamental de Hunt « Markoff processes
and potentials » qui sont consacrés aux temps terminaux et
a la théorie relative du potentiel. La seconde partie, qui traite
des fonctionnelles additives, fait si souvent appel a la théorie
de Hunt qu’il nous a semblé impossible de la rédiger sans nous
référer constamment a celle-ci. Nous avons essayé de donner
des références aussi précises que possible, afin d’éviter au
lecteur de se perdre dans les 170 pages compactes du mémoire
de Hunt.

Notre premiére partie était esquissée lorsque nous avons
eu connaissance des résultats de Dynkin et de son école sur
les fonctionnelles multiplicatives. La lecture du livre de
Dynkin « fondements de la théorie des processus de Markov »
nous a été précieuse pour la mise en forme des résultats que
nous avions obtenus, et nous a guidés pour la seconde partie
de notre travail. En ce qui concerne les fonctionnelles multi-
plicatives, nous adoptons un point de vue un peu différent
de celui de Dynkin; I’élément intéressant étant, & notre avis,
plutdt le semi-groupe de Markov que le processus de Markov.
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Cela conduit & une présentation de la théorie que nous pen-
sons é&tre plus simple que celle de Dynkin (%).

Il n’est sans doute pas inutile que nous rappelions ici quelle
est l'origine de la théorie « probabiliste » du potentiel, dont
nous utilisons ici les méthodes. La premiére utilisation de la
parenté des théories du mouvement brownien et de ’équation
de Laplace remonte probablement a Kakutani (1944); mais
c’est surtout a Doob (1954) que I'on doit d’avoir reconnu que
cette parenté n’était pas une simple curiosité, et que son exploi-
tation systématique permettait d’obtenir des résultats nou-
veaux sur les fonctions harmoniques et surharmoniques.
Il est plus surprenant, et trés intéressant, que ces méthodes
se soient étendues d’elles-mémes a la théorie de I’équation
de la chaleur (Doob, 1955), qui, lorsqu’on I’aborde par des
méthodes purement analytiques, se présente sous un aspect
assez différent de celle de ’équation de Laplace. A la suite
de ces résultats de Doob, Hunt (1957) a entrepris, et réalisé
de maniére admirable, la tiche énorme de reconstruire I’en-
semble de la théorie du potentiel a partir de celle des processus
de Markov. Hunt est parvenu a développer, non seulement
une axiomatique «forte» [chypothése (F)»], dans laquelle
entrent par exemple les potentiels newtonien, de la chaleur,
de M. Rlesz, mais aussi une axiomatique « falble [« hypothese
(A)»], qui s apphque a la plupart des noyaux continus qui
satisfont au prlnmpe complet du maximum. Dans cette derniére
théorie, on ignore ce que signifie I'expression «la fonction
surharmonique f est le potentiel de la mesure @ ». Le principal
objet de notre travail était de montrer que les fonctionnelles
additives de Markov peuvent jouer, dans cette théorie, le role
que jouent les mesures dans la théorie classique.

Qu’il nous soit permis d’exprimer ici toute notre reconnais-
sance envers MM. Henri Cartan, J. Deny, J. L. Doob, et
Michel Loéve, sans 'aide et I’enseignement de qui nous n’au-
rions pu parvenir a aucun des résultats que nous présentons
icl. Nous remercions vivement aussi Messieurs R. Fortet et
Laurent Schwartz, qui ont accepté de faire partie du jury
auquel cette thése a été soumise.

() Nous avons appris, par une lettre de M. Dynkin, que deux éléves de celui-ci,
A. D. Ventzel et M. G. Shur, ont obtenus des résultats trés proches des ndtres, qui
ont été présentés au Congrés de Calcul des Probabilités de Vilna, en Septembre 1960.



PREMIERE PARTIE

FONCTIONNELLES MULTIPLICATIVES DE MARKOV

1. — Terminologie et notations.

1. Soit E un espace localement compact: nous noterons
(resp. ®'(E)) la tribu des ensembles boréliens de E
(resp. des ensembles universellement mesurables de E);
G(E) (resp. G'(E)) les espaces vectoriels des fonctions réelles,
bornées, $(E)-mesurables (resp. $'(E)-mesurables). Co(E) sera
Iespace des fonctions réelles continues sur E, qui tendent vers
0 a I'infini; tous ces espaces sont des espaces de Banach,
lorsqu’on les munit de la norme de la convergence uniforme.
L’espace des états des processus sera un espace topologique
X, 4 base dénombrable, localement compact, pour lequel
nous écrirons simplement %, $'...; au lieu de B(X), B'(X)...
L’objet de notre étude est un semi- groupe de Markov
P ={P,}.en, sur Gy, fortement continu sur G, (). Si feG,,
la valeur au point ze X de la fonction P/ est notee P(z, f),
ou P,f*; pour chaque z, c’est une mesure de Radon que nous
désignerons par la notation (un peu abusive) Pz, dy). Cela
permet de prolonger le semi-groupe aux espaces § et G' de
maniére évidente (2). Nous supposerons pour l'instant (jus-
qu’au n° 5 de ce paragraphe) que toutes ces mesures sont de
masse totale 1. Si p. est une mesure, f une fonction, soit (u, f)
la valeur de @ sur f, et wP, la mesure définie par la relation:

(!) Autrement dit: les P, sont des opérateurs positifs sur C;, de norme < 1;
I'opérateur P, est I'identité; V¢, ¢’ on a Py, = P,P,; enfin, si feCy, P,f— f uni-
formément sur X lorsque t— 0.

(]) Si feg’, P,f est la fonction a:—)f Pz, dy) f(y) : il est facile de voir que
cette fonction appartient a §' (2 G si fe(G).
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VY, (uPy, ) = (&, Pf); uP, est la transformée de p par 'opé-
rateur transposé de P, et la mesure que nous avons notée
Pz, dy) n’est autre que la mesure ¢,P,.

\

2. On peut associer & un tel semi-groupe plusieurs notions
qui constituent le germe d’une théorie du potentiel. Soit A
un nombre positif; on appelle A-potentiel du semi-groupe
{P,! (potentiel tout court si A = 0) le noyau positif :

UMz, dy) = /: e MP(x, dy) dt.

I’intégrale a un sens, car 'application t — P(z, dy) est vague-
ment continue pour chaque z. S1 A >0, c’est un opérateur
borné sur § ou sur ¢, de norme 1/A. Si A = 0, nous ne le
ferons opérer que sur des fonctions positives; il peut é&tre alors
identiquement infini sur €, (dans le cas du mouvement brow-
nien plan par exemple). On dit qu'une fonction f définie sur X
est A-excessive si elle est positive, mesurable pour toute
mesure de Radon, telle que e *Pf < f pour tout t, et que
lim P,f = f. Une fonction qui ne vérifie que les trois premiéres
t>0

conditions est dite A-surmédiane; si f est une telle fonction,
la fonction g = lim P,f est une fonction A-excessive, majorée
t>0

par f, que I'on appelle la régularisée de f. S1 A = 0, on dit
simplement : excessive, surmédiane.

Une fonction positive, un ensemble, sont dits « de potentiel
nul » si, pour un A > 0, la valeur de Popérateur U» sur cette
fonction ou cet ensemble est 0. Les expressions « sauf sur un
ensemble de potentiel nul» et «presque partout» seront
considérées comme synonymes.

Le A-potentiel d’une fonction positive est une fonction
A-excessive. La limite d’une suite croissante de fonctions
A-excessives (A-surmédianes) est A-excessive (A-surmédiane).
Nous emploierons souvent le théoréme suivant lequel, si
A > 0, et si f est une fonction A-excessive finie, 1l existe une
suite de fonctions bornées dont les A-potentiels tendent en
croissant vers f (). Signalons aussi que si f et g sont deux
fonctions A-excessives, inf (f, g) Pest aussi (2).

() Hunt, [1], p. 66.
(! Hunt, [1], p. 68.
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3. On peut associer au semi-groupe }P,}, de maniére
naturelle, une fonction de transition de Markov sur %#’, définie

par la relation Pz, A) = f; P(z, dy) (*). La connaissance

de cette fonction de transition permet inversement de recons-
truire le semi-groupe {P}.

Soit Q* la partie de 'espace produit X* formée par les
trajectoires (c’est-a-dire les applications de R, dans X) qui-
sont continues & droite et pourvues d’une limite & gauche en
tout point. Soient {X{.ea, les restrictions a Q* des appli-
cations coordonnées, F; la plus petite tribu sur Q* pour
laquelle les applications X,(t <{ s) sont mesurables, et F° la
tribu engendrée par la réunion des F;, seR;. Il est classique
(voir par exemple Blumenthal [I], Loéve [I], Dynkin [I])
que, pour toute loi de probabilité v sur X, on peut construire
une mesure P’ sur (Q%, F°) telle que le processus {X}, sur
I’espace de probabilité ainsi obtenu, soit markovien relati-
vement 4 la famille des tribus Fj, admette Pz, A) comme
fonction de transition, et v comme répartition initiale (2).
Nous noterons P* la mesure P%. Nous emploierons de méme
les symboles EY, E® pour désigner des espérances mathé-
matiques.

Construisons maintenant les tribus définitives: soit F*
(resp. Fy) la famille des parties de Q* qui, quelle que soit la
mesure initiale v, différent d’un ensemble de F* (resp. F$) par un
ensemble négligeable pour la mesure P'. Le processus {X,}
est markovien par rapport aux tribus F;. De plus, si l'on
pose Fy, =mF’§+t, on a Fi = F;().

’ >0

(Y) Rappelons la définition d’une fonction de transition de Markov: c’est une
application (¢, ¢, A) — Py(z, A) de Ry X X X #' dans Ry, telle que : a) pour chaque
(t, ) A —> Pz, A) soit une loi de probabilité sur #'. b) Pour chaque (, A) la fonction
z—> Pz, A) soit H'-mesurable. ¢) Pour chaque (z, A, ¢, ¢') on ait la relation de

Chapman-Kolmogorov: Pg(z, A) = f Pz, dy)P:(y, A).
x

{2) Rappelons la signification de cette phrase: elle équivaut aux deux relations :
a) VAe®, P'[X,eA] =v(A), b) Vs, teR,; VAeRona

P[X,,,€A|F] = P((X,(w),A) P —p.s.

Comme le premier membre est indépendant de v, nous ne mentionnerons plus la
mesure initiale dans une telle formule.
(3) Voir le Séminaire [II], pp. 5-05.
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Il est classique aussi que, si A est un ensemble F*-mesu-
rable, la fonction z — P*(A) est ®'-mesurable sur X, et que
I’on a pour toute loi initiale v la relation

PY(A) = [ P=(A) dv(z) ().

Cette formule nous servira comme définition de PY(A),
dans le cas ou v est une mesure positive de masse quel-
conque, finie ou non.

Nous reprendrons une notation de Dynkin, et désignerons
par la notation 0, pour ¢ > 0, 'copérateur de translation »
sur (%, qui associe 4 la trajectoire ® la trajectoire 0 définie
par la relation: Vs, X (0w) = X,y (w). Il est facile de voir
que l'application 0, est mesurable. Nous utiliserons souvent
la relation suivante: soit ¢(w) une fonction positive bornée.
F*-mesurable sur Q*, et ®(z) la fonction z — E*[¢]. Alors:

(1) E[ge0,|F;] = ®?oX,(w) p.s. (pour toute mesure initiale)
et en particulier, en prenant des espérances mathématiques :

(2) PO® = Ep-0] ().

4. L’espace Q* est d’un emploi commode, mais il nous
arrivera d’avoir besoin d’espaces « plus riches ». Aussi appel-
lerons-nous «bon espace» un systéme formé:

a) D’un ensemble Q muni d’une tribu F, et d’une appli-
cation © de Q sur Q* mesurable lorsque Q* est muni de F°,
Q de F.

b) D’une famille de sous-tribus F, de F, qui croissent avec s,
telles que mFsH =TF,, et que X,o7 soit F,-mesurable pour
tout s. t>0

¢) D’une application qui associe a toute mesure de Radon
positive v sur X une mesure P¥ sur (), F), de telle sorte que:

1) Pour toute partie A de F, la fonction z — P*(A) soit
#'-mesurable sur X, et P'(A) I'intégrale de cette fonction par
rapport a .

2) (Q, F) étant muni de la mesure P’, la fonction aléatoire
{X,ow} soit de Markov par rapport aux tribus F, admette

(1) Voir Hunt [I], pp.51-52.
(%) Dynkin [I}, p. 46.
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Pz, A) comme fonction de transition, et v comme mesure
initiale. (En un sens un peu élargi si v n’est pas de masse 1.)

Bien entendu, Q* lui méme est un « bon espace ». Nous ferons
de nombreux abus de langage, dont le premier sera de parler
des « applications X, sur Q » au lieu de les noter X,ow. De méme,
nous suprimerons souvent les astérisques dans les chapitres
ou cela n’introduira pas d’ambiguité.

5. Soit maintenant un point d ¢ X. Nous 'identifierons au
point a l'infini de X si X n’est pas compact, et si X est com-
pact 1l sera considéré comme isolé. Supposons que le semi-
groupe {P,} satisfasse aux conditions envisagées au n° 1,
mais que l'on ait P41 <1, au lieu de P4 =1 (cas «sous-
markovien »). Soit X Pespace X u {2}, et soit f une fonction
continue sur 'espace compact X : la fonction f — f(d) appar-
tient & Cy(X), & une identification évidente prés. Posons

pt(b’ f)= f(b)
Pa, f) = Pz, f— Q) +f0) (z=X)

Il est trés facile de voir que les P, constituent un semi-
groupe fortement continu sur lespace C(X), qui opére
comme §P,} sur les fonctions nulles au point 9, et qui est
markovien: toutes les constructions qui viennent d’étre
décrites peuvent donc étre faites sur gp,z Il nous sera seule-
ment nécessaire de modifier un peu la définition de I’ensemble
Q*, les trajectoires ®w étant maintenant supposées pourvues
de limites & droite et & gauche, et telles que, si S(w) désigne la
borne inférieure des instants ¢ pour lesquels la valeur X,(w)
ou la limite & gauche X, (») est égale a d, 'on ait pour tout
s > S(w) 'égalité X (w) =0. La variable aléatoire S(w) est alors
appelée la durée de vie de w ().

Nous allons faire maintenant une convention fondamentale,
qui nous permettra de ne pas distinguer P, et P, X et X, le
cas sous-markovien et le cas markovien, dans la plupart des
démonstrations : toute fonction écrite sous la forme habituelle

— f(z) par exemple — sera identifiée a une fonction sur X nulle

et

(*) La possibilité d’un tel choix résulte de Hunt [I], bas de la page 54. Voir aussi
le Séminaire [II], pp. 5-15.
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au point d. Ainsi, la notation 1 en particulier désignera la
fonction égale a 1 sur X, &4 0 en d (Une fonction égale 4 a =40
au point d sera écrite sous la forme f(x) + ay,). De méme, toutes
les mesures initiales seront supposées concentrées sur X.

Il résulte immédiatement de la continuité & droite des
trajectoires que, si {2 est un « bon espace », I'application
(t, ») = X,(w) est mesurable, Ry X (2 étant muni de la tribu
produit naturelle. Si H(w) est une fonction mesurable positive
sur (), Papplication ® — Xg,)(w) est donc une variable
aléatoire, que nous noterons Xg(w) ou Xu. Si H(w) =0,
nous poserons Xy(w) = . ,

6. On appelle temps d’arrét relatif aux tribus F, sur un
«bon espace» Q, une variable aléatoire positive T(w), finie
ou non, telle que pour tout nombre positif a 1’événement
{T < al appartienne & F,. Un événement A de F est dit
antérieur au temps T si, pour tout a positif, ’événement
A n {T < a{ appartient & F,. Les événements antérieurs a T
forment une tribu Fr. S1 T est un temps d’arrét, nous noterons
Py (resp. P}) Popérateur sur §' qui transforme une fonction
f en la fonction z — E*[fo Xz (resp. E*[e=*"fo Xy]).

Le semi-groupe §P,} vérifie deux théorémes fondamentaux,
auxquels nous nous référerons dans la suite sous les noms de :

Propriété de Markoy forte (*): Soit T un temps d’arrét, H
une variable aléatoire > T, mesurable sur la tribu F; des
événements antérieurs & T: on a, p.s. pour toute mesure
initiale v, f désignant une fonction de §':

Ev[fo XHIFT] = Pﬂ(w)-—'l‘(w)(XT(w)a f)

(Le second membre ayant la valeur 0 par convention
si H(w) = o).

Dans la plupart des cas, H(w) sera de la forme T + ¢, ou ¢
est constant. Signalons que les relations (1) et (2) de la fin du
n° 3 sont encore valables lorsque le temps constant ¢ est rem-
placé par un temps d’arrét quelconque T, la translation Oy
étant définie de la maniére naturelle.

TutorimMeE DE Brumenrtmar (). — Soit une suite T, de
temps d’arrét, presque stirement croissante, et T sa limite. On a

() Blumenthal {I], Dynkin [I], chap. v. La définition ci-dessus est celle de Dynkin.
(2) Blumenthal [I}, Dynkin [I], p. 183.
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p-s. lim Xy (w) = X¢(w) sur Uensemble des w pour lesquels
T(w) < oo.

Parmi les applications de ces théorémes, nous ne retien-
drons ici qu’un résultat: appelons ensemble presque borélien
(resp. presque analytique) de X, une partie de A telle qu'il
existe, pour toute mesure v, deux ensembles boréliens A" et A"
(resp. analytiques) tels que A’c AcA” et que 'ensemble:

fw:3t >0 tel que X, (w)eA” — A’}

soit P'-négligeable. Un ensemble presque analytique est en
particulier universellement mesurable. Hunt a montré (*) que
si A est un ensemble presque analytique, la fonction T,(w)
égale 4 la borne inférieure de ’ensemble des ¢t > 0 pour
lesquels X,(w) € A, est un temps d’arrét. Nous l'appellerons le
temps d’entrée dans A, et nous désignerons en général les opé-
rateurs P}, par la notation plus simple Pi. A étant toujours
supposé presque analytique, un point z est dit régulier pour
A si P¥[Ty = 0] =1 (3). 81 z est irrégulier pour A,

P*[T, = 0] = 0.

Les ensembles presque-boréliens B qui contiennent un point
x, et sont tels que z ne soit pas régulier pour X — B, cons-
tituent une base du filtre des voisinages de 2 pour une topo-
logie que I'on appelle la topologie fine (*) sur X.

Hunt a montré (*) que toute fonction A-excessive [ est mesu-
rable sur la tribu des ensembles presque-boréliens, et que
Iapplication ¢ — fo X,(®) est, p.s. pour toute mesure initiale,
continue & droite et pourvue de limite & gauche en tout point ¢.
On en déduit en particulier que f est finement continue.

I est trés rare queles raisonnements fassent intervenir direc-
tement l’hypothése initiale d’invariance de Co(X), et de forte
continuité. Aussi dirons-nous qu’un semi-groupe {P,} satisfait
a la condition (A) de Hunt (®) si ce semi-groupe laisse §

(Y Hunt [1], pp. 53-57.

(3) On emploie couramment I’expression « A est effilé en z» synonyme de «zx
est irrégulier pour A ».

(3) Voir Dynkin [II].

(4 Voir Hunt [I], p. 67.

) (®) Voir Hunt [1], p. 50; nous permettons ici aux semi-groupes d’étre sous-marko-
viens.
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invariant (), et si on peut réaliser pour toute mesure de
Radon v un processus {X,} dont 'ensemble des trajectoires est
Q*, la fonction de transition P,(x, A), la mesure initiale v,
satisfaisant a la propriété de Markov forte et au théoréme de
Blumenthal. La notation {P,} désignera désormais un tel semi-
groupe, et tous les théorémes qui suivent sont démontrés, sauf
mention spéciale, sous ces hypothéses.

2. — Fonctionnelles multiplicatives et semi-groupes.

C’est dans le livre de Blanc-Lapierre et Fortet [1] que la
notion de fonctionnelle de Markov (additive) semble avoir
fait sa premiére apparition. Mais la découverte de la relation
entre les fonctionnelles multiplicatives d’un processus, et
certains «sous-processus » de celui-ci (processus obtenus en
réduisant la durée de vie des trajectoires du premier) est due
sans conteste & Dynkin. Comme les processus que Dynkin
considére ne sont en général pas homogeénes dans le temps, il
est amené 4 envisager des fonctionnelles & deux indices M, (),
définies pour s < ¢, satisfaisant & des conditions analogues
a celles que nous donnons ci-dessous (la correspondance entre
la définition de Dynkin et la nétre est donnée par la relation
M, (w) = M,_,(0,»)). En supposant par exemple que pour
tout s, on a M; ; = 1 p.s. pour toute mesure initiale, Dynkin
peut montrer que toute fonctionnelle & deux indices est
équivalente & une fonctionnelle « parfaite » & deux indices (?),
de sorte que dans ce cas la théorie est, de maniére paradoxale,
plus simple dans le cas non-homogéne dans le temps que dans
le cas homogéne. Nous verrons plus loin que la difficulté lége-
rement plus grande de nos démonstrations est compensée, dans
le théoréme sur la propriété forte de Markov par exemple
(th. 4.2.), par ’absence de toute restriction sur la fonction-
nelle : cela provient de ce que nous avons a notre disposition
les ressources de la théorie de Hunt.

(*) Cette condition est accessoire: elle sert seulement dans la démonstration de
Hunt, du fait que tout fonction excessive est p.s. continue a droite sur les trajec-
toires du processus; propriété que posséderont tous les semi-groupes que nous
rencontrerons dans la suite, sans que la condition ci-dessus soit satisfaite.

(?) Voir Dynkin [I], p. 72.
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1. Dé&rinaTiON 2.1. — Soit 3Qz§:en+ une famille d’opérateurs
linéaires positifs sur G’ : nous dirons qu’elle constitue un semi-
groupe subordonné au semi-groupe (P} si :

1) Vs, t > 0, Q. = Q,Q; (nous n’exigeons pas Q, = I).

2) Vf <G, Qf < Pif.

3) La fonction t — Q1° (« masse totale ») est, pour tout =z,
continue d Uinstant t = 0.

Remarques. — a) Comme dans le cas du semi-groupe {P{
(cf. § 1, n® 3) on obtient, en se restreignant aux fonctions
caractéristiques des ensembles de #’, la notion de « fonction de
transition Q/z, A) subordonnée a P,z, A)». L’additivité
compléte en A est une conséquence de la condition (2) et 'on
a pour chaque fe(':

Qa, )= [ Qla, dy)f(y).

b) Etudions Popérateur Q, : la mesure Q,(z, dy) est majorée,
d’aprés la condition (2), par la masse unité ¢,. En vertu de
la relation QyQo = Q,, cette mesure ne peut étre que ¢, ou 0 : dans
le premier cas (resp. le second) nous dirons que z est un point
permanent (resp. non-permanent) pour {Q,}{. L’ensemble des
points permanents sera noté £. Comme cet ensemble est carac-
térisé par la relation Qy(z, 1) =1, il est universellement
mesurable.

¢) Comme la mesure Qq(z, dy) est égale a e,.ye, on a
Qo(z, X — £) = 0 pour tout z. Il résulte alors de la relation
Q, = Q,Qp que les mesures Q,z, dy) sont concentrées sur %.

d) Soit f une fonction continue comprise entre 0 et 1: en
un point non permanent, Q(z, f) << Q(z, 1) = 0. En un point
permanent, Pz, ) — Qz, f) < Pz, 1) — Q(z, 1) tend vers
0 avec t, puisque d’apres (3) Q,z, 1) T)ol: comme

>

Pz, f) =¥ f(a),
il en résulte en définitive que Q(z, f) T-:of(x)y_ge(x) = Qo(z, f).

On en déduit aussi que, pour tout z, 'application ¢ — Q,(z, f)
est continue & droite en tout point.

e) Si f est continue est bornée, I'intégrale f - Qz, fle *dt
0

a donc un sens pour A > 0. Il est facile de voir qu’elle appar-
tient, en tant que fonction de z,4 §'. Notons la V(z, f); comme
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elle est majorée par U(z, f), c’est une mesure en f pour chaque
z: elle se prolonge donc a §'. De tout ce qui vient d’étre dit,
il résulte que si f est continue, AVX(z, f) = f(2)y2(2).

A>

Ezemple. — Le semi-groupe {Q,} = {e*P, est subor-
donné & {P,} (A > 0).

2. DEriniTioN 2.2. — On appelle fonctionnelle multipli-
cative de Markoy une famille {M,}.en, de variables aléatoires
sur Vespace Q* des trajectoires, satisfaisant aux conditions
sutvantes :

1) L’ensemble des w € Q* pour lesquels la fonction t — M,(»)
n’est pas continue & droite, comprise entre 0 et 1, décroissante,
est négligeable pour toute mesure P".

2) Pour tout t > 0, M, est une fonction F*-mesurable.

3) Pour tout couple (u, v) de nombres > 0, la relation :

Mu+,,(U)) = Mu(w) . Mv(ouw)

a lieu, sauf peui-éire pour des w appartenant & un ensemble
H,, qui est négligeable pour toute mesure P".

On dit que deux fonctionnelles multiplicatives {M,{ et
{N,{ sont équivalentes si, pour chaque ¢, I’ensemble

M, £ N.§

est négligeable pour toute mesure P¥ ().

Remarques. — Si {M,} est une fonctionnelle multiplicative,
la famille des variables aléatoires {— log M,{ constitue une
fonctionnelle additive de Markov: cette notion sera étudiée
en détail dans la seconde partie de ce travail.

SiI’on remplace, dans la condition (3), 'hypothése « H, , est

négligeable» par«| 'H,,,,, est négligeable pour toute mesure
u, v
PY», on obtient la notion de fonctionnelle multiplicative

« parfaite ». On ignore si toute fonctionnelle est équivalente
a une fonctionnelle parfaite.

Ezemples. — 1) Soit A une partie presque borélienne de X :
on pose M(w) = 0 (resp. 1) si la trajectoire @ rencontre (resp.

() En vertu dela continuité & droite, 'ensemble §w: 3t: M(w) 5% Ny(m) } est alors
lui aussi négligeable.
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ne rencontre pas) 'ensemble A dans tout intervalle [0, ¢t + €],
e > 0. Cette fonctionnelle est parfaite.

2) Soit plus généralement T(w) un temps d’arrét tel que,
pour chaque ¢, on ait p.s. pour toute mesure initiale

T(hw) = T(w) — ¢

sur I’ensemble ot T(w) > t. Les fonctions M,(w) égales & 1
s1 T(w) >1t, a4 0 s1 T(w) <t constituent une fonctionnelle
multiplicative. Si1 T est par exemple le temps d’entrée dans
un ensemble presque borélien A, la fonctionnelle obtenue est
parfaite (cas un peu différent du premier).

3) Soit h(z) une fonction positive, borélienne, et par exemple

. t
bornée: les fonctions M (w) = exp [———fo ho X (w) ds] cons-
tituent une fonctionnelle multiplicative parfaite, continue,

qui est dite associée a la fonction A.
4) MJw) = e (c’est le cas précédent, avec h = RA).

3. Le théoréme suivant a été démontré, bien avant nous,

par Dynkin ([I], p. 102).

Tutorkme 2. 1. — Soit {M,{ une fonctionnelle multiplicative
de Markoy. Posons, si xe X, fe(':

Qfz, f) = Efo X,.M,].

Les Q, constituent un semi-groupe subordonné da (P}, qui
est dit assocté & la fonctionnelle {M,}. Pour qu'un point xz
soit permanent pour $Q,} (resp. non permanent) il faut
et il suffit que P [My,=1]=1 (resp. P*[M, =0]=1).
Pour que deux fonctionnelles soient équivalentes, il faut et il
suffit qu’elles aient méme semi-groupe associé.

Démonstration. — Etablissons d’abord une relation: soit
h(w) une fonction positive, bornée, F*-mesurable. Nous avons :

B[ Myo(0)..fo Xora(®) . h(w)] = ETh(0) . Miw) . fo Xupu(o) . M(0,0)]

d’aprés la condition (3) de la définition des fonctionnelles.
En prenant une espérance conditionnelle par rapport a F},
en remarquant que h(w).M/(w) est F} mesurable:

= E7h(0). M,(w).E[fo X,(0,0) . M,(80)|F}]].
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Appliquons I'identité (1) de la fin du §1, n° 3, a la fonction
¢(w) = fo X (w).My(w). Il vient:

= Ez[h(“’) My(0). Qi X{(w), f)]

Prenons h =1: la propriété de semi-groupe en résulte
immédiatement. L’inégalité Q,<{P, vient de ce que M, <1,
et la continuité a droite de la masse totale de la continuité
a droite de la fonctionnelle.

Remarquons maintenant («loi de tout ou rien» — voir
Blumenthal [1]) (}) que la variable aléatoire M,, étant Fs-mesu-
rable, est P* — p.s. constante, pour tout z: comme Mj = M,
p.s., cette constante ne peut é&tre que 0 ou 1. La seconde
phrase de I'énoncé en résulte immédiatement.

Deux fonctionnelles équivalentes ont méme semi-groupe
associé. Soient réciproquement deux fonctionnelles {M,{ et
{N,} possédant cette propriété, montrons qu’elles sont
équivalentes : soit H D'espace vectoriel des fonctions h(w),
bornées, Fi-mesurables, telles que I'on ait, pour une mesure v
donnée, EV[M,(w).h(w)] = EY[N,(»).h(w)]. La limite de toute
suite convergente uniformément bornée en module de fonctions
de H appartient encore a H. D’autre part, un calcul simple
montre que H contient toutes les fonctions de la forme :
hyo Xy(@), vory Bpo Xy (0) (0Kt << <<t hyy ooy By e ()
H contient donc toutes les fonctions bornées Fjy-mesurables.
Comme M, et N, sont Fi-mesurables, elles sont égales P¥-p.s. (%).

TutoriMe 2. 2. — Soit {Q,} un semi-groupe subordonné
a § P} : il existe une fonctionnelle multiplicative de Markoy {M,{,
telle que le semi-groupe associé ¢ {M,} soit {Q.f.

Démonstration. — 1) Rappelons qu’il existe une version
q(z, y) de la densité de la mesure Q,(z, dy) par rapport a
P(z, dy), qui est une fonction %’ X #'-mesurable du couple
(z, y) : elle peut s’obtenir de la maniére suivante : rangeons les
ouverts d’une base dénombrable de la topologie de X en une

(*) Voir aussi le Séminaire [II], pp. 5-04.

(3) Plus généralement, le méme raisonnement appliqué aux variables aléatoires
M,.mt<s;, N;.xjt<s} (ou S est la durée de vie), montre que si deux fonctionnelles
multiplicatives ont des semi-groupes associés qui coincident sur X, elles'sont égales
jusqu'au temps S. Il en résulte en particulier que deux fonctionnelles multiplica-
tives normalisées (voir leur définition a la fin du n° 3) qui induisent le méme semi-
groupe sur X sont identiques.
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suite 0,, et construisons par récurrence une suite de partitions
£, de X, la premiére £, étant constituée par les ensembles X et
@, %,+1 étant la partition engendrée par les ensembles de £,,
et les ensembles O, et X — O,. Posons alors

I {2, Y) = Q, Ay(y))/Pz, Au(y))s

ou A, (y) est 'ensemble de £, qui contient y. Cette fonction est
mesurable par rapport au couple (z, y), et on peut montrer
(Cf. Doob [I], p. 343 et p. 630) que, pour chaque z I’application
Yy —> ¢, (z, y) converge Pz, dy)-presque partout vers une ver-
sion de la densité cherchée. Or I’ensemble de convergence de
la suite ¢, (z, y) dans X X X est %’ X #'-mesurable: défi-
nissons ¢z, y) comme égal a limgq, (=, y) sur cet ensemble, a

0 sur son complémentaire : ¢z, y) est mesurable par rapport au
couple (z, y) et représente, pour chaque z, une version de la
densité envisagée.

2) Rangeons maintenant les nombres rationnels de I'inter-
valle [0, {[ en une suite ayant 0 pour premier élément; soit
toy t1, ..., L, le systéme formé par les n 4 1 premiers nombres
de cette suite, rangés par ordre de grandeur croissante, et soit
F! la tribu de parties de Q* engendrée par X,, X,, ..., X,
X, (*). Les F, croissent avec n et leur réunion engendre, grice
a la continuité a droite des trajectoires, la tribu Fy (Cf. § 1) et
donc, aprés complétion, la tribu Fj.

3) Posons:

Mi(0) = ¢,(Xo(w), X (©)) - gt ( Xy (00), Xy(w)) ...

‘]t—t,.(Xt,.(“’)’ Xt(‘”), .

Ces fonctions sont comprises entre 0 et 1, et constituent une
martingale par rapport aux tribus F%: il n’est pas difficile de
le voir directement, mais nous allons ici de vérifier par un
calcul. Supposons que le passage de M, a M;,, se fasse par
I’addition d’un instant s entre les instants ¢; et ¢, Nous avons
a vérifier que:

E[M. | Xy, ..y Xiy X o Xyl =M, p.s.

Une application immédiate des régles de calcul sur les espé-
rances mathématiques conditionnelles montre qu’il suffit

iva? 0

() Rappelons qu’on appelle ainsi la plus petite tribu sur Q* pour laquelle les
variables aléatoires X,...X, sont mesurables.
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de vérifier que:

E[qs—t,-(xtn Xs)-qtg+,—s(Xsa X )IXO’ L] th Xt.-+.) vy th]

= q‘m—‘a(xlt’ Xtm)'
C’est un résultat connu, bien que rarement démontré, de la
théorie des processus de Markov, que toute variable aléatoire
mesurable sur la tribu engendrée par les variables aléatoires
X 6 << 8 < iy, est conditionnellement indépendante des X,
d’indice < t; ou > ty44, X, et X, , étant données. Le premier
membre se réduit donc a:

E[qs—ls(xlv Xs)'qtm—-t(xs’ Xtm)'xtn le]'

On peut alors se ramener au cas ou t; = 0: posons s — {; = u,
tip1—s = v; il reste & vérifier que:

E[qu(X‘)’ Xu)'qv(xn X&U)IXO’ sz+v] = qn+u(X0a Xu+u)-

Or c¢’est une conséquence immédiate de la relation Q,Q, = Q,4,.

4) 11 résulte alors des théorémes de Doob que les Mi(w)
convergent p.s. vers une variable aléatoire, comprise entre 0 et
1, F{-mesurable, que nous noterons M;. Il est facile de voir
que I'on a, pour toute fonction f de §', et tout =z,

Qlz, f) = E*[fo X,.M;]

cette relation ayant lieu lorsqu’on remplace M; par M. et
passant a la limite en n.

Soit D un ensemble dénombrable quelconque de points de
P'intervalle [0, t], contenant les points rationnels de cet inter-
valle; construisons 4 partir d’un rangement quelconque en
une suite des points de D une quantité N;, de la méme maniére
que nous avons construit Mj. Il est clair que

Mi: == E[N”Xm coey Xt.’ Xl]:

et donc en faisant tendre n vers oo, que M; est I'espérance
mathématique conditionnelle de N; par rapport a la tribu
engendrée par X, et les X, s rationnel. Mais cette tribu est,
nous l'avons vu, F}, et par conséquent on a p.s. M = N;.

Appliquons ce résultat en prenant pour D I’ensemble formé :
des rationnels de I'intervalle [0, s[, du point s, des points de
Pintervalle [s, s 4 ¢[ qui sont, soit rationnels, soit de la forme
s + r, r rationnel. Il apparait alors sur I'expression explicite

de M;* que Pon a p.s. Mj (w) = M(w). M;(0,0).

bivy
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5) Nous allons maintenant régulariser la fonction M;, de
maniére & obtenir une fonctionnelle multiplicative de Markov.

La fonction M;, considérée seulement pour ¢ rationnel, est
p.s. décroissante, comprise entre 0 et 1. Pour un ¢ quelconque,
soit M(w) la limite des Mi(w), lorsque s-—>t¢ par valeurs
rationnelles >¢ On a M} >> M, p.s., car on a p.s. M} > M;,
s1 s est un rationnel plus grand que ¢. Pour montrer que ’'on a en
fait M; = M, p.s., il suffit donc de montrer que leurs espé-
rances mathématiques sont égales, et cela, si I'on veut, pour
des mesures initiales ponctuelles seulement. Or l’espérance
mathématique de M} est Q(z, X), si la mesure initiale est ¢,
et I’égalité résulte de la continuité a droite de la masse totale
Q(z, X) qui fait partie de nos hypotheéses.

Il est alors immédiat de vérifier que §{M,| est une fonc-
tionnelle multiplicative associée au semi-groupe {Qf.

Remarques. — On aura pu observer que la démonstration
de cette réciproque n’a utilisé, parmi les hypothéses faites sur
le semi-groupe {P,}, que la continuité & droite des trajectoires.
Il nous semble clair aussi que cette démonstration est valable,
avec de trés légéres modifications, pour des processus non-
homogeénes dans le temps.

Placons-nous maintenant dans le cas sous-markovien:
deux fonctionnelles dont les semi-groupes associés coincident
sur X ne sont plus nécessairement équivalentes. Aussi allons-
nous associer & toute fonctionnelle une fonctionnelle «nor-
malisée » particuliérement commode, qui aura le méme semi-
groupe associé sur I'espace X. Soit S(w) la durée de vie. Remar-
quons que, si H est une variable aléatoire positive quelconque,
s un instant, et {M,{ une fonctionnelle multiplicative, on a
p-s. Mgu(w) = My(0).Mu_(0;w) sur I'ensemble ou s <CH,
comme on le voit immédiatement en approchant H, du coté
droit, par des variables aléatoires dont I’ensemble des valeurs
est contenu dans un ensemble dénombrable dense (*). Soit alors
Ms_(w) la limite & gauche de la fonctionnelle & I'instant S(w):
posons :

— Si Xy(w) = 9, Nj(w) =1 pour tout ¢;

— Si1 X,(w) e X, Nj(0) = M(w) pour tout ¢ < S(w);

Niw) = Ms_{w) pour tout ¢t > S(w).

(*} Par exemple par les variables aléatoires H* définies au début du n° suivant.
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On vérifie aisément, a I'aide de la remarque qui précéde, que
{N,} est une fonctionnelle multiplicative : nous ’appellerons
la fonctionnelle normalisée associée & {M,} : cette notion nous
sera précieuse surtout dans la seconde partie de ce travail.

4. Nous allons maintenant préparer la terminologie qui nous
sera nécessaire pour les deux paragraphes suivants. Soit
un «bon espace», et © la pr0]ect10n sur Q*. « Remontons »
sur Q la fonctionnelle {M,} associée au semi-groupe §Q}
au moyen de 'application =, en posant (avec un abus de lan-
gage évident) M,(w) = M,(rw). Soit d’autre part H une variable
aléatoire positive quelconque sur : nous poserons

Hr(w) = (k + 1)/2"

(k entier) si k/2" < H(w) < (k + 1)/2": lorsque n — oo, les
H" tendent vers H du cdté droit, et si H est un temps d’arrét
les H" en sont aussi. Nous poserons aussi Mu(®w) = Mg)(o),
ou 0 si H(w) = oo. Comme My = lim Mys, il est facile de voir

que st H est un temps d’arrét, My est Fg-mesurable.

DerinitioN 2. 3. — Soit T un temps d’arrét par rapport aux
tribus F,. Nous désignerons par Qr Dopérateur sur §' défini
par la relation:

Qu(x, f) = Efo Xx(w). Mx(w)].

Il est clair que si f est une fonction bornée et continue a
droite sur les trajectoires du processus (par exemple si fe C,)
on a pour tout z la relation Q(z, f) = lim Qr (2, f).

n

Considérons maintenant le produit Q' =Q X R;, et
désignons par p et z la premiére et la seconde coordonnée
respectivement. Considérons les tribus sur Q' : F' = F X #(R,)
Gi=F X 3Ry); Fi=F,x {8, Ri{. Soit Z une mesure
sur R, de densité e~* par rapport & la mesure de Lebesgue, et
soit P la mesure produit PY®Z sur F': l'espace Q' muni
de cette mesure, et des tribus F; ou G;, est un « bon espace ».
Un temps d’arrét par rapport aux F; est de la forme T(pw'), ot
T est un temps d’arrét sur Q par rapport aux F,. Posons alors:

R(w") = inf {r: z(e’) < —logM,(pw’)}

R est un temps d’arrét par rapport aux G;. D’autre part, si
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T est un temps d’arrét par rapport aux Fj, il est trés facile
de voir que I'on a:

Qula, f) = [, foXa (o) dP"=(w).

Nous dirons que R est le « temps terminal canonique adjoint
a lespace Q » On peut remarquer que si lon pose:
Y, (o) = X (w) s1t<< R(w'), Y (0') =2ds1 t > R(w’), le pro-
cessus §Y,{ est de Markov, et admet Q(z, A) comme proba-
bilité de transition; R(w) apparait alors comme sa « durée de
vie ». Il convient cependant de ne pas confondre la notion
de temps terminal, qui est une notion relative, faisant intervenir
simultanément les semi-groupes {Q,} et {P;}, et la notion
de durée de vie telle qu’elle a été définie au paragraphe 1, qui ne
fait intervenir qu'un seul semi-groupe, et qui est lntrlnseque.

Il n’y a plus de difficulté a4 définir maintenant ce qu’est un
temps terminal : supposons que sur un « bon espace » () soient
définies deux familles de sous-tribus de F, par rapport aux-
quelles le processus {X,} est Markovien; appelons-les {F,} et
G4, et supposons que pour tout ¢t on ait F,c G, Un temps
terminal R (par rapport aux F,, associé au semi-groupe {Q,})
est alors une variable aléatoire positive R, qui est un temps
d’arrét par rapport aux tribus G, et telle que pour tout temps
d’arrét T par rapport aux F,, on ait:

Q@ ) = [ gy o Xx dP".

Nous venons de montrer que, la tribu F, étant donnée, on
peut toujours construire un temps terminal répondant & ces
conditions, au prix d’une amplification de I'espace (rempla-
cement de Q par Q).

3. — Semi-groupes exacts.

Dans tout ce paragraphe, {Q,! est un semi-groupe subor-
donné a {P,{, associé & la fonctionnelle {M,{, et R un temps
terminal associé & ce semi-groupe et aux tribus F}, construit
comme & la fin du paragraphe précédent a I’aide d’une variable
aléatoire exponentielle auxiliaire : de sorte que () est I'espace
produit de Q* par une demi-droite, etc...
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Le lemme suivant généralise un résultat de Hunt ([II],

p. 319).

Lemme 3. 1. — Soit V* le \-potentiel du semi-groupe fQu
(A > 0). On a la relation:

U* = V* + PAUA
Démonstration. — Soit Ae®B': comme on a

Q(z, A) =Pt<R, X,eA],

on a:

Pz, A) = Q(z, A) + Pt =R, X,eA] + P{R<t, X, Al

Multiplions par e et intégrons de 0 & oo : le premier membre

donne U%, le premier terme du second membre V*, le second 0,
car il n’est = 0 que pour une infinité dénombrable de valeurs
de ¢. Enfin le dernier terme s’écrit, en utilisant le fait que R
est un temps d’arrét, et la propriété forte de Markov:

fo e dt ﬁ oo Prn(Xa, A)dP7= [ dp* [Pa(Xa, A)etdt
= [dP=e ™ ["e P (Xa, A)ds =PRUNz, A).

Lemme 3. 2. — Soit g une fonction de G, et f son potentiel
U* g(A >0); la fonction PLf est A-surmédiane, et elle coincide
avec sa régularisée A-excessive aux points permanents pour
le semi-groupe §Q.{.

Démonstration. — Utilisons le lemme précédent: il vient:
PRUM® = Ubgr — Vig = [ dP f " goX,.e (1 —M,) ds.
D’autre part: (d’aprés 'identité (2), du § 1 n° 3).
eMPUg = [ dP* [ goX,.e du.
eMP Vg = [[dP [ go X,y e M0, ds

= [ aP* [7 go X, e M, (0,) du.
Et enfin:

PPV = [ dP* fo go X,.e (1 — M) ds
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ot ’on a posé :

Mi(w)=1 s1 s<t Miw)=M_lw) si s>t

Or il est clair que pour chaque ¢, on a pour chaque s
M;(v) < Mi(w)

p.s.: si s <t c’est évident, puisque Miw) =1, et My(w) <1;
st s >tet M(w) =0, c’est évident aussi, et s1 M(w) > 0 on
a Miw) = M,_(b,w) = M(w)/M(w). Cette inégalité a donc
lieu sur le complémentaire d’un ensemble négligeable indépen-
dant de s, puisque les deux membres sont des fonctions
continues & droite ens. Il en résulte que e=P PAU g® < PYU g%,
autrement dit, que la fonction du second membre est
A-surmédiane. On en déduit d’ailleurs que si f est une fonction
A-excessive (donc un sup. de A-potentiels de fonctions de §')
la fonction P}f est A-surmédiane.

Soit z un point permanent pour le semi-groupe {Q.{.
Posons ¢, =1/n: comme lim M,(w)=1 P®*—ps., on a

n

lim Mirw) = My(w) P*—p.s., pour chaque s. On en déduit que

la limite de e*%P,PAUg" est P*U’g® ou encore que la
régularisée A-excessive de cette derniére fonction lui est égale
au point 2. La démonstration du lemme est achevée.
Supposons maintenant que le point z soit non-permanent :
pour que la fonction PAU*g y soit égale a sa régularisée, il
faut et il suffit que lim P, V*g® = 0. 11 en résulte que si cette
n

condition est réalisée lorsque g = 1, elle I'est pour tout ge§'.
Nous pouvons donc poser la définition suivante :

Derinition 3. 1. — On dit que le semi-groupe {Q. est
exact s’il vérifie Uune des trots conditions équivalentes suivantes :

1) Pour un A >0, pour toute fonction ge(G, la fonction
PRU*g est A-excessive (R, temps terminal associé a {Q.}).

2) Pour un A > 0, et g/, la fonction V*g est p.s. continue
a drotte sur les trajectoires du processus, quelle que soit la mesure
initiale.

3) Pour un A > 0, on a en tout point x non-permanent pour
le semi-groupe {Q} :

lim PLVM* =0  (t, = 1/n).

10
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Remarques. — On déduit immédiatement, de la condition
(2) et de ’équation résolvante, que si les conditions ci-dessus
ont lieu pour un A > 0, elles ont lieu pour tout A > 0.

Si 'on remarque que P,VM?® = E*[VAX,, 1)], il apparait
que la troisieme condition correspond, sous une forme trés

affaiblie, & I’annulation d’une fonction de Green aux points
frontiére.

TutoriMme 3. 3. — Ilest possible d’assocter a tout semi-groupe
gQ,f subordonné a {P,} un semi-groupe exact {Qi} subordonné

a {PJ, de telle sorte que :

a) Pour tout z, tout t, toute fe(, : Q(z, f) < Qi=, f);

b) Pour tout x permanent pour {Q. les mesures Q(z, dy) et
Qi(z, dy) sont égales.

Le semi-groupe construit dans la démonstration qui suit
sera appelé le semi-groupe exact associé a {Q,}.

Démonstration. — Conservons les notations des lemmes
précédents, mais définissons comme & la fin du § 2 des variables
aléatoires R, sur (), construites comme R, & I’aide de la méme
variable aléatoire exponentielle, mais a partir de Mi(w) au
lieu de M,(w). Nous poserons encore ¢, = 1/n.

I1 résulte des résultats de la démonstration précédente que
Mi~ est p.s., une fonction décroissante de n. (Remarquer que,
si 51 < T, Ms—r,(()r,m) = Ms—r,—-(r,—r,)(or,—r,or,m\ > Ms—r,<0r,w) (1)
On en déduit alors que R, tend en décroissant, lorsque n — oo,
vers une limite R > R, et que 'ona R'"= R P* — ps.,,si x
est un point permanent pour le semi-groupe. Posons alors:

(3.3.1) Q(z, f) = f o o X AP

Le théoréme sera prouvé si nous pouvons établir que

Qs+t Q Qt

la continuité & droite de la masse totale est en effet apparente
sur P'expression (3. 3. 1), I'inégalité Q, << Q; < P, aussi, et
le fait que Qi(z, dy) et Q(z, dy) soient égales pour des points
x permanents pour §{Q, résulte de ce que R = R P* — p.s.
Enfin, le semi-groupe {Q:{ est exact, car R’ est évidemment

(Y) Voir la démonstration du théoréme précédent.
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un temps terminal associé & ce semi-groupe, et P, par
exemple, est par construction la régularisée de Pr1, et donc est
A-excessive.

Pour chaque mesure initiale v, soit N, ’ensemble dénom-
brable des t tels que P'[t = R’] > 0. Nous écrirons N, au
lieu de N

Posons aussi, pour ¢t > 0:

iz, f) = lim fo X(w) dP*(w)
n Jit < Red

(3.3.2) = li"m f M,_, (0, 0)fe X,(®) dP*(w)
= lim P,Q-(z, f)

I1 résulte immédiatement de la derniére expression que 'on a,
Yu >0, Ve >0, Vf:

(3.3.3) Qutol(m, 1) = Qulz, Q)
Soit W*f Iintégrale :

fo e~ MQf dt = fo e—MQ!f dt.

L’égalité entre les deux membres résultant de ce que, pour
chaque =z, les quantités intégrées sont égales pour te& N,.
L’application & W* sous sa premiére forme du raisonnement
du lemme 3. 1 montre que 'on a Wf = U — PR U, et
comme P} U est A-excessive si f > 0, on voit que la fonction
Wf est p.s., continue & droite sur les trajectoires du processus.

Soit A I'ensemble des y tels que P'[R == R’] > 0: si une
mesure ¢ sur X donne la mesure 0 4 A, on a pour tout u > 0
et toute f (rQ,, ) = {(#Q,, f)- A, étant aussi 'ensemble des
points ou P}1 différe de sa régularisée P)1, est de potentiel
nul (*): Pensemble H, des t tels que (uP, A) >0 est
donc un ensemble de mesure de Lebesgue nulle, si ¢« Hy,
on a aussi (®Q;, A) = 0, et par conséquent pour tout u,
woute f, (uQ, Quf) = Qs £) = (uQl, Qif ). Désignons
par L, Pensemble H,uN,. En considérant une mesure
initiale v (qui sera une ¢, en fait) et en changeant un peu les
notations: siu > 0, ueL,, ona V¢ > 0, Vf:

OQutw ) = Qi QF)

(Y} Voir Hunt [II], p. 337, prop. 13.4.
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et si de plus ve N, —u:

(3. 3. 4) OQuiw ) =Qu QF)-

Appliquons cette relation 4 une f de la forme AW’g, geC,.
Un calcul facile que nous ne reproduisons pas permet de
montrer que, s i est une mesure, et ¢ & L‘u, on a

(¢Q., Wrg) = (uWh, Q,g).

Soit un u>0 quelconque, et une suite de u,, qui tendent
en décroissant vers u, qui sont > 0 et n’appartiennent pas
a L,. Soit w, la mesure vQ,, » la mesure vQ,, et soit L’ la
réunion des L, et de L,. Ecrivons la relation (3. 3. 4) pour
les u,, en supposant que ¢ n’appartienne ni 4 L', ni &4 'un des
N,—u,: le passage a la limite est possible, du fait que la
fonction W*Q,g est p.s. continue & droite sur les trajectoires,
et par conséquent, on a:

Qs ) = Qs Qf),

pour f de la forme W»g et lorsque ¢ n’appartient pas a un
certain ensemble exceptionnel de mesure nulle (qui dépend
de v et de u). Recommengons alors avec des ¢, qui n’appar-
tiennent pas 4 cet ensemble, et qui tendent vers ¢ en décrois-
sant: le passage a la limite est immédiat ici, f étant continue
a droite sur les trajectoires. En prenant pour v une mesure ¢,
quelconque, il vient: Vu >0, v >0, geC on a:

(3.3.9) Qurs(AWhg) = QuQ(AWg).

Faisons maintenant tendre A vers o : soit £ I’ensemble des
points permanents pour le semi-groupe §{Q,} et £ 1’ensemble
des z tels que P[R’ = 0] = 0: c’est aussi celm des z tels
que P[R’ > 0] = 1, et celui des z tels que W*® > 0. Il est
donc presque-borélien, finement ouvert, et £< %’. 1l est clair
que si geC %im AW’g = gyg. Il en résulte que

Quro(gre) = QuQulgya),

et le théoréme sera démontré si nous prouvons que les mesures
Qi(z, dy) sont concentrées sur &'. Pour t = 0, c’est évident.
Pour t > 0, on a:

Qi(z, X — %) < Qi(z, X — &%) = linol Pz, QX — %)) =0
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Les mesures sont méme concentrées sur £. La démonstration
est donc achevée.

Ezxemple de temps terminal exact. — Si R(w) est la borne
inférieure des ¢ pour lesquels X,(w) appartient 4 un ensemble A
presque analytique, R (w) est 'inf des t > s tels que X,(0) € A,
et R'(w) est le temps d’entrée dans A (I'inf. des ¢ > 0 tels que
X(w)eA). 11 est clair que R et R’ ne difféerent avec une
probabilité positive que pour des mesures initiales qui chargent
I’ensemble des points de A irréguliers pour A.

Signalons maintenant un théoréme que nous ne plagons
icl que parce que sa démonstration, que nous ne donnerons
pas, est voisine de celle du th. précédent.

TuktorkME 3. 4. — a) Soit R, une suite croissante de temps
terminauz : sa limite R est un temps terminal.

b) Soit R, une suite décroissante de temps terminaux associés
a des semi-groupes exacts {Q;} : sa limite est un temps terminal
exact.

(La premiére partie est trés facile; la seconde se traite
en construisant les Q; et Q; comme dans le raisonnement
précédent : les Q; forment un semi-groupe (dont la masse
totale n’est pas continue a droite) ce qui facilite la démons-
tration.)

Résumons enfin quelques-uns des résultats obtenus:

TaEOREME 3. b. — Soit gQ,; un semi-groupe exact subor-
donné a {P,}, VA > 0) l'un de ses potentiels, & I'ensemble de
ses points permanents :

a) £ est un ensemble presque-borélien, finement ouvert ().

b) Pour toute f positive bornée, V*f est la différence de deux
fonctions A-excessives, et donc presque-borélienne et continue
a droite sur presque toutes les trajectoires du processus.

c) Si geCy, iim AW = gyg.

o :

() S ile semi-groupe n’est pas exact, comme la fonction V* est semi-continue
inférieurement pour la topologie fine, il est clair que I’ensemble X — &£ est fine-
ment fermé, et que les mesures Q,(z, dy), Q/(z, dy) ne peuvent différer que pour des
points = qui appartiennent & X — & et sont irréguliers pour X — &£. (3 Q;}} désigne
le semi-groupe exact associé¢ a {Q,}).
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4. — La propriété de Markov forte.

Les notations sont celles de la fin du paragraphe 2 : le lecteur
est prié de s’y reporter pour tout ce qui touche a la définition
d’un temps terminal, celle des variables aléatoires H" associées
a une variable aléatoire positive H, et celle des opérateurs Qr,
ou T est un temps d’arrét.

DeriniTioN 4. 1. — Nous dirons qu’un semi-groupe {Q,}
subordonné a §{P,} posséde la propriété de Markoy forte (ou
est fortement markovien) si : pour tout « bon espace» (), muni
de tribus F,, et tout temps terminal R associé au semi-groupe
et relatif a ces tribus, on a la relation :

(O e e an 2 X(©) dPY(0)
= Q-1 Xx(w), [)dPY(w)

UN{T<H{N{T <R}

pour toute mesure initiale v et toute feG'; ot T est un temps
d’arrét par rapport auzx F,, U un événement antérieur & T, H une
variable aléatoire positive Fr-mesurable quelconque; ol enfin
les quantités intégrées sont nulles par convention st H(w) = .

Remarques. — Désignons par K(w) la variable aléatoire
sup (T, H); soit {M,} la fonctionnelle associée au semi-groupe;
la relation ci-dessus est équivalente a la suivante:

E[fo Xx(0) . Mg(0)|Fz] = Mz(0). Qz—_2(X1, f) ps.

en convenant que le second membre est nul s1 K(w) = .
Cette forme de la propriété forte ne fait plus intervenir les
temps terminaux.

Supposons que nous ayons pu démontrer la relation (1)
pour toute variable aléatoire H égale & une constante: il en
résultera immédiatement qu’elle est vraie pour les variables
aléatoires H”, qui ne prennent qu’une infinité dénombrable
de valeurs (et qui sont Fp-mesurables). S1 fe Gy, on peut
passer a la limite dans les deux membres lorsque n — oo, et
la relation sous sa forme générale en résulte. Nous nous
bornerons donc au cas ou H est une constante ¢ dans
les démonstrations. Du fait que, si ¢t < R(w), on a p.s.
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Qo(Xyy f) = foX,, le lecteur déduira aisément que I’on obtient
alors une relation équivalente en remplagant l’ensemble
d’intégration au premier membre par Un {T < ¢ < R{,
et au second par Un {T < t{ n {T < R{.

TutorimE 4. 1. — Tout semi-groupe subordonné exact {Q,{
est fortement markovien.

Démonstration. — Raisonnons d’abord sur les temps d’arrét
T" en remarquant que U est antérieur a chaque T"; posons
a, = k/2", il vient:

(4.1.1) /t;m'rn<t<mf° X, dP’ = alé‘f,;nﬂn:a,,gmmm

ak<u/l; N{TP=az} N fap <R} Q(Xas ) dP?
= Qi_1(Xyn, f) dP”

UniTr < NiT" <R}

foX,dP"

Prenons pour f un potentiel de la forme AV’g, g C,, et faisons
tendre n vers oo; la premiére intégrale tend vers:

(4.1.2) /. e o XedP.

La derniére différe trés peu, lorsque n est assez grand, de:

(4. 1. 3) Quxn(Xan, f) dP".

A/‘;HZT<H Ni{T<R}

Soient r et s deux nombres positifs; nous avons:

Qe f)—e Qe N =| [ ez, g du|<Ir—sl. gl

L’application s — Q,f, de l'intervalle [0, t] dans %' muni de
la norme de la convergence uniforme, est donc uniformément
continue.

Il en résulte d’abord que l'intégrale (4. 1. 3) différe tres
peu, pour n grand, de:

(4. 1. 4) Quz(Xzn, f) dP".

‘/l"niT<ﬂn¥T<R!

D’autre part, si s est rationnel, la fonction Q,f = AV*Q,g est,
puisque le semi-groupe est exact, continue a droite sur les
trajectoires du processus qui n’appartiennent pas a un certain
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ensemble H;, négligeable pour toute mesure P’. Soit H I’en-
semble négligeable réunion des H,: si w &« H, les applications
u —> Q,fo X,(w) sont continues a droite lorsque s est rationnel;
soit un s quelconque, et soient des s, rationnels qui tendent
vers s: les Q, f tendent uniformément vers Q,f, et la propriété
est donc vraie pour tout s. Il en résulte que (4. 1. 3) tend vers :

(4.1. 5) Qi—r(Xx, f) dP*

L01T<’¥ﬂiR<Tl
lorsque n — oo : en rapprochant de (4. 1. 2), on voit que la
relation de Markov est vraie pour toute f de la forme AV’g,
g C': faisons tendre A vers 'infini, f tend vers gyg. Mais
la relation est vraie pour g.yx_g, le premier membre étant nul
du fait que Pt < R, X, e X — £] = 0, et le second, du fait
que Q,(y, X —%£) est nul pour tout s, y. Le théoréme est donc
prouvé pour ge Gy, donc pour tout g.

TatoriME 4. 2. — Tout semi-groupe {QJ subordonné &
{P,} est fortement markoyien.

Démonstration. — Soit {Q;} le semi-groupe exact associé
a {Q/ parle th. 3. 3: il suffit évidemment d’établir la relation
(1) de Markov pour des mesures initiales ponctuelles ¢,. Si x
est un point non-permanent pour §Q,{, les deux membres de
la relation sont nuls. S1 z est permanent, ils sont égaux respec-
tivement aux deux membres de la relation de Markov- écrite
pour le semi-groupe {Qi}, et donc égaux entre eux d’apres le

th. 4. 1.

CoroLLAIRE 1. — Pour tout temps d’arrét T, toute constante t,
on a la relation Qry, = QrQ, entre opérateurs sur G'.

Démonstration. — Prendre H(w) = T(w) + t.

CoROLLAIRE 2. — Pour tout temps d’arrét T, tout x, la mesure
Qx(z, dy) est portée par %.

Démonstration. — La relation Qp = QrQ,.
2. Le théoréme suivant est une traduction de la propriété

forte de Markov en termes de fonctionnelles multiplicatives :
il sera fondamental pour la seconde partie de ce travail.
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Tutorime 4. 3. — Soit {M,} une fonctionnelle multipli-
cative de Markoe, {Q,} son semi-groupe associé, T un temps
d’arrét, H une variable aléatoire > T quelconque : on a, p.s.
pour toute mesure P’, la relation :

Mu(w) = Mz(e) . Ma_z(0r)
(ot les deux membres ont la valeur 0 si H(w) = o).

Démonstration. — 11 suffit évidemment de raisonner dans
le cas ou H(w) est de la forme T(w) + ¢: on passerait au cas
général ensuite en remplagant H par T 4 (H — T)", et en
faisant tendre n vers l'infini, le passage a la limite étant
immédiat grice a la continuité a droite.

Pour montrer que My, = Mr.M;o0; p.s.,, remarquons
d’abord que si nous désignons par {Y,} le processus

g XT+x ; SE€R,)

les deux membres de cette formule ont méme intégrale sur tout
ensemble de la tribu engendrée par Fy et les variables aléatoires
Y (s > 0); 1l suffit en effet de le vérifier pour des ensembles de
la forme :

Un{YyeAidn---n{Y, eA,l

ou U e Fy, et les A; appartiennent a $’. C’est alors une consé-
quence facile du théoréme 4. 2. Notre égalité sera alors immé-
diate si nous prouvons que ses deux membres sont mesurables
par rapport a cette tribu. C’est clair pour le second membre,
car My est Fr-mesurable, et, M, étant mesurable par rapport
a la tribu engendrée par les X (s > 0), M,(0r) I’est par rapport
a celle engendrée par les Y,. D’autre part, nous avons
Mz, ,=lm Mgy, et 'on a Myay, = Mpa. M,(01) p.s., d’apreés le
n

caractére multiplicatif de la fonctionnelle et le fait que T"
ne prend qu’une infinité dénombrable de valeurs. Comme
lim My» = My, qui est Fy-mesurable, il nous suffit de démontrer

n
que M,(01s) est mesurable sur la tribu engendrée par les Y, et Fr.
Or elle est mesurable sur la tribu engendrée par les variables
Xpnyg(s > 0), et chacune de ces variables est elle méme
mesurable sur la tribu engendrée par les Y, et Fy, comme on
le voit en approchant T" parles variables aléatoires T 4 (T*—T)?,
_qui sent mesurables sur Fr, et en faisant tendre p vers I'infini.
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Signalons que si la fonctionnelle }M,} étant parfaite (voir
la définition 2. 2), cette relation serait évidente, et on en dédui-
rait une démonstration trés simple de la propriété de Markov
forte, qui est due & Dynkin ().

5. — Résolvantes des semi-groupes subordonnés.

L’objet de ce paragraphe est la caractérisation des semi-
groupes subordonnés a {P,} au moyen de propriétés qui ne
fassent intervenir que leur résolvante. Il peut é&tre omis sans
inconvénient par le lecteur pressé, & I’exception de 1’énoncé
du th. 5. 1, qui servira dans la démonstration du th. 5. 10 de
la seconde partie. Nous avons rejeté tous les énoncés a la fin

du paragraphe.

Derinirion 5. 1. — On appelle résolvante sur G’ une famille
{ VA 5o d'opérateurs linéaires positifs sur G, satisfaisant auz
conditions :

1) ||AVY] < 1 pour tout A;

2) VA, Vu, V} — V¢t = — (A — u)VAVE (« Equation résol-
pante .»)

Une résolvante {V*} est dite subordonnée a la résolvante
{U*{ du semi-groupe {P,{ si elle vérifie la condition :

VfeG, VA, VA UM

Développons les conséquences des conditions (1) et (2):
nous dirons que la fonction f € §’ est A-surmédiane par rapport
a la résolvante V = {V*| si elle est positive, et si 'on a pour
tout u l'inégalité pVAHf < f. Si la limite du premier membre
lorsque (= oo est f, nous dirons que f est A-excessive par
rapport 4 V. Le lecteur vérifiera aisément que, si f est A-sur-
médiane p.r., 4 V, la fonction pV**# croit avec u, sa limite g
lorsque g — oo est une fonction A-excessive par rapport a V,
et Vif = Vtg pour tout p. Si U est la résolvante du semi-
groupe {P,}, la notion de fonction A-surmédiane par rapport

Y

4 U est moins fine que celle de fonction A-surmédiane, mais les

(*) Dynkin [I], th. 5.8, p. 148. Dynkin a d’ailleurs prouvé la validité de la pro-
priété forte sous des hypothéses plus larges: essentiellement, pour une classe de
fonctionnelles exactes qui contient les fonctionnelles pour lesquelles tous les points
de X sont permanents.
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fonctions A-excessives par rapport 4 U sont identiques aux
fonctions A-excessives. Nous dirons qu’une fonction est

surmédiane par rapport & V si elle est A-surmédiane par

rapport 4 V pour tout A > 0.

D’apreés la condition (1), la fonction 1 est surmédiane p.r. &
V: il en résulte que AVM admet une limite <1 lorsque
A — . Nous désignerons par £ ’ensemble des points ol cette
limite est 1.

L’équation résolvante montre, d’autre part, que tous les
opérateurs V* ont méme noyau et méme image # dans G :
soit # P'adhérence de # en norme — il résulte du théoréme
de Hille-Yosida qu’il existe un semi-groupe sur 36, fortement

continu, dont la résolvante est V sur # : nous noterons Q, les
restrictions de ses opérateurs au sous-espace invariant #6; les
opérateurs (), sont positifs, comme on peut le voir par exemple
par la formule exponentielle de Hille suivante :

of = tim| 2V [
Notre but est de chercher des conditions sous lesquelles on
puisse étendre les opérateurs Q, a §’, de maniére & obtenir un
semi-groupe subordonné a {P,{.

Montrons que, pour tout A, et griace 4 I’hypothése de subordi-
nation, la fonction UMf — VXf est A-surmédiane par rapport
a U s1 f est positive; cela résulte de ce que:

(Uf — Vif) — WML — Vi
> (U — V)f — pUsUIf - VeV
= Urtef — VA+ef > 0.

Et en un point z de £ le premier membre — 0, lorsque w — oo,

car

(T — pUM)(Ur — Wf < (T — pU)(Ur — VA1

s1 0 << f << 1, et cette expression tend vers 0 en z (}).

Nous allons commencer par raisonner dans le cas ou £ = X.
Nous rameénerons plus loin a celui-ci des cas plus généraux.
Soit &, le cone des fonctions A-excessives par rapport a V,
qui sont continues 4 droite sur presque toutes les trajectoires

(*) Autrement dit: Uf—V*f est égale, aux points de £, a sa régularisée A-
excessive.
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du processus {X,}; 6* I’espace vectoriel des différences de deux
fonctions de 8%, : # y est contenu. Soit enfin & la réunion des &
et &2 son cOne positif.

a) Remarquons maintenant que, si fe#b,, la fonction
UMz, f) — VMx, f) est complétement monotone. D’apres le
théoreme de S. Bernstein, elle est donc égale a la transformée
de Laplace d’une mesure positive sur R;. Comme elle est la
transformée de Laplace de la fonction Pz, f) — Q(=z, f),
cette fonction doit &tre positive presque partout — donc
partout puisqu’elle est continue & droite. Autrement dit,
Qf < Pf.

b) Il en résulte immédiatement que si des fonctions &, de 76
tendent en croissant vers une fonction h, les Q;h, ont une limite.
Désignons-la par Q, bien qu’il nesoit pas clair pour I'instant
qu’elle est indépendante de la suite choisie. Cependant, si les h,
sont A-excessives par rapport a V, h I'est aussi, la fonction de
t eQ/ est décroissante. En tant que limite croissante des
eMQh,, fonctions continues de ¢, elle est semi-continue infé-
rieurement : elle est donc continue a droite en ¢t. Q,h est alors
la seule fonction continue & droite dont la transformée de
Laplace est Vth, elle est donc indépendante de la suite A,
qui converge vers h.

¢) Nous venons en fait de prolongerles Q, & &, : en effet,
toute fonction f de ce cone est limite d’une suite croissante de
fonctions de la forme VMu(f — wV*#f)], qui sont des fonctions
A-excessives de 6. Les Q, se prolongent alors par linéarité
en un semi-groupe sur 8*, et donc sur &, qui est la réunion de
la famille croissante des 8.

d) Le raisonnement de (a) montre alors 4 nouveau que,
si feby, Qf < Pf— cela, grace a la continuité a droite de
f sur les trajectoires du processus X,

e) Montrons que & est réticulé: il nous suffit de raisonner
sur deux différences de fonctions A-excessives p.r., & V (pour
A assez grand) a — b, ¢ — d; 1l est clair que si ces différences
sont p.s. continues 4 droite sur les trajectoires du processus
§X,{, leur inf. point par point I'est aussi. D’autre part, cet
inf. est égal a infla+d, ¢+ b] — (b + d), qui est une
différence de fonctions A-excessives p.r. 4 V.

f) Par conséquent, pour chaque z, 'application f— Q, =, )
est une mesure de Daniell sur 'espace réticulé &, ainsi d’ailleurs
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que f — Pz, f) : effectuons le prolongement de toutes deux —

nous atteignons tout Despace G, du fait que, si feG,,
f =1lim AV*f. (Pour le voir, il suffit de prendre une fonction f
A>o

comprise entre 0 et 1, et de remarquer que
f— AV = (f — AU) + (AU — AVY)f,

dont le second terme est majoré par A(U* — V})1). 1] est im-
médiat que le prolongement donne bien un semi-groupe, et
la seule condition qui reste a vérifier est la continuité a droite
de sa masse totale. Or on a Q1 << 1, donc la fonction Q,1 est
décroissante, et admet une limite lorsque ¢t — 0. Cette limite
est forcément la méme que celle de AV*1 lorsque A — oo,
c’est-a-dire 1.

Montrons maintenant comment on peut ramener au cas
que nous venons d’étudier quelques autres cas; faisons I’hypo-
thése suivante:

Hyroruise. — Soit un A, fixé, et p la fonction caractéris-
tique de Uensemble des points x tels que V*(z, 1) > 0: alors
lim AVM = p.

A> o

En outre, la fonction V™1 est telle que:

Im Pz, V*1)=0 aux points z o V™1 = 0.
t>0

Autrement dit: si z¢ £, VM1 est nulle en z, et p = y4.

D’autre part, la fonction Ul — V*1 est A,-excessive p.r. a V.
On en déduira aisément les propriétés suivantes: pour tout A,
VA1 — p) = 0, et donc pour toute f de G, VA(f) = VX(p.f);
pour toute fonction f de §’, la fonction V*f est continue
a droite sur les trajectoires du processus §{X.{; ’ensemble €
est presque borélien et finement ouvert. Nous désignerons
par T le temps d’entrée dans son complémentaire, par {R,}
le semi-groupe subordonné a {P,}{ associé au temps terminal T,
et par W = {W*} la résolvante de ce semi-groupe: si
nous pouvons démontrer que §{V*} est une résolvante subor-
donnée a {W*!, il nous suffira d’appliquer la théorie précé-
dente, en remplacant X par £, et P, par R,: £ n’est pas
localement compact en général, mais cela ne vient créer que
des difficultés mineures.
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Or on a:
Wt — V2 = U* — PAU* — VA,

Comme V* est nulle sur X —&, ensemble finement fermsé,
c’est aussi:

= U* — V* — P}(U* — V) > 0,

puisque (U* — V})f est A-excessive p.r., & U si f> 0.

Le lecteur pourra remarquer que notre hypothése est une
condition nécessaire et suffisante (peu satisfaisante) pour
I’existence d’un semi-groupe subordonné exact dont la résol-
vante soit V. Nous ne donnons ci-dessous qu’un énoncé
partiel :

TrktortME 5. 1. — Pour qu’une résolvante V= {V}},,

\

subordonnée & U = {U*}, soit la famille des potentiels d’un
semi-groupe subordonné & {P.}, pour lequel tous les points de
Uespace sont permanents, il faut et il suffit que la limite de A\VM,
lorsque A — oo, soit égale a 1(%).

{1) Note sur les épreuves: nous avons pu établir I'existence d’un semi groupe
exact subordonné {Q;} dont la résolvante est § V}} sous I'hypothése suivante,
plus naturelle que la précédente : pour tout ), toute feGy, la fonction UM —Vf
est A-excessive (« résolvante exacte »).



DEUXIEME PARTIE

FONCTIONNELLES ADDITIVES ET POTENTIELS

1. — Une hypothése supplémentaire.

4. Derinrion 1. 1. — Soit A une partie de X. On dit que A
est un ensemble semi-polaire, s’il existe une suite d’ensembles
B,, presque analytiques, et effilés en tout point de X, telle que

que A c l 'B,,. On dit que A est un ensemble polaire, s’il existe un

n
ensemble presque-analytique B tel que A cB, et que le temps
d’entrée dans B soit p.s., infini pour toute mesure P” sur Q*.

Remarques. — 1) Un ensemble polaire est semi-polaire. La
réciproque est vraie dans le cas du processus du mouvement
brownien, mais ne l’est pas en général. En théorie classique du
potentiel, une propriété P(z) qui a lieu en tout point de X, sauf
peut-&tre aux points d’un ensemble polalre est dite avoir lieu
quasi-partout (q.p.). Nous réserverons ici cette expression aux
propriétés qui ont lieu hors d’un ensemble semi-polaire.

2) Hunt a montré (!) qu’un ensemble semi-polaire est
rencontré suivant un ensemble dénombrable par presque toute
trajectoire du processus. Il en résulte qu'un ensemble semi-
polaire est un ensemble de potentiel nul, ou encore qu’une
proprlete qui a lieu q.p. @ lieu p.p. (presque partout) Il est
intéressant de savoir aussi que ’ensemble des points ou une
fonction excessive finie p.p. est égale & + o est un ensemble
polaire (2).

(*) Hunt [I], p. 56.
() Hunt [I], p. 70. Cf. aussi la démonstration du théoréme 5.11 de ce travail.
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3) L'intérét quil y a a envisager des ensembles semi-
polalres apparait dans le résultat suivant, di & Doob ():
soit u, une suite décroissante de fonctions excessives. Sa limite
u est une fonction surmédiane (finie ou non) qui ne différe
de sa régularisée excessive qu'aux points d’un ensemble semi-
polaire. C’est une généralisation du théoréme de convergence
classique de la théorie du potentiel.

2. Dans toute cette seconde partie, nous supposerons que
le semi-groupe sous-markovien {P,{ vérifie les hypothéses de la
premiére partie (voir § 1, n° b), et la condition supplémentaire
suivante :

Hyrorutse (L). — Il existe une mesure de Radon positive {
sur X, et un A > 0, tels que la seule fonction A-excessive et nulle
(-presque-partout soit la fonction 0. On peut toujours supposer C
bornée, ce que nous ferons.

Cette hypotheése est vérifiée, par exemple, lorsque les fonc-
tions A-excessives sont semi-continues inférieurement: il
suffit alors, en effet, de choisir une mesure { qui charge les
points d’un ensemble dénombrable partout dense dans X.
Dans le cas newtonien, il suffit méme de choisir une masse
unité ¢, quelconque. Il est surprenant de voir combien cette
hypothése, assez faible, permet de développer les résultats
de Hunt [I], et de les rapprocher de ceux de Hunt [III].

Nous allons commencer par construire une mesure qui
jouit d’une propriété plus forte que (L); soit & le potentiel
(U Si A est un ensemble &-négligeable, son potentiel U*A
est une fonction A-excessive et (-négligeable, en vertu de
I'identité (¢, U*A) = (CU*, A) = (§, A): il est donc nul
d’aprés (L). Comme 1l est clair qu’un ensemble de potentiel nul
est £-négligeable, 11 en résulte que les ensembles &-négligeables
et les ensembles de potentiel nul coincident. Nous désigne-
rons par & dans la suite une mesure positive quelconque possé-
dant cette propriété. La mesure de Lebesgue, ou toute mesure
qui lul est équivalente, la posséde dans les cas classiques.

Nous signalerons, parmi les résultats qui suivent, ceux qui
sont indépendants de I’hypotheése (L).

(!) Non publié & notre connaissance (Avril 1961). Voir le Séminaire [II].
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Le théoréme suivant tiendra lieu dans la suite du «lemme
topologique » de Choquet (t). Il ne nous servira d’ailleurs pas de
maniére essentielle.

Tutorime 1. 1. — 1° Soit {u;},a une famille filtrante
croissante de fonctions A-excessives (A > 0). Si Uhypothése (L)
est vérifide, il existe une partie dénombrable J de 1 telle que

sup u; = sup u;. En particulier, sup u; est une fonction A-excessive.
i€J i€l iel

20 Soit {u;} e une famille quelconque de fonctions A-excessives.
St Phypothése (L) est vérifiée, il existe une partie dénom-
brable J de I telle que la régularisée A-excessive de inf u; minore

ieJ
infu,. En particulier, il en résulte que infu,; est égale quasi-
iel i€l
partout a une fonction A-excessive.
Démonstration. — Comme, lorsque u et ¢ sont des fonctions

A-excessives, inf (u, ¢) est aussi une fonction A-excessive, il est
bien clair, d’'une part que I’on peut se ramener dans les deux
cas a des fonctions w; bornées par une constante (et donc
§-intégrables, si & a été choisie bornée); d’autre part, que dans
le cas 20, on peut supposer la famille filtrante décroissante.
Nous allons démontrer la premiére partie de I'énoncé seulement,
et laisser la seconde au soin du lecteur.

A toute famille F' de fonctions A-excessives, filtrante crois-
sante, associons la famille F° des enveloppes supérieures des
sous-familles filtrantes croissantes et dénombrables de F.
Il est clair que F° est encore une famille filtrante croissante de
fonctions A-excessives (car, si u, et ¢, sont deux familles
filtrantes croissantes de fonctions de F (%), on peut construire
par récurrence une suite w, de fonctions de F, telle que les w,
croissent avec n, et que sup (u,, v,) << w,. Alors sup u, et sup u,

n n

sont majorés par sup w,, et F et F° ont méme enveloppe supé-
n

rieure. Construisons alors des familles F, et des fonctions u,
en utilisant les régles suivantes de récurrence transfinie:
1) F, est la famille §u;}ie. 2) Si F, est déja défini, alors
Fars = (Fo)°. 3) Si B est un ordinal limite, et si les Fq, a <<
sont définis, alors F[3=‘ |Fa. D’autre part, u, est une fonction
a<lf
(!} Voir Brelot-Choquet [I].
(%) L’application n > u, n’est pas supposée croissante.

11
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quelconque de F,. Si u, a déja été défini, et appartient & F,,
alors u,.; = u, sl uy est lenveloppe superleure de F,; sinon,
soit ¢, une fonction de F,y; qui majore strictement u, en un
point au moins, et w, une majorante commune A u, et g,
appartenant & Fg,,: nous prendrons u,y,=w, Enfin, si §
est un ordinal limite (dénombrable, bien entendu) et les u,,

a << sont déja définis, on prend ug = sup u,. Ces construc-
a<{3
tions peuvent &tre effectuées pour tous les ordinaux dénom-

brables. Or les u, croissent avec «, leurs intégrales par rapport
a la mesure § sont uniformément bornées, et uy = uyq; si
et seulement leurs intégrales sont égales, d’aprés la propriété
fondamentale de &. Il en résulte qu’il existe un ordinal 0 tel
que uy = Uy, et cela signifie que uy = suII) u;.

i€

La seconde partie de I’énoncé se démontre de la méme
maniére, en prenant la précaution de régulariser les enveloppes
inférieures des familles dénombrables & chaque étape de la
construction.

3. Nous appellerons ordre fort (par opposition a l'ordre
« habituel » ou « faible ») sur I’ensemble des fonctions A-exces-
sives finies p.p., la relation d’ordre, notée <, définie par:

h<g< g—h est une fonction A-excessive.

Sous I’hypothése (L), on peut démontrer que I’ensemble des
fonctions A-excessives finies presque-partout (et aussi ’espace
vectoriel des différences de telles fonctions) est réticulé, et
méme complétement réticulé, pour chacun de ces deux ordres.
Nous allons seulement prouver ici le:

TratortME 1. 2. — Sotent u et v deux fonctions excessives
finies. Il existe une plus petite fonction excessive w qui majore
u et v au sens fort. St r est une fonction excessive telle que u < r
v L r, alors w < r. (Autrement dit, w est la borne supérieure
forte de u et ¢.)

Démonstration. — Supposons d’abord que I'opérateur poten-
tiel U soit borné. On a alors la relation (I 4+ AU)(I —AUNf=f.
Soient h et k deux fonctions excessives qui majorent u
et ¢ au sens fort. On a alors u < inf[h, k] et ¢ < inf [, k],
autrement dit, I’ensemble des majorantes fortes finies de u et v,
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qui est non vide puisqu’il contient u + ¢, est filtrant décrois-
sant. D’apreés le théoréme 1. 1, on voit immédiatement qu’il
contient un plus petit élément w.

Soit alors r une majorante forte de u et ¢; (I —AUMr est
une majorante A-forte des fonctions A-excessives (I — AUy,
(I — AUMp. Soit k la plus petite majorante A-forte de ces
deux fonctions: on a I'inégalité k < (I — 7\U7‘)W d’apres ce
qui précéde, et par conséquent (I 4 AU)k < w. D’autre part,
u<L (I4+ A0k o< (I4+ AUk; (I+ 7\U)k est donc égal
a w, et (I — AU*)w est bien la plus petite majorante A-forte
de (I—2AUMu et (I—AUYo. Si donc r est une majorante forte
de u et ¢, on a pour tout A la relation (I — AUY)(r — w) > 0,
et cela montre que la fonction r — w est excessive.

Passons maintenant au cas général: le théoréme est vrai
pour les U* A > 0, pour lesquels la condition imposée au
début de la démonstration est vérifiée. Pour chaque A, u et ¢
possédent donc une plus petite majorante A-forte w*. Lorsque
A — 0, les w* tendent en croissant vers une limite w, majorée
par u + ¢, et 'on vérifie trés facilement que w est bien la borne
supérieure forte de u et ¢.

4. Soit E un ensemble presque analytique, T le temps
d’entrée dans E, Pg 'opérateur associé a ce temps d’entrée
(premiére partie, §1,n06), et @} la fonction Pjl. C’est une
fonction A-excessive, et un point z est régulier pour E si et

seulement si ®}(z) =1 (A > 0). L’adhérence fine E de E
est donc un ensemble presque analytique, et les opérateurs

P) et P2 sont identiques. Comme ®} est I’enveloppe supérieure
des P} (K compact contenu dans E) et ’enveloppe inférieure
régularisée des P} (G voisinage ouvert de E) (1), il résulte du
théoréme 1. 1 que E peut &tre encadré entre un K, A, et un
Gs, B, tels que ¢} = ®}. En particulier, tout ensemble polaire
(semi-polaire) est contenu dans un ensemble borélien polaire
(semi-polaire).

Parmi les nombreux résultats que I'on peut déduire du
théoréme 1. 1, qui concernent la topologie fine, nous aurons
a utiliser au § 6 la propriété suivante. Soit E un ensemble
presque analytique, tel que les fonctions (P})"1 tendent vers 0

(*) Le lecteur est prié de se reporter 4 Hunt [I], et au Séminaire [II].
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presque partout lorsque n — o ; E est alors semi-polaire. On
peut supposer E finement fermé d’aprés ce qui précéde, et il
est clair que E ne peut contenir aucun ensemble F finement
parfait. Le théoréme sera démontré si nous prouvons que tout
ensemble E presque analytique et finement fermé est réunion
d’un ensemble finement parfait et d’un ensemble semi-polaire.
Construisons alors par récurrence transfinie les fonctions w;
et les ensembles E; suivants. Ey = E, et u; = ®}; si u; a été
construite, E, = }z:u(z) = 1} et w1, = 0}, (E;4, est donc
le « dérivé fin » de E;); si j est un ordinal llmlte, et si les
w, 1 <<j, ont été construits, u, est l'’enveloppe inférieure
régularisée des u;, 1 << j. D’aprés le théoréme 1. 1, il existe
un ordinal « tel que u, soit égal & u,y;: le lecteur vérifiera
aisément que l’ensemble E, est finement parfait, et que
Pensemble E — E,, réunion dénombrable d’ensembles de la
forme E;, — E,,, dont chacun est semi-polaire, est lui-méme
semi-polaire.

2. — Classification des fonctions excessives.

1. Dans tout ce paragraphe, S(w) désignera la durée de vie
de la trajectoire » du processus §X,}, c’est-a-dire le temps
d’entrée de cette trajectoire dans l'ensemble {2}. Rappe]ons
que toutes les fonctions excessives sont nulles par convention
au point d, de sorte que fo Xg(w) = 0. Soit T un temps d’arrét;
la notation foXy_(w) désignera la limite & gauche de l’appli-
cation ¢ — fo X (w) & 'instant T(w) — limite qui est peut-étre
distincte de la valeur fo[Xr_(®)] de f au point Xy_(w), limite
a gauche de la trajectoire w a I'instant T(w).

Nous dirons qu’un temps d’arrét T est accessible sl existe,
pour toute mesure initiale v, une suite croissante de temps
d’arrét T, qui tendent P — p.s., vers T par valeurs strictement
inférieures a T. Par exemple, tout temps d’arrét constant est
accessible, et le temps d’arrét défini comme le premier instant
t pour lequel d[X, (w), X(w)] > & («instant du premier saut
de la trajectoire, d’amplitude > ¢ ») est inaccessible, comme
on le voit en utilisant le théoréme de Blumenthal. Le lecteur
pourra se persuader du role fondamental que joue la notion
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d’accessibilité, en lisant par exemple le paragraphe 6 de
Hunt [1].

Si T et T' sont deux temps d’arrét accessibles, il est clair
que sup[T, T’] et inf[T, T'] sont aussi des temps d’arrét acces-
sibles. Si f est une fonction excessive, et T un temps d’arrét
accessible, on a, pour tout z, Pinégalité E*[fo Xy_] < f(z):
cette inégalité peut n’étre pas vraile pour un temps d’arrét
quelconque. Il est facile de voir aussi que la limite d’une
suite croissante de temps d’arrét accessibles est accessible.

Le lemme suivant jouera dans la suite un réle important :

LemMe 2. 1 (). — Soit g une fonction excessive, et T(w) le
premier instant t pour lequel : 1° la trajectoire associée @ w est
continue; 2° |go X (w) — goX, (0)| > ¢e. Le temps d’arrét T
est accessible.

Démonstration. — 11 est clair d’abord que T est bien défini,
car 'ensemble des points ¢ pour lesquels la condition (2) est
réalisée est discret sur presque toute trajectoire w, et il existe
donc, parmi ses éléments, un premier instant pour lequel la
condition (1) est vérifiée.

Partageons X en une suite d’ensembles

Ay = {z : ke/8 < gz) < (k + 1)¢/8}

(k entier positif). Définissons par récurrence des temps d’arrét
de la maniére suivante: 1) Hy = 0; 2) H est, si X,(0) € Ay, le
temps d’entrée dans 'ensemble E, = {z:|g(x) —ke/8| >¢[4};
3) SiH,(w) = T(w), alors H, 1;(0) = T(w); 4) Si H,(») < T(w),
alors H, i (0) = H(0g o) (3).

I1 est tout d’abord clair que H;(») = H(w) < T(w). En effet,
de deux choses l'une: ou bien |goXr — goX,| > s/2
alors, comme X, & A,, |go Xr_ — ke[8] > ¢/4, et alors H < T;
ou bien |go Xy — goXy| << ¢/2, il en résulte que

|go Xz — go Xo| > ¢[2,
donc oXe — kef8] >¢/4 et H<T. D’autre part, la
8 = = part,
(*) Ce résultat est indépendant de I’hypothése (L).
(3) Si R et T sont des temps d’arrét, une expression telle que Xy (0,w) désigne,

conformément aux principes de notation du § 1 de la premiére partie, la variable
aléatoire Xy, w)(0rw) = Xy, gep(w)-



166 PAUL-ANDRE MEYER

fonction g ne présentant pas de discontinuités de seconde
espéce sur les trajectoires, comme |[goXy— goX,| > ¢/8,
les H; ne peuvent s’accumuler & distance finie, et il en résulte
que, ou bien il existe un n tel que H,(w) = T(w), ou bien
T(w) = oo et lim H,(w) = oo.

Raisonnons alors par récurrence: supposons que nous
ayons construit une suite {S7{,ev de temps d’arrét, telle que:
les S? croissent avec n; th = H, P'-p.s.; pour P’-presque

tout o tel que T(w) < et T(w) = Hp(w), on a S§(w) < T(w)
pour tout n. Tout revient & montrer que nous pouvons construire
des S5+ possédant les mémes propriétés relativement a H,,,.
Nous pourrons en effet construire par récurrence les S{ pour
toutes les valeurs de p et n, poser S, = sup(S....S}), puis
T, =1inf (S,, n): les T, rempliront les conditions de la défi-
nition de l'accessibilité.

Soit © la mesure dont la valeur sur un ensemble B de &’ est
égale a P"[XH (w)eB, Hyw) < T(w)]. Soit , la mesure
Yas- . Il existe une suite d’ouverts décroissants §G, ,},ex,
contenant E,, et tels que le temps d’entrée dans G, , tende
en croissant, P¥ - p.s., vers le temps d’entrée H dans E,
— cela, grice au fait que la mesure initiale ., ne charge pas
I’ensemble E, (1). Soit R, () la variable aléatoire égale au
temps d’entrée dans G, , si Xo(w) € A;; c’est un temps d’arrét
inférieur & H, et qui tend vers H en croissant. De plus, si
H(w) = T(w), comme T(w) est par définition un point de
continuité de la trajectoire w, comme Xr(w) € E,, et par consé-
quent est intérieur i ’ensemble ouvert G, ,, la trajectoire w
doit avoir rencontré G, ,, avant l'instant T (w). Par consé-
quent, si H(w) = T(w), R,(w) < T(w) pour tout n. Posons
maintenant :

Setl(w) = Sh(w) s Sh(w) < Hy(w)
Sit(w) = Hy(w) + Ru(0u,w) si Si(w) = Hy(w).

11 est facile de voir, comme d’aprés I’hypothése de récurrence
St(w) = Hy(w) = Hy(0) < T(w), comme aussi sur I’ensemble
ou Hyw) < T(w) on a

Hy() = Hyw) + Hun,o), T(w) = Hy(o) + T(0r,0).

() Voir Hunt [I], p. 55.
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que les Sit! sont des temps d’arrét (!) qui répondent bien
aux conditions exigées. D’aprés les remarques faites plus haut,
la démonstration est alors achevée.

2. Soit {K,} une suite de compacts de X, telle que K, c Io(,,_H
et que UK" = X. Soit S, le temps d’entrée dans X —K,,

et S, = 1nf[S;, n]. Posons aussi Sp = 0. Les S, tendent en
croissant vers une limite << S, et on déduit immédiatement
du théoréme de Blumenthal que cette limite est égale a4 S
pour presque toute trajectoire w. De plus, si S(w) =0,
ou s1 Xg_(w) =, les S,(w) sont strictement inférieurs & S(w).
On pourra dire qu'une trajectoire w est: absorbée a distance
finie s1 S(w) < o et Xs (w)e X; absorbée a Il'infinmi (2) si
S(w) << 0 et Xs_(w) =0; non absorbée s1 S(w) = .

Dérinition 2. 1. — On dit qu'une fonction excessive f est
un potentiel si limfoXs (w) = 0 p.s. pour toute mesure ini-

n
tiale. On dit que f est harmonique st U'on a, pour tout z et tout n,

la relation f(x) = E*[foXs,].

DériniTioN 2. 2. — On dit qu’une fonction excessive f appar-
tient a la classe (D) si, pour toute mesure initiale ponctuelle ¢,
et toute suite de temps d’arrét {T,}, les variables aléatoires fo Xr,
sont P*-uniformément intégrables.

DérintTioNn 2. 3. — On dit qu'une fonction excessive f est
uniformément excessive st elle est bornée, et si, lorque t— 0,
P.f — f uniformément sur X.

Deérinition 3. 4. — On dit qu’une fonction excessive f est
réguliére si, quelle que soit la mesure initiale v, la fonction
t — fo X, (w) est P — p.s., continue en tout point t ot la fonction
t > X (w) lest.

(!} En voici sommairement la démonstration: on remarque d’abord que, si T
et T’ sont des temps d’arrét, I’ensemble { T <<T'} appartient & F, comme on le
voit en approchant T’ du c6té droit par des temps d’arrét qui ne prennent qu’une
infinité dénombrable de valeurs. L’ensemble §S{+t!<Cal est alors la réunion de
I'ensemble {S2<<H,| n {SE<<a}, qui appartient & F, du fait que l'ensemble
{Sh<<H,| appartient & Fgp d’aprés la remarque qui précéde; et de l'ensemble
{Sf=H, H,=a}n {H,+ R,(04,) <al, intersection de deux ensembles dont
chacun appartient a F,.

() Dans certains cas, il sera plus naturel de dire « & la frontiére » plutét que
«3 Dinfini».
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Le reste de ce paragraphe va étre consacré maintenant a
I'étude des relations qui existent entre ces quatre définitions.

3. Remarques. — Une fonction de la classe (D) est finie.
Une fonction excessive majorée par une fonction excessive
de la classe (D) appartient a la classe (D). Une constante
appartient a la classe (D).

On ne sait pas si une fonction excessive [ telle que les
variables aléatoires foX, soient uniformément intégrables
pour toute mesure initiale ponctuelle, appartient a la classe (D).

TutoriME 2. 2. — Soit f une fonction excessive finie, et R,
le temps d’entrée dans Uensemble {y: f(y) > n}.

10 Pour que f appartienne a la classe (D), il faut et il suffit
que Uon ait, pour tout z, lim E*[foXg ] = 0.

20 Si cette condition est réalisée, les variables aléatoires
fe Xy, sont uniformément intégrables, quelle que soit la suite
de temps d’arrét T, et la mesure initiale v telle que ¥(f) < .

3% Pour qu’une fonction excessive [ soit un potentiel de
la classe (D), il faut et il suffit que Uon ait, pour tout x et toute
suite de temps d’arrét T, qui tendent en croissant vers la durée

de vie S,lim Eo[fo Xy ] = 0.

Démonstration. — D’aprés une inégalité de la théorie des
supermartingales (1):

n.P'[ sup foeX, > n] < EV[feX,].

0<t<»
I1 en résulte que pour presque toute trajectoire w on a
R,(w) = «

dés que n est assez grand. Par convention, foXg () est
alors nul. Si f appartient a la classe (D), on peut passer a
la limite sous les symboles d’espérance mathématique, et
en déduire que E?[foXy]-—>0. Comme les R, croissent,
E?[foXg,] décroit (2), et le théoréme de Lebesgue montre
que E¥[fo Xy ] — 0.

Réciproquement, soit {T,} une suite de temps d’arrét.

() Voir Doob [I], p. 314. Il convient de tenir compte, pour obtenir I’inégalité

ci-dessus, de la positivité de la supermartingale fo X;.
(%) Voir Doob [I], § 11, et le Séminaire [II], exposé 4.
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Pour que les variables aléatoires fo Xy, soient PY-uniformé-
ment intégrables, il faut et il suffit que les intégrales :

prn; fo Xz, dPY

tendent vers 0 uniformément en k lorsque n — <. Or, posons
Tiw) = Ty(w) st foXr(w) >n, et Tiw)= oo sinon; les
Ti(w) sont des temps d’arrét, et les intégrales ci-dessus sont
égales aux E'[foXy;], quantités majorées par EY[foXg],
puisque R, << T,

Les deux premiéres assertions de ’énoncé sont ainsi démon-
trées. La derniére est une conséquence immédiate de la possi-
bilité de passer a la limite sous le symbole E lorsque les
variables aléatoires sont uniformément intégrables, et du fait
que la limite de fle long de la suite de temps d’arrét envisagée
est 0.

TutorimMe 2. 3. — Soit f une fonction excessive finte. On
appelle donnée frontiére stochastique associée & f (*) la variable
aléatoire b(w) = lim foXs (0) (?), nulle par convention sur

n

les trajectoires issues du point d. On appelle solution de Dirichlet
associée & f (1) la fonction c(z) = E*[b(w)] sur X. Cette solution
de Dirichlet est une fonction harmonique de la classe (D), qui
admet méme donnée frontiére stochastique que f. La différencef — ¢
est un potentiel (« décomposition de Riesz»).

Démonstration. — Remarquons que l'on a, si T est un
temps d’arrét : b(0r0) = b(w) si T(v) < S(w), et b(0rw) = 0 si
T(w) > S(w).

Alors: Pr(z, ¢) = E*[b(010)] < ¢(z). Il en résulte immé-
diatement que c est excessive. Le lemme de Fatou montre que
E*[b(w)] < lim E*[fo Xs,], avec égalité si et seulement si les
foXs, sont uniformément intégrables. La solution de Diri-
chlet est donc majorée par f, et égale a f si f est une fonction
harmonique de la classe (D). D’autre part, on a:

Ps (7, c) = E=[b(0s,0)] = E*[b(w)]

() D’aprés une terminologie due a Doob.

(3) Le processus fo Xg, étant une super-martingale positive, cette limite existe
bien, d’aprés les théorémes de Doob (Doob [I], § 11. Voir aussi I’exposé 4 du Sémi-
naire [II]).
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car S (w) << S(w) sur toute trajectoire pour laquelle b(w) > 0.
La solution de Dirichlet ¢ est donc harmonique. L’évaluation
précédente de Pr(z, ¢) montre encore que, si les R sont les
temps d’arrét utilisés dans le théoréme précédent, Py (z,c) > 0:

n>w

autrement dit, ¢ appartient a la classe (D). Enfin, si U est
un événement antérieur 4 S, lim co Xs, et b ont méme inté-
n

grale sur U, et il en résulte immédiatement que la donnée
frontiére stochastique associée a c(z) est encore b(w).
Montrons que f — ¢ est une fonction excessive. Comme nous
venons de voir que f et ¢ ont méme donnée frontiére stochas-
tique, f — c sera alors un potentiel (de la classe (D) si f appar-
tient a cette classe). Nous avons, si T est un temps d’arrét:

Psf* + c(z) — Pyc® —f o XTdP“‘—[-f lim fo X, dP*
< foXydP® +

1T <8y}

zsnsr<szf° Xz dP®
+ /t"rzs..l hIIcn foXs, dP*.

Lorsque n— o la seconde intégrale du second membre
tend vers 0. L’événement {T > S,} est antérieur & S,, et la
derniére intégrale est donc majorée par f s s(f Xs, dP=.
La somme de cette intégrale et de la premiére est égale, si

I'on pose H = inf (T, S,), & E*[fo Xg] < f(x). Il en résulte
bien que ¢ — Pre < f— PTf
Les théorémes 2. 1 et 2. 2 sont indépendants de I’hypothése

(L).
4. Passons maintenant aux questions liées a la régularité.

TutorEME 2. 4. — Soit g une fonction uniformément excessive.
Pour toute suite de temps d’arrét T, qui croissent vers un temps
d’arrét T, lim g o Xy (w) est égal & go Xy(w) pour presque tous
les o tels que T(w) < o, quelle que soit la mesure initiale.

Démonstration. — En remplacant au besoin chaque T,
par inf [T,, a], ol a est une constante positive, on se rameéne
au cas ou T est borné. Soit k un entier, U un événement

antérieur a T), ¢ un nombre > 0, et R, = sup [T, + ¢, T]; R,
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est une variable aléatoire mesurable sur la tribu Fr. Nous
avons, sik L n:

M) Jogo XnedP = [[P(Xu,, g) dP".

Supposons v bornée; g estant uniformément excessive, ||P.g— gl|
peut étre rendue trés petite par un choix convenable de ¢,
et il en résulte que, ¢ étant ainsi choisi, les intégrales

(2) j;]go XT,.+s dPV, L go XT» de

différent trés peu I'une de 'autre, quel que soit n. Choisissons
alors n assez grand pour que T, ¢ dépasse T, sauf sur un
ensemble de mesure trés petite: comme g est bornée, la

premiére intégrale différe trés peu de ‘/;; go Xy, dPY, intégrale
qui est elle-méme égale a fUPRn—T(XTa g) dP". Utilisons & nou-
veaule fait que gest uniformément excessive : comme R,— T <¢;
cette derniére intégrale différe trés peu de fugo XrdP.

Autrement dit, en rapprochant de (2) le résultat obtenu,
nous avons montré que:

limfgoXTndP“=fgoXTdPV.

n>w J U 1)
Or go Xy, (0) admet p.s., une limite y(w) lorsque n — oo, et,
comme g est bornée, il en résulte que, pour tout événement U
antérieur a 'un des T;, y(») et go Xy(w) ont méme intégrale
sur U. Or ces deux variables aléatoires sont mesurables sur la
tribu engendrée par la réunion des Fy,, c’est évident pour 7,
et pour l'autre cela résulte du théoréme de Blumenthal. Par
conséquent, elles sont égales PY-p.s.

Cette démonstration est indépendante de I’hypothése (L).

CoroLLAIRE 2. 4. 1. — Soit g une fonction excessive quelconque,
T, une suite croissante de temps darrét, T sa limite. Pour
presque toute trajectoire v telle que T(w) << oo, on a Uinégalité
g Xr(w) <lim go Xr,(w).

n

Démonstration. — Il existe une suite croissante de fonc-
tions h,, uniformément A-excessives pour une valeur > 0
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de A (A-potentiels de fonctions positives bornées) qui tend
vers g en tout point. Ce résultat est d’ailleurs évident si les
fonctions excessives sont semi-continues inférieurement.

CoroLraIRE 2. 4. 2. — Sous les mémes conditions, et si g
appartient & la classe (D), pour que les go Xy, tendent P*—p.s.,
vers go X¢ sur Uensemble ot T est fini, il faut et il suffit que
E*[geXy,] tende vers E*[go Xy].

Démonstration. — Conséquence immédiate du corollaire pré-
cédent.
TrtoriME 2. b. — Pour qu’une fonction excessive g vérifie

la condition de I’énoncé du théoréme 2. 4, il faut et il suffit qu’elle
sott réguliére. En particulier, toute fonction uniformément
excessive est réguliére.

Démonstration (indépendante de I’hypothése (L)). — Il ne
serait pas difficile de démontrer ce théoréme sans utiliser le
lemme 2. 1. Nous ne chercherons pas a le faire ici.

I1 est clair tout d’abord que la régularité de g implique la
condition envisagée. De deux choses 'une, en effet: ou bien
T(w) est un point de continuité de la trajectoire w, les Xz (o)
tendent alors vers Xg(w) et, g étant réguliére,

g Xr,(0) = go Xr(w);

ou bien T(w) est un point de discontinuité, les T (w) sont p.s.
égaux a T(w) & partir d’un certain rang, en vertu du théoréme
de Blumenthal, et il n’y a rien & démontrer.

Réciproquement, tout revient & démontrer que, pour tout ¢,
le temps d’arrét T(w) défini comme le premier instant ¢ ou la
trajectoire associée 4 w est continue, et ou

lge X(0w) — ge X, (0)] > ¢,
est p.s. infini pour tout processus. Or cela résulte immédia-

tement de I’hypothése faite sur g, et du fait que T est acces-
sible, d’aprés le lemme 2. 1.

CororLrraire 2.5.1. — Soit g une fonction excessive quel-
conque. Quelle que soit la mesure initiale v, on a pour presque
toute trajectoire ®, entre la limite & gauche go X, (w) et la valeur
go X,(w), Uinégalité goX, (w) > goX,(w) en tout point t ou
la trajectoire v est continue.
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Démonstration. — Identique a celle du corollaire 2.4.1.

CororLAIRE 2. 5. 2. — Soit g une fonction excessive réguliére;
toute fonction excessive f telle que f < g (ordre fort) est réguliére.

Démonstration. — Soit h la fonction excessive telle que
f+ h = g. En un point de continuité ¢ d’une trajectoire w,
on a

ge X (0) = go X (w),  hoX, (0) > hoX,(w),

foX, (w) >fo X (w): il en résulte immédiatement que les deux
derniéres inégalités sont en fait des égalités.

CororLLaIrE 2. 5. 3. — Soit g une fonction harmonique de
la classe (D): g est réguliére.

Démonstration. — Soit T, une suite croissante de temps
d’arrét qui tendent vers T; nous voulons vérifier que les go Xy,
tendent vers go Xy p.s. Il nous suffit pour cela de raisonner
sur les temps d’arrét H, = inf(T,, S,), H = 1inf(T, S,), ou
les S, sont les temps d’arrét définis au début du n® 2 de ce
paragraphe. Or g(z) = E*[gcXs,], 1l en résulte donc que
E?[ge Xn,] > E[goXy], les deux membres étant égaux
a g(z); le corollaire 2. 4. 1 permet alors de conclure. Le résultat
ci-dessus est d’ailleurs vrai méme si g n’appartient pas a la
classe (D) — car, en vertu du lemme de Fatou et du corollaire
2. 4. 1, le fait que E*[go Xy,] tende vers E*[go Xy] entraine la
convergence de go Xy, vers goXy.

5. L’expérience montre que les fonctions uniformément
excessives jouent, dans la théorie de Hunt,le rdle que tiennent
les fonctions excessives continues et bornées dans la théorie
classique. Le théoréme qui suit correspond donc au théoréme,
dii & Choquet, suivant lequel, lorsque le noyau de la théorie
du potentiel est régulier (c’est-a-dire lorsque toutes les fonc-
tions excessives sont réguliéres) toute fonction excessive est
limite d’une suite, croissante suivant l’ordre fort, de fonc-
tions excessives continues. Notre démonstration est d’ailleurs
inspirée directement de celle de Choquet.

TutorimMe 2. 6. — Soit f un potentiel de la classe (D).
Pour qu’il existe une suite f, de fonctions uniformément excessives
qui tende vers f en croissant sutvant Uordre fort, il faut et il
suffit que f soit une fonction excessive réguliére.
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Démonstration. — Nous ne prouverons pour l'instant que la
suffisance de la condition ci-dessus; la nécessité sera établie
au paragraphe 3. Le lecteur pourra constater que la condition
(L) est utilisée ici de maniére essentielle, pour la premiére fois.

Soit a une fonction continue sur X (1), comprise entre 0 et 1.
Soit ¢ un nombre positif arbitraire. Appelons (a, ¢)-chaine
une suite de temps d’arrét T, satisfaisant aux conditions
suivantes: 1) To = 0; 2) Vn, on a T, < T,4y; 3) Les T,(o)
forment un ensemble discret pour presque tout w, quelle que soit
la mesure initiale; s1 S(w) << o, il existe un entier n tel que

T,(0) = S(w); si S(w) = oo, alors lim T,(w) = o. 4) Pour
presque toute trajectoire w, l’oscillation de la fonction
t— a0 X,(w)

sur chaque intervalle [T,(w), T,ii(w)[ est plus petite que e.
Il existe des (a, €)-chaines: il suffit de construire les T, par
récurrence, T,;;(w) étant la borne inférieure de I’ensemble
des t > T,(w) tels que |aoX,(w) — aoXy,(w)] > ¢/2. Les
propriétés ci-dessus sont évidemment vérifiées, la fonction
t - ao X, (w) étant continue & droite et dépourvue de dis-
continuité de seconde espéce. Nous aurons aussi besoin de la
remarque suivante : soient {T,{ une (a, ¢)-chaine, et {R,} une
famille de temps d’arrét, telle que I’ensemble des R,(®) soit
discret pour presque toute trajectoire w. Soit § Uy(w)} la famille
des variables aléatoires obtenue en comptant, dans I’ordre ou ils
se présentent, les points de la réunion des ensembles des R, ()
et des T,(w) : il est facile de voir que cette famille { U,(w)} est
une famille de temps d’arrét, et une (a, ¢)-chaine. En parti-
culier, sila famille { R,{ est une (b, ¢')-chaine, nous parlerons de
la chaine obtenue par superposition des chaines {T,} et }R,}.

Soit C une chaine de temps d’arrét {T,!; nous poserons:

We(C, @) = 3 B¥[as Xx, . (fo Xx, — foXx,,,)]
= S E{as Xa, (o Xe,— Pr,.f> Xx,)]

la seconde expression s’obtenant en prenant dans le terme de

() La fonction a n’est pas supposée nulle au point 3, ce que nous signalons
conformément 4 notre convention. La valeur de la fonction a au point d n’inter-
viendra d’ailleurs pas dans ce qui suit.
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rang n de la premiére une espérance mathématique condi-
tionnelle par rapport a la tribu Fr. Comme f est excessive,
chacun des termes de la seconde somme est positif.

0

Prenons d’abord a=1: W=(C, 1) est égal & ¥ (Pr,f*—Pr,_ f°);

comme [ est un potentiel de la classe (D), cette somme est
égale & f(z). Il en résulte que, pour les fonctions a comprises
entre 0 et 1, nous aurons W*(C, a) < f(z), pour toute chaine C.

Soient C et C’ deux (a, €) chaines, et soit C” la chaine obtenue
par leur superposition. La différence |W*(C, a) — W*(C”", a)|
est plus petite que £.f(z), comme on peut le voir surla premiére
expression. Par conséquent, lorsque les chaines deviennent de
plus en plus fines, ¢ tendant vers 0, les fonctions W#(C, a) ont
une limite W%(a). Cette fonction est positive, majorée par f.
Elle dépend linéairement de a, car si b est une autre fonction
continue, on peut évaluer W%(a + b) avec des chaines qui sont
simultanément des (a, ¢)-chaines, des (b, ¢)-chaines et des
(@ + b, 2¢)-chaines. Prolongeons maintenant la fonction W%(a)

par linéarité a tout I’espace €(X); nous obtenons une forme
linéaire qui est, en vertu de la relation |W?a)| < f(2)||al|,
une mesure de Radon positive sur X, nulle si z = 2.

Supposons de nouveau a comprise entre 0 et 1, et continue.
Montrons que la fonction z — W?(a) est excessive, et < f;
comme W(a) + W(1 — a) = f, et que si la somme des deux
fonctions surmédianes est excessive chacune des deux fonctions
doit &tre excessive, il nous suffit de montrer que la fonction
W=(a) est surmédiane. Prenons une (a, ¢)-chaine {T,} = C,
celle qui a été construite plus haut, par exemple, et soit C’
la chaine construite de la maniére suivante : ses points de sub-
division sont, sur la trajectoire w, les points de la chaine C
antérieurs au temps ¢, le point ¢, les points de la forme ¢ + T,(0,).
La chaine C’ est encore une (a, ¢)-chaine, et on a

P(z, W(C, a)) < W(C, a),

car le premier membre est la somme d’une partie des termes du
second, ceux qui viennent aprés le temps t. D’ou le résultat
en passant a la limite.

Soit maintenant a une fonction borélienne quelconque,

comprise entre 0 et 1, et W¥(a) = /;W“‘ (dy)a(y). Cette fonction
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de z est universellement mesurable, puisqu’il en est ainsi
lorsque a est continue. Considérons I’ensemble des fonctions
boréliennes a comprises entre 0 et 1 telles, que la fonction
x —> W*(a) ainsi définie soit excessive, et majorée au sens fort
par f. Cet ensemble contient les fonctlons de €(X), et il est
stable pour les opérations de passage a la limite monotone :
c’est évident pour les passages a la limite croissants, puisqu’une
limite d’une suite croissante de fonctions excessives est exces-
sive; il suffit alors de remarquer que lorsque des a, croissent,
les fonctions (1 — a,) décroissent. On atteint par l'itération
transfinie de ces passages a la limite toutes les fonctions
boréliennes comprises entre O et 1, et par conséquent pour une
telle fonction W*(a) est bien excessive.

Revenons au cas ou a est continue, et soit G un ouvert tel
que a soit nulle hors de G. Soit R le temps d’entrée dans G;
on a PRW( 1) = W(a) — il suffit pour le voir de faire la cons-
truction qu1 nous a servi plus haut 4 montrer que la fonction
W(a) était excessive, en intercalant dans la chaine le temps
d’entrée R au lieu du temps constant ¢: on a

Pa(W(C, a)) = W(C', a),

car tous les termes de la différence sont nuls. On passe alors
a la limite.

Nous n’avons pas encore utilisé la régularité de la fonction f.
Pour montrer au lecteur ce que nous avons construit, signalons
que si les hypothéses étaient celles de Hunt [III], et f un
potentiel Uw, W(a) serait tout simplement le potentiel de
la mesure a. p.

Soit K un compact, Ix sa fonction caractéristique, Rg le
temps d’entrée dans un voisinage G de K. Comme Ig est
Ienveloppe inférieure d’une suite de fonctions continues &
support compact contenu dans G, on a Py [W(Ix)] = W(Ig)
Or, comme W(Ig) < f réguliére, W(Ix) est elle-méme réguliére
d’aprés le corollaire 2. 5. 2, et appartient a la classe (D) comme
f. Par conséquent, si R est le temps d’entrée dans K, on a
Pa[W(I)] = W(I).

Voici maintenant le raisonnement adapté de celui de
Choquet : choisissons une mesure £ telle que toute fonction
excessive nulle §-presque partout soit nulle partout, et telle
aussi que f soit §-intégrable. Soit v la mesure image de § par
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le transposé de I'opérateur W qui vient d’étre construit. On
peut trouver, grice au théoréme d’Egorov appliqué a v,
une suite de compacts K, croissants tels que: 1) f soit bornée
sur K,; 2) sur chaque K,, Pf tende uniformément vers f
lorsque ¢t — 0; 3) n(X — K,) = 0 autrement dit,

n->ow0

WX —K,) =0 £-p.p,

en décroissant, donc W(1) = f = sup W(Ix,) &- p.p., donc
partout. Les fonctions W(lgx,) tendent donc vers [ en
croissant au sens fort, il nous suffit de montrer qu’elles sont
uniformément excessives. Comme W(lg) < f, W(Ig) est
bornée sur K,, donc partout puisque elle est égale & Py W(Ig),
ou R, est le temps d’entrée dans K,. D’autre part, il existe
pour tout & un h positif tel que, si t << h, on ait f< Pf+ ¢
sur K,. Autrement dit:

W(lk,) + P[W(1 — Ix,)] < W(lg,) + W1 — Ix)
=f< Pf+e=P[W(k)] + P[W(1 — Ig)] +=.

sur K, : rapprochons les membres extrémes, il apparait que
e + P[W(Ik,)] majore W(Ig,) sur K,, donc partout, pour
t < h. L’uniformité de la convergence est bien prouvée.

3. — Les fonctionnelles additives de Markov.

1. Ce paragraphe contient la définition des potentiels des
fonctionnelles additives de Markov, et le théoréme fondamental
concernant l’existence d’une fonctionnelle additive ayant
un potentiel donné. Le lecteur que cela intéresse pourra
trouver au § 7 quelques résultats concernant les relations entre
les fonctionnelles additives et les fonctionnelles multiplica-
tives de Markov continues.

Dans tout ce paragraphe, Iespace Q utilisé est identique a
I’espace Q* des trajectoires.

DerinviTioN 3. 1. — On appelle fonctionnelle additive de
Markoy une famille {A,} de variables aléatoires positives sur Q*
telle, que la famille des variables aléatoires {e~*+} soit une

12
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fonctionnelle multiplicative de Markov normalisée, pour laquelle
tous les points de X sont permanents (). Autrement dit :

1) Quelle que soit la mesure initiale v, la fonction t — A (w) est
PY-p.s. positive, croissante, continue & droite, nulle & 'instant
0, continue a Uinstant S(w) et constante a partir de cet ins-
tant. (On a A (0) = As_(w)).

2) Pour tout t > 0, A, est F,-mesurable.

3) Pour chaque couple (u, v) de nombres positifs, on a la
relation

Aua(0) = Ay(®) + A,(0,0) P'-pas.

DeériniTioN 3. 2. — On dit que la fonctionnelle additive
{A,} appartient & la classe (U) (« classe d’unicité ») si, quelle
que soit la mesure initiale v, les applications t - X,(0), ¢ — A, (w)
n’ont P'-p.s. aucune discontinuité commune.

Ezemple. — Toute fonctionnelle additive continue appar-
tient & la classe (U); si les trajectoires du processus §X,}
sont continues, toutes les fonctionnelles additives appar-
tiennent a la classe (U).

Dérinition 3. 3. — Soit f une fonction borélienne positive.
On appelle \-potentiel de  par rapport a la fonctionnelle addi-
tive A = {A, et on note ULf, la fonction (finie ou non) dont
la valeur au point z est:

Ulf= = Ew[ L X)o7 dA,(w)].

On note U,, et on appelle potentiel de A, la fonction Ujl.
L’expression ci-dessus se réduit alors a E*[A_].

Remarques. — 1) Précisons la signification de I’intégrale
ci-dessus: la fonction s — A (w) est p.s. une fonction de s
croissante et continue a droite; la fonction s— foX (w)
est p.s. une fonction borélienne sur R,, puisqu’il en est
ainsi lorsque f est continue : on intégre alors sur chaque trajec-
toire la seconde fonction par rapport a la premiére. Le résultat
est une fonction mesurable de w — pour le voir, il suffit de
raisonner dans le cas ou f est continue; on peut alors utiliser

() Voir la premiére partie, définition 2.2, et les remarques qui suivent le théo-
réme 2.2. Rappelons que S désigne la durée de vie.
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des sommes de Riemann, dont les points de subdivision cons-
tituent des (f, €)-chaines comme dans la démonstration du
théoreme 2. 6.

Il n’y a aucune difficulté & admettre des fonctions f presque
boréliennes dans la définition 3. 3. Si f est seulement universel-
lement mesurable, on peut I’encadrer entre deux fonctions
boréliennes f; et f, égales presque partout pour la mesure
Ul(z, dy), en déduire que sur P®-presque toute trajectoire les
intégrales de fyo X, (w) et fyoX,(w) sont les mémes, et s’en
servir pour prolonger 'opérateur Ui. Nous n’aurons pas
besoin de cette extension par la suite, I’espace des fonctions
presque boréliennes bornées nous suffisant bien.

2) D’aprés notre convention, fo X,(w) = 0 pour S(w) < t¢:
on pourrait donc se passer ici de la normalisation, et écrire une
intégrale étendue de 0 & S(w) au lieu de 0 & 4 oo. Nous avons
choisi plutdt des notations telles, qu’il n’y ait pas lieu de dis-
tinguer les cas markovien et sous-markovien.

3) Soient {Q,} un semi-groupe subordonné a {P,}, V son
potentiel, R un temps terminal associé. On pourrait définir
une fonction

Vaf = E[ f " 0 X () .dA,(co)] = E[ A f; X,.M,.dA, |

ot {M,} est la fonctionnelle multiplicative qui correspond
au semi-groupe. La théorie de ces potentiels « relatifs », dont
les Ui sont des exemples, ne semble pas comporter de diffi-
culté nouvelle par rapport a la théorie « absolue » que nous
développons ici.

4) D’apres le théoréme 4. 3 de la premiére partie, la relation
de Markov forte (si T est un temps d’arrét, H une variable
aléatoire plus grande que T, A une fonctionnelle additive,
on a p.s. Ap(w) = Ag(®) + Ap_r(0rw)) est valable pour les
fonctionnelles additives. Chaque fois que nous aurons a utiliser
un autre résultat de la premiére partie de ce travail, nous le
signalerons explicitement.

DérinitioN 3. 4. — Soit f une fonction borélienne > 0; on

appelle fonctionnelle produit de la fonctionnelle A = {A,}
b+

par la fonction f la fonctionnelle fA = ; /; fo X, dAsg (le

symbole t, signifiant que le point t appartient au domaine d’inté-
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gration). En particulier, si f est la fonction caractéristique
d’un ensemble E, la fonctionnelle yx. A est appelée la restriction
de A a E; si cette restriction est non nulle, on dit que A charge E;
st elle est identique & A, on dit que A est portée par E.

Remarques. — 1) 1l est clair que toutes ces considérations
s’étendent aux fonctions positives presque boréliennes (et
aussi, d’ailleurs, aux fonctions universellement mesurables).

2) Si A est une fonctionnelle, les discontinuités de f. A sont
des discontinuités de A : en particulier, si A est continue,
ou appartient a la classe (U), il en est de méme de fA.

3) On a Upn = Uy(f).

2. TatoreME 3. 1. — Soit A une fonctionnelle additive, f
une fonction positive, T un temps d’arrét. On a :

P, U,f* = E= [ oo foXdw) aA (o)

ou le signe « + » indique que le point T(w) est exclu de 'inter-
valle d’intégration.

Démonstration.
PrUsf* = B¢ [ fo X (0r0) dA (020 |
= Er| [ fe Xan(o) dAnp(o)]

et on en déduit immédiatement le résultat. On aurait un
théoréme analogue pour les Ujf.

TatoriME 3. 2. — St le potentiel U, est fint, c’est une fonction
excessive, qui est un potentiel de la classe (D). St la fonctionnelle
A est continue, U, est une fonction excessive réguliére.

Démonstration. — U, est une fonction excessive, comme le
montre immédiatement le théoréme précédent. Soit {T,}
une suite de temps d’arrét qui tend en croissant vers la durée
de vie S; Pr U, = E*[A, — Ar,] tend vers 0, d’apreés le
théoréme de Lebesgue et la relation A, = As_. On en déduit
que U, appartient & la classe (D) en appliquant le théoréme 2. 2.
Enfin, si la fonctionnelle A est continue, et si des temps d’arrét
T, tendent en croissant vers T, Py Uy — PrU,: U, est done
réguliére d’aprés le théoréme 2. 5.
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Le théoréme suivant montre que les seules fonctionnelles
additives qui présentent une analogie avec les mesures de la
théorie classique, en ce qui concerne les théories du potentiel
qu’elles déterminent, sont les fonctionnelles de la classe (U):

TutorimMe 3. 3. — 1) Soient A une fonctionnelle additive,
G un ouvert, et R le temps d’entrée dans G. Si f est une fonction
borélienne nulle hors de G, telle que U,f soit fini, et s A appar-
tient a la classe (U), alors PRUf = U,f. St A est continue, on
peut remplacer G par un ensemble presque analytique E quel-
conque.

2) Supposons réciproquement que A soit une fonctionnelle
additive dont le potentiel est fini, et que Uon ait, pour toute
fonction f continue a support compact, et tout voisinage ouvert G
du support de f, PRUAf = U.f; alors A appartient & la classe
(U) (-

Démonstration. — Supposons d’abord A continue, et f nulle
hors de E presque analytique; soit T le temps d’entrée dans E.
Dans la formule du théoréme 3. 1, on peut remplacer T,
par T, et, comme f est nulle avant le temps T, U,f— PzU,f= 0.

Passons maintenant au cas ou A appartient a la classe (U):
la différence entre PaU.f® et U,f® est, puisque

f "o X(w) dAw) = 0,

égale & E7[fo Xg(w).(Ar(w) — Ag_(w))]. Le terme a intégrer
est nul s1 la fonctionnelle est continue a linstant R(w); si
la fonctionnelle est discontinue a cet instant, puisqu’elle
appartient a la classe (U), c’est que la trajectoire est continue
a I'instant R(w): il en résulte, comme G est ouvert, que 1’on
ne peut avoir Xg(w)e G; par conséquent, foXgz(w)=0,
et le terme & intégrer est encore nul. PRU.f et U,f sont donc
égaux.

Supposons, réciproquement, que A n’appartienne pas a la
classe (U). Il existe alors un € >0, et une mesure initiale v,
tels que, s1 T(w) désigne le premier instant ¢ tel que

d(X(w), X, (w))>c¢, |
on ait avec une probabilité positive Ar(w)—Ar_(w)>0.

() Ce théoréme sera développé plus loin (théoréme 4.6).
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Soit H I’ensemble des trajectoires qui vérifient cette condition.
A tout nombre rationnel s, attachons ’ensemble H, des trajec-
toires w : qui appartiennent a H, qui sont telles que s < T(w),
et que loscillation de la trajectoire sur 'intervalle [s, T(w)[
soit plus petite que ¢/3. H est la réunion des H,, il existe donc
un s tel que P'(H,) > 0. Soit alors ¢ la mesure yP,; comme,
si s<<T(w), on a T(hw) = T(w) — s, I'ensemble des » pour
lesquelles T(w) coincide avec le premier instant ¢ tel que
d(Xo(w), X(w))>¢/3, et pour lesquelles Ar(w)— Ar_(w) >0,
n’est pas P*-négligeable. Il existe alors une mesure ponctuelle
e, telle, que cet ensemble ne soit pas P%négligeable. (Cf.
premiére partie, § 1, n° 3). Soit alors G le complémentaire de
la boule fermée de centre z et de rayon ¢/3, R le temps
d’entrée dans G. Comme d(X,(»), Xr{w))>2¢/3 sur les
trajectoires ci-dessus, Xg(w)e G sur ces trajectoires. Il est
alors clair que si g désigne la fonction caractéristique de G,
PrU,g 5~ U,g, et il ne reste plus qu’a choisir une suite crois-
sante de fonctions f,, continues, & support compact contenu
dans G, qui converge vers g: I'inégalité précédente est alors
vérifiée pour I'une des f,, dés que n est assez grand.

3. Nous allons maintenant démontrer le théoréeme fonda-
mental de ce paragraphe:

Tatorime 3. 4. — Soit f une fonction excessive, partout
finie; pour que f soit un potentiel de la classe (D), il faut et il
suffit qu’il existe au moins une fonctionnelle A telle que U, = f.
Il existe alors une telle fonctionnelle qui appartient d la classe
(U). Pour que f soit de plus réguliére, il faut et il suffit qu’il
existe une fonctionnelle A continue dont le potentiel est f.

Démonstration. — Le théoréme résultera des lemmes sui-
vants :

Lemme 1. — Soit u une fonction excessive finie, somme
d’une série u_ de fonctions excessives, potentiels de fonctionnelles
additives A,. La somme XA, est alors une fonctionnelle additive
dont le potentiel est u; st les A, appartiennent d la classe (U),
ou sont continues, il en est de méme de leur somme.

Démonstration. — Soit, pour chaque t, A (w) = XA, (»):
comme E[A_] est égale a u, A (w) est p.s., finie pour toute
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mesure P'. Comme les A, , sont des fonctions croissantes de ¢,
la série converge uniformément sur toute la droite pour
presque tout w: il en résulte que I'application ¢ — A w) est
p.s., continue a droite, et on voit immédiatement que A est
une fonctionnelle, et qu’elle appartient a la classe (U), ou
est continue, si les A, appartiennent a la classe (U) ou sont
continues. Enfin, il résulte alors du théoréme 3. 2 que u est
un potentiel de la classe (D).

Lemme 2. — Soit u un potentiel régulier de la classe (D). Il
existe une fonctionnelle additive continue dont le potentiel est
égal a u.

Démonstration. — D’aprés le lemme 1, et le théoréme 2. 6,
il suffit de démontrer ce théoréme dans le cas ou u est unifor-
mément excessive. C’est alors un résultat de Volkonski, que
nous admettrons ici (voir Volkonski [I] et [II]). Nous avons
donné au § 7 une autre démonstration du lemme 2, valable
sous les hypothéses de Hunt [III]; mais nous ne préten-
dons en aucune maniére la substituer & la démonstration de
Volkonski, qui est trés générale, puisqu’elle est indépendante
de I'homogénéité dans le temps du processus, et de la propriété
forte de Markov, et qui utilise des méthodes bien plus élé-
mentaires que les ndtres.

CororraIre (fin de la démonstration du théoréme 2. 6). —
Soit u une fonction excessive de la classe (D), limite d’une suite
fortement croissante de fonctions excessives réguliéres u,; la
fonction w est réguliére.

Démonstration. — Décomposer chaque u, en une partie har-
monique ¢,, un potentiel w,; il est immédiat que les deux suites
¢, et w, sont fortement croissantes. D’apres le corollaire 2. 5. 3,
les ¢, et w, sont réguliéres. Il ne reste plus qu’a remarquer que
la limite des ¢, est une fonction harmonique de la classe (D),
donc réguliére, et que chaque w, ., — w, est le potentiel d’une
fonctionnelle additive continue, ce qui permet d’appliquer le
lemme 1.

Le lemme suivant est important, il donne beaucoup de rensei-
gnements sur la structure des fonctionnelles de la classe (U).
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LemmEe 3. — Soit u un potentiel de la classe (D) : u peut étre
représenté comme la somme d’une fonction excessive réguliére o,
et d’une fonction excessive w, telle que la seule fonction excessive
réguliére f < w soit la fonction 0.

Il existe une fonctionnelle additive A de la classe (U) dont
le potentiel est w; la variable aléatoire— A _(w) est égale a la
somme de tous les sauts de la fonction t — uoX,(w) qui ont
lieu en des points ot Uapplication t — X, (w) est continue.

Démonstration. — Nous ne nous occuperons pas ici de la
propriété caractéristique de & envisagée ci-dessus, qui sera
une conséquence évidente des théorémes d’unicité du para-
graphe suivant. Soit ¢ un nombre positif, et T(w) le premier
instant ¢ ou la trajectoire w est continue, et ol

Jue Xy(w) — uo X, (w)| > .
D’aprés le corollaire 2. 5. 1, on a I'inégalité
uoXy_(w) > ue Xr(w) p.s

Définissons des temps T, par récurrence, en posant T, = 0,
T, =T,..Te0)= T(OT ®). Les temps d’arrét T, ne peuvent
s accumuler sur aucun intervalle fini, et tendent donc p.s., vers
+ oo. Soit alors Af(w) la somme:
Af(w) =_ 3 [ueXn, () — e Xe(w)).
Taw) <t
I1 est clair que la famille des variables aléatoires A est une
fonctionnelle additive de Markov Af, dont nous désignerons
le potentiel par la notation w*. Nous poserons aussi ¢* = u— w*.
Nous avons la relation:

u®— PT,.uz = Z E""[uo XT:’—_—' Uo XT&] + 2 E‘”[uo XTi— Uo X<Ti+|)—]'

Comme le temps d’arrét T est accessible (lemme 2. 1),
on a EfuoXr_ ] < u(z); il en résulte que le premier terme
de la seconde somme est positif, et 1l est clair par translation
qu’il en est de méme de tous les autres. Faisons alors tendre n
vers + oo : comme u appartient a la classe (D), Py u — 0,
le premier membre se réduit & u, la premiére somme du second
membre devient égale & w*, et la seconde, par conséquent a ¢*.
Nous venons de voir que la fonction ¢* est positive, montrons
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qu’elle est excessive; 1l suffit pour cela, comme elle est diffé-
rente de deux fonctions excessives, et par conséquent finement
continue, de montrer qu’elle est surmédiane. Nous pouvons
méme, pour simplifier un peu le raisonnement, nous borner
a vérifier 'inégalité P,(z, ¢¢) << ¢*(x), pour les valeurs de ¢
qui sont telles que P*[T,(w) = ¢] soit nul pour tout n -ensemble
de valeurs dont le complémentaire est dénombrable, et qui
est donc partout dense. Alors:

Pz, %) = Euo X, — wo X(rpp+4—]
+ Efu o Xrggppr—wo Xizggpay-] + -

et la différence ¢v* — P® est égale a:

Sogsq [ul@) — wo X)) dP*
+J, [(u(a) — we Xa,) + (wo Xo,—uo X,] dP*

¥T4<‘t Tg>ﬂ
+ {T <t To<lt, T8 [(u(x) —ue XT.—) + (u ° XT, —Uuo XT,__)

+ (uo Xr, — uoX)] dP® + ---

Somme qui peut aussi s’écrire:

</;T.>n [w(z) — o X] dP* - \T,<8 [u(@) —ue Xr,-] sz>

+ </;T‘<t, T, >t} [u ° XT‘ — Ueo Xt] sz

x
F Jircumcn o Xr— o Xn ] dP >+
Excluons encore, pour simplifier, ’ensemble dénombrable
des valeurs de ¢ pour lesquelles P uoX,=~ uo X,_] > 0;
nous pouvons alors remplacer dans chaque intégrale uo X,
par uo X,_, et chaque couple d’intégrales entre crochets { )
prend la forme suivante: H est un temps d’arrét accessible
(dans le second crochet, par exemple, H = inf (¢, T,)) (),
R un temps d’arrét partout < H (T, dans le second crochet),
U un événement antérieur & R(§T, <t} dans le second crochet).
Nous avons a évaluer:

S Two Xa — uo Xy ] dP

() C’est un temps d’arrét accessible, d’aprés le lemme 2.1.
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il est immédiat d’aprés la définition de I’accessibilité qu’une
telle intégrale est positive. La fonction ¢¢ est donc excessive.

Faisons tendre maintenant e vers 0: les fonctionnelles A®
tendent en croissant vers une fonctionnelle A, qui appartient
a la classe (U) (lemme 1). Soit w le potentiel de A, les w*
tendent vers w en croissant au sens fort. Les fonctions ¢*
tendent en décroissant vers une fonction ¢, qui est excessive,
car elle est surmédiane et continue a droite sur les trajectoires.

Il reste & démontrer que ¢ est réguliére. Pour cela, il faut et
il suffit, comme ¢ appartient a la classe (D), que pour toute
suite de temps d’arrét R, qui tend en croissant vers un temps
d’arrét R, on ait lim (Pp¢—Pgre) =0 (th. 2. 5). Cette diffé-

n

rence est égale, si U désigne I'ensemble des w tels que
R,(») < R(w) pour tout n, a /;J[voXB_—VoXR] dP?. Or, en

vertu du théoréme de Blumenthal, une trajectoire qui appar-
tient 4 U est p.s. continue a I'instant R: il suffit alovs de
remarquer que

S [woXa. —uoXa] dP== [ [we Xn_—wo Xa] dP%,

par la construction méme de la fonction w, et le théoréme 3. 1,

pour obtenir la relation f [voXp_ — 9voXg]dP* =0, et la
régularité de o. v

4. Du théoréme d’existence 3. 4, et du lemme 1, on déduit le :

TatoriME 3. b. — Soit u une fonction excessive finie : s’il
existe une suite u, fortement croissante de fonctions excessives
de la classe (D) qui converge vers u, u appartient d la classe (D).

Démonstration. — Chaque u,.; — u, est un potentiel de
fonctionnelle additive, il en est donc de méme de leur somme
(lemme 1).

En particulier, la limite d’une suite fortement croissante
de potentiels bornés appartient a la classe (D). Inversement:

TatoriMe 3. 6. — Soit f un potentiel de la classe (D); il
existe une suite fortement croissante de potentiels bornés qui
converge vers f.
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Démonstration. — La famille des potentiels bornés < f
est filtrante croissante pour l'ordre fort, car la borne supé-
rieure forte de deux fonctions excessives bornées u, ¢, est
majorée par u - ¢, et donc bornée. Pour montrer que I’en-
veloppe supérieure de cette famille est f — ce qui, d’apres le
théoréeme 1. 1, entrainera le résultat que nous cherchons —
il nous suffit évidemment de démontrer la propriété suivante :
pour tout potentiel de la classe (D), u, on peut trouver un
potentiel borné h < u différent de 0. Reprenons alors les
notations du lemme 3; il nous suffit de prouver ce résultat
séparément pour la fonction réguliére ¢, et pour chaque w*. La
fonction ¢ est limite d’une suite fortement croissante de fonc-
tions uniformément excessives, donc bornées (théoréme 2. 6).
Soit d’autre part k= inf (u, n), o0 n est un entier, et

h(z) = X Eoko Xy, — ko Xy,]; d’aprés le lemme 3, on a h <k,

et h est évidemment bornée; s1 n est assez grand, h est =~ 0;
enfin, on voit sur cette expression que h est le potentiel d’une
fonctionnelle additive plus petite que A%, et par conséquent
h < wt. Le théoréme est démontré.

La démonstration du lemme 3 fournit encore un résultat
intéressant : supposons que u n’appartienne pas a la classe (D).
Cela n’empéche pas de construire les fonctions wf ¢f
et de montrer qu’elles sont excessives. D’autre part, Pru est
excessive — par exemple, parce que T, (o) <t -+ T,(0w).
Il en résulte que w* < u. Soit alors f une fonction excessive
finie quelconque : on peut la décomposer en une partie harmo-
nique (qui appartient & la classe (D)) et un potentiel 4; I’en-
veloppe supérieure des potentiels de la classe (D) qui sont
majorés fortement par h est un potentiel de la classe (D), que
nous noterons ¢. Soit enfin u = h — ¢: 1l n’existe aucune
fonction de la classe (D) qui soit fortement majorée par u,
nous dirons donc que u est étrangeére a la classe (D). En parti-
culier, la fonction &* construite a partir de u, qui est un poten-
tiel de fonctionnelle additive, doit étre nulle pour tout ¢ —
cela signifie que u est réguliére. On a donc le:

TutoriEME 3. 7. — Toute fonction excessive finie peut étre
décomposée de maniére unique, en la somme : d’une fonction
harmonique de la classe (D); d’'un potentiel régulier de la classe
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(D); d’un potentiel de la classe (D), purement irrégulier (c’est-
d-dire qui ne majore au sens fort aucune fonction réguliére);
d’un potentiel étranger a la classe (D), qui est régulier.

On peut déduire enfin du théoréme 3. 4 quelques cas inté-
ressants dans lesquels une importante conjecture de Doob
(cf. Doob, [I], p. 363) se trouve étre vraie.

TutoriMeE 3. 8. — Soit f un potentiel de la classe (D); la
supermartingale {foX,} est la somme: d’une martingale par
rapport aux tribus F,, d’un processus dont presque toutes les
trajectoires sont décroissantes.

Démonstration. — Soit § A} une fonctionnelle additive dont le
potentiel est f. Il suffit d’écrire que foX,=[foX,+ A]—A,
et de vérifier que le processus {foX,+ A, est une martin-
gale, ce qui est tres facile.

4. — Le théoréme d’unicité.

1. Dérinttion 4. 1. — Nous désignerons dans la suite par
la notation 36 Uespace des fonctions de la forme u, — u,, ou
u, et u, sont des fonctions uniformément A-excessives pour une
valeur au moins de A. L’espace 76 sera I'adhérence en norme de 3.

L’intérét de 'espace #6 provient de ce que ses fonctions sont
presque boréliennes, se comportent trés bien sur les trajectoires
du processus (théorémes 2. 4 et 2. 5); de ce qu’il est invariant
dans §' par les opérateurs P,; enfin, de ce que deux mesures
bornées pour lesquelles les fonctions de 3 ont mémes inté-

grales sont égales (si feCy(X), f=lim AU, et AU e %).
L>o

TatortmE 4. 1. — Soit A = {A,! une fonctionnelle addi-
tive possédant un potentiel fini, et f une fonction de G. On a la
relation :

(6.10.0) EdfeX. A =B [“PyX, f)dA,]

Démonstration. — Il suffit de démontrer cette identité lorsque
f € Co(X), ou lorsque f e #. On aurait d’ailleurs évidemment pt
énoncer le théoréme pour des fonctions presque boréliennes (),

(*) I1 est d'ailleurs vrai pour les fonctions universellement mesurables.
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plutdt que boréliennes. Supposons, d’autre part, que la for-
mule soit prouvée pour des fonctionnelles A,, et que la série
A, converge vers une fonctionnelle A dont le potentiel est fini;
il est trés facile de voir que la relation est vérifiée par la fonc-
tionnelle A. Soient alors A une fonctionnelle dont le potentiel
est fini, et B, ,(») la somme des sauts de la fonction s — A (),
qui ont lieu sur l'intervalle [0, t], et dont P'amplitude est
comprise entre 1/(n — 1) (exclu) et 1/n (inclus); {B, }
est une fonctionnelle additive, et la différence entre A et la
somme de la série des B, est une fonctionnelle continue.
D’aprés les remarques qui précédent, nous pouvons donc nous
borner a raisonner dans les cas 1) et 2) ci-dessous:

1) La fonctionnelle A = {A,} est purement discontinue, ses
sauts sont bornés inférieurement par un nombre positif e.

L’ensemble de ces sauts est alors nécessairement discret.
Soient Ty =0, T,, ..., T, ... ces sauts dans ’ordre ou on les
rencontre. La premiére intégrale de (4. 1. 1) est égale a:

B[S fe XAn—An )| ob  H=inf(T, o).

Remplagons le i-éme terme par son espérance mathématique
conditionnelle par rapport & Fy, il vient:

| B[ 3 Pen(Xa, £) (An,—An)|

qui est évidemment égale a la seconde intégrale de (4. 1. 1).

2) La fonctionnelle A est continue, la fonction f appartient
a %,.

Nous supposerons f comprise entre 0 et 1. Soit ¢ un nombre
positif; il est possible de trouver un nombre ¢ > 0 tel que les
relations: 0 s <<t, 0 << ¢" ¢, |s—§'| <c¢, entrainent
I'inégalité ||P,f — P,f|| << ¢/8. Choisissons maintenant une
subdivision de Plintervalle [0, ¢{] en intervalles (s;, s;4,) de
longueur plus petite que c¢; comme les fonctions P,f appar-
tiennent a4 #6, ces fonctions ne présentent p.s. pas de discon-
tinuité de seconde espéce sur les trajectoires du processus;
soient alors n un entier, B, ’ensemble des trajectoires w telles
que l'une des fonctions r — P (X, (w), f) présente plus
de n sauts dont 'amplitude dépasse ¢/4, sur I'intervalle [0, ¢],
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il est clair que | IB,, est un ensemble de mesure nulle. Comme

E“[A;] < E*[A,.] < «, nous pouvons choisir n de telle
sorte, que /1; A, dP? < e. De plus, soit un s < ¢ quelconque,

et w ¢ B,; comme il existe un s; tel que ||P,f — P.f]| < ¢/4,
la fonction r — P(X,(w), f) ne peut présenter sur I'intervalle
[0, ] plus de n sauts dont 'amplitude dépasse /2.

Appelons I; (resp. I,) I'intégrale qui figure au premier
(resp. au second) membre de (4. 1. 1). Construisons par récur-
rence des temps d’arrét T; de la maniére suivante: 1) Ty = 0;
2) Tpia(w) = Ty(w) si Ty(w) = t, sinon T,i,(w) est 'inf. de ¢,
de T,(®w) + ¢, de ’ensemble des r tels que 'une des inégalités
suivantes ait lieu:

Aw) — Ar(0) > ¢fn, [Py(X(0), f) — P(Xe0), f)]> ¢f8.

Toutes les fonctions P,f étant dépourvues de discontinuités
de seconde espéce sur les trajectoires, et la fonctionnelle
continue et croissante, les temps d’arrét T; ne peuvent
s’accumuler sur l'intervalle [0, t]; il existe donc pour chaque
trajectoire ® un ¢ tel que T,(w) = ¢t. D’autre part, 'oscilla-
tion d’une fonction r — P (X, (»), f) quelconque sur P'inter-
valle [Ti(w), Ti;1(w)[ ne peut dépasser ¢/2. L’intégrale I,
qui est égale a:

E[z Stz P Xo N A

est tres voisine de la somme :

S, = E”‘[Z Pr Xz, f)- (A'r,.,,,—A'ri)]; en effet, dans l'inté-
grale I, comme s — Ty(w) < ¢, Py(X((w), f) et P_g(X,(w), f)
difféerent de moins de ¢/8, et l'oscillation de cette derniére
fonction de s sur Pintervalle [T;(®), T, (w)[ ne dépasse pas
e/2; enfin la fonctionnelle est continue, ce qui permet d’écrire
Ay, au lieu de A, ). Il résulte de tout cela que la diffé-
rence entre I, et S, est plus petite que eXE Ay, ,—Ar ] <eUa(z).
Passons a l'intégrale I,: elle s’écrit aussi

E7[feX.. 3 (Ax,., — Ax)]-
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Prenons des espérances mathématiques conditionnelles par
rapport & Fr,, dans le i-éme terme, I, s’écrit

Ez[; Pl—Ti+4(XTi+n f) (ATm - AT:)]

Comme T, ; — T, <<e¢, cette somme difféere de moins de
eUa(z) de:

$1= E*[ S Pon (X, )(Ar — An)]-

Evaluons la différence entre S; et S,:
— Contribution des @ de B, : dans chacune des deux sommes,

comme 0 < f << 1, elle est inférieure a f A dP? e

— Contribution des w ¢ B, : comme Toscillation de la fonc-
tion r — P,_¢(X,(w), f) sur l'intervalle [T;,, Ti;] est plus
petite que ¢/2, loscillation de cette fonction sur l'intervalle
fermé [T, T.,] ne peut dépasser ¢ que si la différence
|Pi—rfo Xr,,, — PirfoXx,,.| dépasse ¢/2: ceci ne peut se
produire que n fois au plus, et sur les intervalles pour
lesquels cela se produit, Ay, ,— Ar,<<¢/n. Il en résulte alors
que la contribution de ces w est, elle aussi, trés petite. I; et
I; sont donc égales.

TaEOREME 4. 2. — Soit un A > 0, f une fonction positive, A
une fonctionnelle dont le potentwl est fini; on a la relation :

U = B ["epe X,.A,.dt].

Démonstration. — 11 suffit de raisonner dans le cas ou
A > 0, et ou f est bornée et borélienne. Multiplions par e
les deux membres de (4. 1. 1), et intégrons de 0 & o ; le premier

membre donne E”‘[‘/:e‘“fo X,.A,dt]; le second,

E“[ [eva [ “P(X,, f). dAs]
— E[ [Tean, [Terp (X, ) dt] — UAUM=.

LemuE 4. 3. — Soient {A,} et {B,} deux fonctionnelles dont
le potentiel est fini; st Uon a, pour toute fonction a e Co(X), tout
t et tout z, la relation E%[acX,.A|] = E*[acX,.B], les fonctwn-
nelles {A,} et {B,} sont identiques (& une équivalence prés, c'est-
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da-dire, rappelons-le, que U'on a pour tout t et toute mesure ini-

tiale v, P'[A(w) 5= B,(w)] = 0).

Démonstration. — Les fonctionnelles {A,} et {B,} étant
normalisées, i1l nous suffit de montrer qu’elles sont égales
jusqu'au temps S. Posons Ai= Ayucs;, Bi=Byuc<s;
ce sont des variables aléatoires F,-mesurables, et, en tant
que fonctions de ¢, elles sont continues & droite. Il nous suffit
donc de vérifier que 'on a, pour tout systéme de nombres
th <ty...t, <t et de fonctions a,, ..., a,, a de §’, I'égalité:

Vz Ez[alo X" eee Ap 0 X‘n.ao X;.At] = Em[alo Xt‘ oo aOXt.B‘].

Par hypothése, cette relation a lieu lorsque a, ... a, sont
égales a 1. Il nous suffit donc de démontrer qu’une telle espé-
rance mathématique peut se calculer en fonction d’intégrales

de la forme E*[ac X,.A,].

Posons, pour la simplicité de I’écriture: ¢, = s, et
b(w) = a0 X (w) ... a,0 X, (w).
Nous avons:
E?[b(w).a0 X(»).Afw)] = E[b(0).ac X (»). (A{0) + Ar(dm))]
qui est la somme de deux termes, dont le premier,
E?[b.A.a°X)]

est égal 4 E7[b(w).A (w).P,_ (X (»), a)] — comme on le voit
en prenant une espérance mathématique conditionnelle par
rapport 4 F, — expression qui est du méme type que celle dont
on est parti, mais avec un nombre de facteurs inférieur d’une
unité. Le second terme est égal a

E?[b(w).a0 X, (0,0).Ai_y(0,0)] = E?[b(w). EX9[ae X, ,.A,_]],
qui est une fonction bien déterminée de I'intégrale a un seul
terme y — E’[ac X, ;.A,;]. Comme I'égalité

E?acX,.A] = E*[a- X,.B/],

si elle a lieu pour a € Cy(X), a lieu pour tout a € §’, le lemme
est démontré.

2. TutoriME 4. 4. — Si deux fonctionnelles A et B sont
telles, que pour toute fonction a e Cy(X) les potentiels Upa et
Uga soient partout fints et égaux, elles sont identiques (4 une
équivalence prés).
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Démonstration. — Remarquons d’abord que si b(z) est une
fonction de G telle que I'on ait Upb = Ugb, on a aussi
U)b = Ujb pour tout A; adjoignons en effet & I'espace Q*
une variable aléatoire S;, indépendante des processus, dont
la répartition est exponentielle de parameétre A: S, est un
temps d’arrét, qui ne coincide presque siirement pas avec
une discontinuité des fonctionnelles A ou B. Alors: |

Urb® = Ez[fs‘box,dA,] = Unb® — Ez[fsz’box,dA,]
' = U,b* — P U, b

d’aprés le théoréme 3. 1. Il en résulte que, sous les hypothéses
de Pénoncé, on a la relation U}U*a = UjU*a pour toute
fonction a de Co(X); or, d’aprés le théoréme 4. 2, les deux
membres sont les transformées de Laplace des fonctions
continues a droite EfacX;.A;] et EfacX,.B,] resp.; ces
fonctions sont donc identiques, et I'on peut appliquer le
lemme 4. 3. '

TutorEME 4. b. — Soient A et B deux fonctionnelles addi-
tives de la classe (U); st leurs potentiels U, et Uy sont partout
finis et égaux, elles sont identiques (& une équivalence prés)..

Démonstration. — 11 nous suffit, d’aprés le théoréme précé-
dent, de montrer que la connaissance de U, entraine, si A
appartient a la classe d’unicité (U), celle de tout potentiel
Uaa, ot aeCy(X), 0 < a < 1. Posons f= U,, et reprenons
la démonstration du théoréme 2. 6: soit C la chaine de temps
d’arrét T, construite par récurrence, au moyen des relations
To =0, T.11(0) =inf {t: |ae X(0) — ao Xy ()] > e}; C est
une (a, ¢)-chaine, et la somme W?%(C, a) différe donc de W*(a)
de moins de ¢f(x). Le terme E*[ac Xr,(fo Xy, — fo Xy, ,)] de

la somme W?%(C, a), d’autre part, est égal a

Ew[ao XTn(ATn-ﬂ - ATn)]’
d’aprés le théoreme 3. 1. Comparons alors cette somme &
Pintégrale Upa® = gE“’ [ /J TmTM]aoX,, dAs]; de deux choses

Pune: ou bien loscillation de la fonction s — ao X (w) sur
I'intervalle fermé [T,(w), T, ,(®)] est inférieure ou égale & 2¢, on
peut alors remplacer la n-iéme intégrale par ao Xr,(Ar, ,—Ar,)

nR+4

n+d

13
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a 2¢(Ar,,,—Ar,) prés; ou bien cette oscillation dépasse 2e:
comme elle est < 2¢ sur lintervalle [T,w), T, (w)[, il doit
y avoir une discontinuité de la trajectoire au point T, ,(w), et
la fonctionnelle est, par conséquent, continue en ce point.
On peut alors remplacer l'intégrale f a°X, dA, par

R “n+d.

aeXr (Ae,.)——Ar,) 4 2¢(Ar,,,— Ar,) prés, et comme il n’y
a pas de masse au point T, ,(»), on peut remplacer I'inter-
valle ], [ par ], ] et Ax, - par Ar,,, sans rien changer. En
définitive, W%a) et U,a® ne different donc que de 2¢f(z) au
plus, et sont donc égaux; comme W%(a) ne dépend que de f, le
théoréme 4. 5 est démontré.

Une conséquence intéressante de ce théoréme, que nous
aurons a utiliser par la suite, est la suivante: W?a) et U,a®
sont des mesures en a, et sont donc égales pour toute fonction a.
Si a e 7, le calcul que nous venons de faire est encore légitime,
et il montre alors que 'on peut évaluer W%(a) au moyen de
(a, €)-chaines, comme dans le cas ol a est continue.

Nous sommes en mesure maintenant de compléter de
maniére satisfaisante le théoréme 3. 3:

TutorikME 4. 6. — Soit A une fonctionnelle dont le potentiel
est fini; supposons que pout tout compact E on ait Uégalité
PrUa(yx) = Ua(yr) (ot Py est une abréviation pour Pr,,
Popérateur associé au temps d’entrée dans E). La fonctionnelle A
est alors continue.

Démonstration. — Si G est un voisinage de E, on a
PeUa(tr) = Ua(yr);

et par conséquent A appartient a la classe (U) (théoréme 3. 3).
D’autre part, comme U,{yx)* = W*(yx), on voit immédiate-
ment que l'on peut répéter la derniére partie de la démons-
tration du théoréme 2. 6, et en déduire que U, est réguliére.
Comme tout potentiel régulier de la classe (D) est le potentiel
d’une fonctionnelle continue, il résulte du théoréme d’unicité
que A est elle-méme continue.

Nous laisserons aux soins du lecteur de démontrer que les
théorémes 4. 4 et 4. 5 restent vrais lorsqu’on remplace les
potentiels par les A-potentiels, A > 0.
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3. Si les trajectoires du processus sont continues, toutes les
fonctionnelles appartiennent a la classe (U); 1l résulte alors
du théoréme d’unicité que deux fonctionnelles sont les poten-
tiels (ou les A-potentiels) sont partout finis et égaux sont
égales. Si la théorie du potentiel est « réguliére » — c’est-
a-dire, si toute fonction excessive est réguliére — toute fonc-
tionnelle de la classe (U) dont le potentiel (ou le A-potentiel)
est partout fini est continue. Ces deux conditions sont réa-
lisées simultanément dans le cas du mouvement brownien.
On a donc le résultat suivant:

TutorEME 4. 7. — Pour le processus du mouyvement brownien
sur un espace de Green (1), toute fonctionnelle additive dont le
potentiel (ou un A-potentiel) est fini est continue (2).

5. — Théorémes de compacité.

. 4. On sait combien les propriétés de compacité vague des
ensembles bornés de mesures de Radon ont d’importance en
théorie classique du potentiel. Nous démontrons dans ce
paragraphe des théorémes de compacité qui peuvent, lorsque
le noyau de la théorie du potentiel n’est pas un noyau- fonctlon,
se substituer aux théorémes classiques. L’analogie n’est
cependant pas compléte, car les fonctionnelles additives de
Markov ne peuvent servir & représenter que des fonctions
excessives de la classe (D), et les étres que ’on pourrait songer
a construire, en prenant des limites de fonctionnelles addi-
tives pour des topologies suffisamment faibles sur (2, semblent
peu maniables. Aussi devrons-nous, dans la plupart des cas,
nous borner 4 des ensembles de potentiels de la classe (D)
majorés par un potentiel fixe de la classe (D), ou par une
constante.

DeriniTioN 5. 1. — Sout . une mesure positive sur X. Nous
désignerons par ot (¢° st | est la masse unité au point z) la
topologie faible o[11(Q, F, P¥), L*(Q, F, P¥)].

En particulier, une suite de variables aléatoires f,(»),
F-mesurables, intégrables pour la mesure P*, converge dans

() Voir Doob [IV].

() Ce théoréme a été trouvé avant nous par Volkonski [II].
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la topologie ot s’il existe une variable aléatoire f, F-mesurable
et Pt-intégrable, telle que pour toute fonction u de L=(Q, F) —
c’est-a-dire F-mesurable et bornée — Dintégrale E¥{f,.u)
converge vers EX(f.u).

Rappelons un théoréme classique d’analyse fonctionnelle
(voir par exemple Dunford et Schwartz, [I], IV, 8) : Pour qu’un
ensemble de variables aléatoires {u;} intégrables pour la
mesure P" soit relativement compact pour la topologie o¥,
il faut et il suffit que les u; soient P*-uniformément inté-
grables. De toute suite u; on peut alors extraire une suite
qui converge pour la topologie . Pour qu’une suite converge
dans cette topologie, il faut et il suffit qu’elle soit uniformé-
ment intégrable, et admettre un seul point adhérent.

Nous aurons aussi besoin du lemme suivant:

Lemme 5. 1. — Soit Q un espace munt d’une tribu F, et de
deux mesures p et q, positives, bornées, telles que g soit absolument
continue par rapport d p. Sotent f, des fonctions F-mesurables,
uniformément intégrables pour les deux mesures p et q. Si les f,
convergent vers une fonction f de F dans la topologie o?, elles
convergent ausst vers [ dans la topologie a9.

Démonstration. — 11 nous suffit de prouver que, quelle que
soit la suite extraite de la suite f, qui converge vers une
fonction g, F-mesurable, pour la topologie % on a g=f
g-presque partout; pour simplifier les notations, nous suppo-
serons que toute la suite f, converge vers f dans la topologie a?,
vers g dans la topologie ¢%. Posons p + ¢ = r; la suite f, est
une suite de Cauchy pour la topologie ¢", et converge donc
(Voir Dunford et Schwartz, [I], p. 290) vers une fonction h
dans cette topologie. Soit k(w) la densité (1) de p par

rapport a r; si ueL*(F), fu.f,,dr»fu.hdr; remplacons u
par u.k, puis k.dr par dp: il apparait que f,—h dans la
topologie o”, et par conséquent h=f p-presque partout. De

méme, h = g g¢-presque partout. Il en résulte bien que f=g
g-presque partout.

Lemme 5. 2. — Soient g un potentiel de la classe (D), et h,
des fonctions positives dont les potentiels Uh, sont majorés par

g; sout A’;:(w)=d/; h,o X (w)dt. Soit p une mesure positive
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telle que g soit p-intégrable; les variables aléatoires A" sont
uniformément intégrables pour la mesure P*. La méme propriété
a lieu st g est une constante.

Démonstration. — Soient G, I'ensemble {z: g(z) <p},
sa fonction caractéristique, T, le temps d’entrée dans le comple-
mentaire de G,; im T, = S Pt-presque srement, et il en
p

résulte, comme g appartient a la classe (D) et est w-intégrable,
que E¥[goXy]—0 lorsque p — oo (théoréme 2. 2, 2). Soit
alors h une fonction positive presque borélienne dont le poten-
tiel est majoré par g. On a:

EfAL — AR < B [T e X, dt
[ A< B [ hoXodi]
= [ Pr,(z, Uh)du(z) < E#[geXx,];

de sorte que la norme || ||; de la différence au premier membre
tend vers 0 lorsque p — oo, d’une maniére indépendante de
la fonction A. Il nous suffit donc de montrer que les variables
aléatoires AMr sont uniformément intégrables — mais

E”[f (hI,) o X, dt] p partout : on est donc ramené au méme

probleme, g étant remplacé par la constante p.
Raisonnons alors comme Volkonski ([II]). Soit k une
fonction dont le potentiel est majoré par p. Nous avons:

Eu[(A;)z]zzEu[fo”«hox f ho X, (w dv)du]
=2fo du.EP[koXuju hoXudv];

remplagons le terme intérieur au crochet par son espérance
mathématique conditionnelle par rapport a F,, qui est égale
a (AUh)e X,(w), on voit que le premier membre est égal a

2 [ U(h.Uk)*dp(z) <2p [ Uhdp.<2p*. Le théoréme sen

déduit immédiatement.

TatoriME 5. 3. — Soient g un potentiel de la classe (D) et
§A"! une suite de fonctionnelles additives de Markoy satis-
faisant aux conditions suivantes:

1) Pour toute mesure v telle que /; g(z) dn(z) < o0, les
variables aléatoires A", sont P'-uniformément intégrables.
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2) Les potentiels u, des A" sont majorés par g.

On peut alors trouver une suite n, tels que:

1) La suite u,, converge presque partout vers un potentiel
u de la classe (D).

2) Il existe une fonctionnelle A dont le potentiel est u, telle
que les aléatoires A convergent vers A_, pour presque tout z,
dans la topologie o*.

Démonstration. — Nous utiliserons comme espace de base
Iespace Q = Q* X R, muni des tribus F, = F} X $#(R,),
et des mesures produits des mesures P¥ sur Q*, par une mesure
fixe sur Ry, dont la densité est exponentielle de paramétre 1;
de sorte que si Z désigne la seconde coordonnée, PY[Z > {] = ¢~
Soit p la premiére projection, et soit T un temps d’arrét sur Q
par rapport aux nouvelles tribus F,; si ¢ est une variable
aléatoire sur Q*, nous noterons encore ¢ la variable aléatoire
o — ¢(p(w)) sur O et ¢(0r) la variable aléatoire » — ¢(0ryyp(w))
La variable aleat01re ¢(0r) est mesurable sur la tribu engendrée
par les variables aléatoires Xri,, s > 0. Nous désignerons
par S)(A > 0) la variable aléatoire Z/A; c’est un temps d’arrét,
sa répartition est exponentielle de paramétre A, et Sy — 0
lorsque A — co.

Soit £ une mesure bornée, telle que g soit &-intégrable, et
que la classe des ensembles &-négligeables soit identique a
celle des ensembles de potentiel nul. D’aprés 'hypotheése 1),
on peut trouver une suite n, d’entiers, telle que les A" con-
vergent vers une variable aléatoire N_ dans la topologie of.
Pour alléger les notations, nous supposerons que toute la
suite A" converge ainsi. N_ n’est définie qu'a une équivalence
prés, il nous sera commode de la supposer finie et positive,
ce qui est évidemment possible.

Soit T un temps d’arrét par rapport aux F, et v une
mesure initiale telle que (v, g) < . Comme Prg<g,
on a (WPr, g) < o, et les A% sont uniformément inté-
grables par rapport a la mesure P®®?; supposons que les A",
convergent vers une variable aléatoire ¢ dans la topologie &
associée a cette mesure: les A" (0r) convergent alors vers
¢(0r) dans la topologie ¢'. On a en effet & vérifier que
EV[A% (01).f(w)] converge vers E'[¢(0r).f(w)], pour toute fonc-
tion f(w), F-mesurable et bornée; il suffit alors, comme A% (0r)
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et ¢(0r) sont mesurables sur la tribu engendrée par les Xy,
s >0, de remplacer f par son espérance mathématique
conditionnelle par rapport a cette tribu, qui est de la forme
f'(01), et d’appliquer la propriété forte de Markov.

Prenons en particulier v = ¢,, T = S;; la mesure vPr n’est
alors autre que la mesure AU*(z, dy); elle est donc absolument
continue par rapport a &, et il enrésulte que les A", convergent
vers N, pour la mesure P’ (lemme 5. 1) : les A% (0s,) conver-
gent donc vers N_(0s,) pour la mesure P®. Nous allons en
tirer quelques conséquences :

Soit tout d’abord ¢(y) la fonction positive, G'-mesurable,
y — E?[N,]; d’aprés ce qui vient d’étre démontré, E°[A" (0s,)]
tend pour tout z vers E*[N_(0s,)]. Or le premier membre vaut
Alry,, le second AU*. Comme chaque u,, donc aussi chaque
AUy, est excessive, AU*v est surmédiane, en tant que limite
de surmédianes, finement continue en tant que A-potentiel, donc
excessive. D’autre part, le premier membre est pour chaque u,
une fonction croissante de A; il en est donc de méme du second,
et il existe donc une fonction excessive u telle que lim AU*o = u.

il
Prenons maintenant comme mesure initiale &; %U" est abso-
lument continue par rapport a &, et le méme raisonnement que
ci-dessus montre que les A% (0s,) tendent vers N_(0s,) dans la
topologie of; comme A" (0s) << A%, on a Pi-ps., la méme
relation pour N_, et on I'a par conséquent P*p.s., pour
presque tout z. Donnons désormais & A des valeurs entiéres :
pour chaque A, on a presque partout I'inégalité AU <.
En passant a la limite, on obtient I'inégalité u < v presque

partout; soit un g > 0, comme lim AU = u, on a

A>®

lim pUFAUY = pUty,

A>e

or on déduit de l’équation résolvante que cette limite est
wUto: il en résulte que u = ¢ presque partout.

Faisons toujours tendre A vers oo par valeurs entiéres.
Pour chaque z, on a P* — p.s., si A<<A’; N_(0s,) << No(0s,);
soit B, la fonction égale & la limite des N_(0s,) 14 ou elle existe,
4 0 si elle n’existe pas. Montrons que B, = N_ P{ — p.s. —
ce qui nous permettra dans la suite de remplacer N, par B_;
il suffit pour cela, comme B, < N, P¢ — p.s., de vérifier que
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3 — FR¢ . 3 X r— .
Ef[B.] = Ef[N,], ou encore que )lgg f; AUr dE /; v dE;

cela résulte immédiatement du théoréme de Lebesgue, de
ce que u est excessive et égale & ¢ presque partout.

Soit maintenant f(w) une fonction F-mesurable, positive,
et bornée. Posons ¢, )(z) = E°[f(w).A% (0sw)], et

() = E7[f(w). A% (0)];
lorsque n — oo, E*[f.A"(0s,)] tend vers E[f.N,(0s,)]. Soit
un z tel que N, = B_P* — p.s.:
E*[f.N.] = lim E*[f. N, (0s)] = lim lim E*[f. A" (0s,)]
A A n

mais les ¢, sont majorés par les ¢,; donc:
E*[f.N,] < lim inf ¢,(®) presque partout.

Appliquons alors le lemme de Fatou:
| Yimiinf ,(«) dE () < liminf [ ¢, () d («);

mais fcp,,(x) dt (z) = Ef[f.A%] — E{f.N_]. Il en résulte que
P’on a, pour chaque f, pour presque tout z, la relation:
E*[f.N,] = lim ¢,(2).

Prenons d’abord f = 1; nous voyons que les u, tendent presque
partout vers u.

Utilisons d’autre part le théoréme 7 et le lemme 8, p. 292,
de Dunford et Schwartz [I]: choisissons une infinité dénom-
brable d’ensembles qui engendrent la tribu F* (aux complétions
par rapport aux différentes mesures pres). Soient f, leurs
fonctions caractéristiques: pour chaque p,

Eofp. AL ] = Efp. N, ]

presque partout. Comme les A" sont P®-uniformément inté-
grables pour tout z, cela entraine que les A" convergent vers
N, dans presque toute topologie o°.

Le théoréme sera démontré si nous prouvons qu’il existe
une fonctionnelle additive A telle que A, = N_ Ptp.s. C’est
un probléme de régularisation de N,, que nous n’avons
malheureusement su traiter qu’en utilisant les théorémes sur
les résolvantes des semi-groupes subordonnés. Dans cette
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partie du raisonnement, nous supposerons que les variables
aléatoires exponentielles S;, au lieu d’étre construites a I'aide
d’une méme variable auxiliaire Z, sont toutes indépendantes
entre elles, et indépendantes des processus.

Nous aurons besoin maintenant des remarques suivantes :
soit F° (Cf. § 1, premiére partie) la tribu engendrée par les
coordonnées sur (* (sans complétion par rapport & quelque
mesure que ce soit); comme N_ n’est définie qu’a une P%-équi-
valence prés, nous pourrons la supposer F°-mesurable (et
toujours finie, positive). La famille des fonctions g¢(w*),
F-mesurables, telles que I'application (¢, w*) = ¢(0w*) soit
mesurable par rapport a ’ensemble des deux variables (¢, »*)
est évidemment un espace vectoriel, stable pour les passages
a la limite croissants et décroissants; 1l contient aussi les
fonctions de la forme hyeX, ... h,oX,, ot hy ... h, sont
des fonctions continues sur X, ¢; ... ¢, des Instants en nombre
fini: i1l contient donc toutes les variables aléatoires F°-mesu-
rables.

Remarquons alors que, si A(t, »*) est une fonction mesu-
rable de (¢, »*), et T une variable aléatoire finie, positive,
indépendante des processus, dont la répartition est une
mesure ¥ sur Ry, on a la relation, valable pour toute mesure
initiale v:

BT, o] = B[ ["he o) dy (9]

comme le montre un raisonnement semblable a celui qu
vient d’étre fait.

Posons alors : Ng,(w) = N, (w) — N_(fs,)
Ms,(w) = exp [— Ns,(w)]
et, de méme, N, = N, — N_(0,), M, = exp [— N,J. Il résulte
de la remarque précédente que I'on a, pour toute fonction
fde G:
EFMs,(0).f o Xsy(0)] = B[ [ M(0).f» X ()= dt]

D’aprés ce que nous avons vu précédemment, Ns, est la limite,
au sens de la topologie Pt des A%, — A" (05) = As,. Il en
résulte qu’il existe une variable aléatoire H,, comprise entre 0
et 1, Fs-mesurable, telle que P{N; == H]=0. Si nous
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posons K, = exp [— H,], I'ensemble des = tels que Ms, ne
soit pas P* — p.s. égal 4 K est de potentiel nul.

Soit, pour fe§’, AVNz, f) = E*[Ms,.fo Xs,] (ou plutét,
rappelons-le, avec des notations plus détaillées,

E*[Ms,@)(pw).f o Xs,(pw)],

ou p est la projection sur (*). Soit aussi S;. une variable aléatoire
exponentielle de paramétre @, indépendante de S, et des
processus (i peut &tre égal a A). Evaluons I'intégrale :

E*[Ms, 55 f o Xoy 451

D’une part, d’aprés les remarques faites plus haut, la variable
aléatoire S; -+ Sy étant indépendante des processus, et ayant
une répartition dont la densité par rapport a la mesure de
Lebesgue dt sur R, est égale a m _‘li 3 Ae™™M 3 i - e~ H,
cette intégrale est égale a ;7{'—)\ [VMz, f) — V¥z, f)]. D’autre

part, elle est égale a E*[Mg,.Msy(0s,).f° Xs,4+5.] (c’est une
conséquence immédiate, et purement formelle, de la définition
Ng, 48, = N, — N_(0s,+s;). Choisissons un z tel que

M, = K, P*—ps,

prenons des espérances mathématiques conditionnelles par
rapport & Fs, nous voyons que l'intégrale est égale aussi a
AVy(z, p.V¥f) : autrement dit, les V* vérifient I’équation résol-
vante presque partout : VA, on a pour presque tout z, pour tout
fe§ et tout & > 0 la relation

Vg, f) — V¥(x, f) = — (A — ) VX, V¥f).

On verrait trés facilement aussi que, si z est un point tel que
P[Ms, = K;] = 0, on a pour toute fonction fe@, les iné-
galités 0 < VNz, f) < UM, ).

Soit f une fonction positive, posons (U* — VA)f = h; le
lecteur vérifiera aisément que la fonction h est presque partout
positive, et que pour chaque w > 0 on a p.p. wUMth < k.
Il en résulte que I’on a partout, si v > 0, VUMY UMth L vUMh,
et cela entraine que la fonction u — wUMPh est partout crois-
sante; elle admet donc une limite lorsque @ — oo, limite
qui est presque partout inférieure ou égale & h. Autrement
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dit, lim pU*VAf = W>f existe partout, et majore presque
> 00

partout V2f. Il est alors trés facile de voir que les W* sont des
opérateurs positifs, ainsi que les U — WX qu’ils vérifient
I'équation résolvante, que lim AWM =1 (cette propriété

>0

ayant lieu lorsque A ne prend aue des valeurs entiéres). () Il en
résulte alors (premiére partie, théoréme 5. 1) que les W* sont
les résolvantes d’un semi-groupe subordonné, pour lequel
tous les points de 'espace sont permanents. Ce semi-groupe
est associé a une fonctionnelle multiplicative M; (premiére
partie, théoréme 2. 2) que I'on peut supposer normalisée.
Désignons par {Q,} le semi-groupe subordonné ainsi construit,
et par R, les opérateurs définis par la relation

Rz, f)= E°[foX,.M]:

les R, induisent un semi-groupe sur L!(E), dont la résolvante
est } VA}, qui est continu & droite en norme sur C,. Il en est
de méme des Q,, et sur I'espace L!(%) les opérateurs induits
par les V* et les W* sont identiques. Il résulte alors de I'uni-
cité de la transformée de Laplace que les R, et les Q, coin-
cident sur L}(§). On en déduit alors que, si a, ... a, sont des

fonctions de Gy, si t; < --- < t,, on a
EE[nloX“ “ee a,,Oth.Mln] = EE[aI" X“ ee. Qpo X‘n'M:n]'

Il en résulte immédiatement que M, = M, Pf-p.s., et done,
que si 'on pose A, = —log M',, les A" tendent vers A, dans
la topologie of, et dans presque toute topologie 2.

LemwMme 5. 4. — Si dans les conditions du théoréme 5. 3, les A,
convergent au sens de la topologie o vers A, elles convergent
vers A dans toute topologie c*, telle que les potentiels u, des A,
convergent au point z vers le potentiel u de A.

Démonstration. — Pour tout z, et toute fonction f(w),
F-mesurable, comprise entre 0 et 1, E*[A" (0s,).f] converge vers
E[A.(0s,).f]. 11 en résulte que E*[A_.f] < liminf E[A" .f].

n
Comme la méme inégalité est vraie si ’on remplace f par 1 — f,
(}) Nous laisserons ce point aux soins du lecteur: il suffit de remarquer que les

W! s’obtiennent en remplagant dans toutes les définitions N, par B, et que
B, — By (05,) = 0. P*— p.s. pour tout z.
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on aura l’égalité E°[A_.f] = lim E*[A" .f] pour tout f, si
elle a lieu pour f = 1. Or elle se réduit dans ce cas a

u(z) = lim u,(z).

LemMmE 5. 5. — Sous les mémes conditions que dans I'énoncé
du lemme précédent, on a pour toute fonction a de # (Cf. défi-
nition 4. 1) la relation

lim Ujan(a)® = Ux(a)”

en tout point z tel que u,(x) tende vers u(zx).

Démonstration. — Nous avons la relation:
E?lacXs, . Ag,] = AU Ukg®

(théoréme 4. 2) et une relation analogue pour les A"; si z
est tel que u,(z) tende vers u(z), les A tendent vers Ag, au
sens de la topologie ¢ d’aprés le lemme précédent. Comme
aoXs, est bornée, il en résulte que:

UX.Ura® — Uy Ula®,

Comme les fonctions de la forme Ua sont denses dans 6 en
norme, et que les normes des mesures Uas(z, dy) sont unifor-
mément bornées, on en déduit que pour toute fonction a

de 36, lim Ujwa® = Ulka® (A >0).

Supposons a comprise entre 0 et 1; cette relation alieu aussi
pour la fonction 1 (qui en général n’appartient pas a 76),
du fait que Ujwl = Usul — Ps,Unal = u, — AUy, (voir la
démonstration de ce point apres le th. 4. 4). Passons alors & la
limite, en faisant tendre A vers 0, il vient:

Uaa® < lim inf Ugn(a)® Ur(1 — a)® < lim inf Upr(1 — a)®

et comme U,1%° = lim U,.1%, le théoréme est démontré. Soit
encore a une fonction de 36; si u est une fonction excessive,
et C= {T,} une (a, ¢) chaine de temps d’arrét (voir le
théoréme 2. 6) nous poserons :

Wz<C" a, u) = ; Ez[ao XTk' (ao XTk — ac XTk-H)-]

-

et nous désignerons par W%(a, u) la limite des W=(C, a, u) pouf
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des chaines de plus en plus fines, lorsque ¢ — 0. Nous avons
alors le lemme suivant, que nous perfectionnerons par la suite.

Lemme 5. 6. — Sotent u, des potentiels de la classe (D),
majorés par un potentiel fixe g de la classe (D), qui convergent
partout vers une fonction excessive u. Pour toute fonction a € 36,
les fonctions W¥(a, u,) tendent vers W#(a, u). La méme propriété
est vraie st a € C,.

Démonstration. — Immédiate; comme les u, sont majorés
par g, qui est un potentiel de la classe (D), il suffit de démontrer
le théoréme analogue pour les W?#(C, a, u,), et méme pour
chaque terme de la somme W*(C, a, u,): c’est alors une appli-
cation du théoréme de Lebesgue. '

2. Nous avons maintenant 4 notre disposition tous les
lemmes nécessaires pour la démonstration des théorémes
importants de ce paragraphe. Le lecteur pourra d’ailleurs
constater qu'on obtient au moyen de ces théorémes une nou-
velle démonstration du théoréme d’existence. (*) Soient d’abord
u un potentiel de la classe (D), h, la fonction n(u — P,,u), et

Al(w) = fothnoX,(w) dt. Le potentiel Uh, tend partout vers u

en croissant (Cf. Hunt, [I], p. 66). D’apres le lemme 5. 2, les
A" sont PY-uniformément intégrables pour toute mesure v

telle que fu(:c) dv(z) < o0} il existe done, d’aprés le théoréme

5. 3, une fonctionnelle additive A dont le potentiel est u,
telle que les A™ convergent vers A_ au sens de la topologie of,
ou n, est une suite d’entiers qui tendent vers I'infini. D’aprés
le lemme 5. 4, les A% convergent vers A_ au sens de toute
topologie o°. Les fonctionnelles A" appartiennent a la classe
d’unicité, donce, si u, = Uh,, W%a, u,) = Uax(a) pour toute
fonction a de # (théoréme 4. 5); il résulte alors des lemmes
5.5 et 5. 6 que W*(a, u) = U,a pour toute fonction de 46, et
donc pour toute fonction de G. Si a € Cy(X), et a son support
dans un ouvert G, P¢W(a, u,) = W(a, u,), donc

PcW(a, u) = W(a, u).
Il résulte alors du théoréme 3. 3 que A appartient a la classe

(1) Théoréme 3. 4. (4 I'exception de la derniére assertion).
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(U); le théoréme d’unicité montre alors que toute suite extraite
de la suite des A" qui converge au sens de la topologie of
converge vers A, toute la suite converge donc vers A,. D’ou
le:

TratorikMeE 5. 7. — Pour qu'une fonctionnelle A dont le
potentiel u est fini appartienne a la classe (U), il faut et il suffit
que Uon ait :

A, =hlm | n.(u— Pyu)eX,dt

nR>wod(

au sens de toute topologie c*, ot v est une mesure positive telle que
f udv < oo.

Comme I’adhérence d’une famille uniformément intégrable
de fonctions d’un espace L! est uniformément intégrable,
on peut déduire du lemme 5. 2 et du théoréme 5. 7 la consé-
quence suivante:

TutorkME 5. 8. — Soit g un potentiel fixe de la classe (D);
Vensemble des variables aléatoires A, associées aux fonctionnelles
Al de la classe (U) dont le potentiel est majoré par g, est unifor-
mément intégrable pour toute mesure P¥, o v est telle que

fgdv< .

On peut alors a4 nouveau utiliser le théoréme 5. 3. On en
déduit les conséquences suivantes, que nous séparerons pour
plus de clarté:

TutortME b. 8. — De toute suite de fonctions excessives u,
on peut extraire une suile qui converge presque partout vers une
fonction excessive finie ou non.

Démonstration. — Si le théoréme est démontré pour les
fonctions excessives bornées, une application du procédé
diagonal montre qu’il est vrai pour des fonctions excessives
quelconques. Si les u, sont bornées, d’autre part, ce sont des
potentiels de la classe (D) relatifs au semi-groupe {e=*P,},
pour A > 0; il suffit alors d’appliquer les théorémes 5. 8 et
5. 3 4 ce semi-groupe, et de remarquer que la fonction u,
régularisée de la limite de la suite extraite, est excessive, et
non seulement A-excessive. Ce théoréme est dii & Deny (cf.
Deny [I]) dans le cas newtonien.
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TratoriME 5. 9. — Soit une suite u, de potentiels de la classe
(D), majorée par un potentiel g de la classe (D); on peuten extraire
une suite u,, qui posséde les propriétés suivantes:

1) Elle converge presque partout vers un potentiel de la
classe (D), u.

2) Soit A™ la fonctionnelle de la classe (U) dont le potentiel est u,,
Il existe une fonctionnelle A dont le potentiel est u, telle que la
suite A" converge vers A, dans toute topologie c*, ot x est un
point tel que u, (z) tende vers u(z).

3) St la convergence des u,, vers u lieu partout, A est la
fonctionnelle de la classe (U) dont le potentiel est u.

La démonstration de ce théoréme est une répétition pure
et simple de remarques qui précédent le théoréme 5. 7.

3. Nous allons nous occuper maintenant du probléme
suivant : supposons que g soit un potentiel fixe de la classe (D),
et que les A" soient des fonctionnelles de la classe (U) dont les
potentiels u, sont majorés par g, telles en outre que les variables
aléatoires A", associées convergent dans la topologie of vers A _,
ou A est une fonctionnelle additive. Nous nous proposons de
trouver des conditions qui permettent d’affirmer que la fonc-
tionnelle A appartient a la classe (U). Les théorémes précé-
dents nous ont montré, par exemple, que si les u, convergent
partout vers u = U,, alors A appartient a la classe (U).

Hunt a appelé « Hypothése (B) » ’hypothése suivante (1):

(B) : Soit E un compact quelconque de X, et soit G un voisi-
nage ouvert de E. On désigne par P}, P} les opérateurs asso-
ciés aux temps d’entrée Ty, T¢ dans E et G respectivement.
On a la relation:

VA>0 PAP} = P}

Hunt montre alors que cette relation est alors vraie si E est
seulement supposé presque-analytique. On ne connait pas
d’hypothéses commodes et générales qui entrainent cette
propriété. Nous utiliserons plutét la variante suivante de
I’hypothése (B):

(B'): Il existe un A >0 tel que la relation PLPh= P}
soit vérifiée pour tout ensemble presque-analytique E et tout
voisinage ouvert G de E.

(*) Hunt [I}, p. 78. L’hypothé¢se (F) de Hunt entraine (B) (III, p. 170).
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TatorkME 5. 11. — Considérons les propositions suivantes :

1) L’hypothése (B') a liew pour un A > 0.

2) Soit A un ensemble semi-polaire; pour toute mesure initiale
v, P¥-presque toute trajectoire w est continue en tout point t pour
lequel X, (w) e A.

3) Soit un p. > 0 quelconque; soient A", A des fonctionnelles
additives de Markoy telles : que les A™ appartiennent a la classe
(U); que les Ukn soient majorés par un p-potentiel de la classe
(D), et convergent quasi partout vers U}. Alors A appartient &
la classe (U). :

On a entre ces proposztwns les relations suivantes: 1=2,
2= 3. Si toute fonction continue & support compact appartient

a 38, alors 3 = 1 (1) pour tout A.

Démonstration. — Un ensemble semi-polaire B est réunion
d’ensembles B, effilés en chacun de leurs points, donc tels. que
P},1 soit partout < 1 sur B,. B, lui-méme est donc réunion
des B,, = B,n iPp1<1— 1/k} ; nous pouvons donc nous
borner & démontrer (2) dans le cas ot B est tel qu’il existe
une constante positive a pour laquelle P31 << 1 — a sur B;
soit alors T le temps d’entrée dans B : on sait (2) que la répar-
tition de Xy est portée par la réunion de B et de I’ensemble des
points réguliers pour B — donc par B dans le cas qui nous
occupe — par conséquent, P}P31 << 1 — a partout. La série
P} + P3P31 + .- converge donc comme une série géomé-
trique, et il en résulte que presque toute trajectoire ne ren-
contre B qu’un nombre fini de fois sur tout intervalle fini.

Désignons par N} la somme de la série précédente.

Il nous suffit évidemment de montrer que, pour toute mesure
initiale v, P’-presque toute trajectoire est continue a I'instant
T. Montrons d’abord que, s’il n’en était pas ainsi, on pourrait
trouver une mesure initiale v pour laquelle on n’ait pas la
continuité P'-presque stire 4 I'instant T, et telle que v(B) = 0.
On peut en effet trouver une mesure initiale ponctuelle €25
telle que I’on n’ait pas la continuité presque siire & I'instant T,
pour la mesure P* (Cf. premieére partle, § 1, la fin du no 3).
Si z ¢ B, il suffit de prendre v = ¢,; si z € B, z n’est pas régulier
pour B, T est donc presque sirement >0, et pour t assez petit

() 11 nous semble trés vraisemblable que (3) =3> (1) méme sans cette restriction.
(?) Voir Hunt [I], p. 56. .
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on a par conséquent encore une probabilité positive pour une
discontinuité a I'instant T, la mesure initiale étant P,(z, dy) —
or B est de potentiel nul, et par conséquent la mesure Pz, dy)
ne charge B pour presque aucun ¢, il suffit alors de prendre
pour v une mesure P,(z, dy) ne chargeant pas B. La mesure ini-
tiale étant ainsi choistie, il existe, d’aprés Hunt (), une suite
d’ouverts G, décroissants contenant B, tels que le temps
d’entrée T, dans G, tende P — p.s., vers le temps d’entrée T
en croissant. Il résulte du théoréme de Blumenthal que pour
les trajectoires o telles que T(w) soit un point de discontinuité
pour ®, on a p.s., T,(w) = T(w) dés que n est assez grand;
la trajectoire O (m) présente done, sur lintervalle ]0, S,]
(ou Sy est toujours une variable exponentlelle de paramétre A,
indépendante des processus) une rencontre de B de moins
que la trajectoire w. Comme N} est I'espérance mathématique
du nombre de ces rencontres, il en résulte que, pour n assez
grand, P} Nj == N}, et cela contredit I’hypothése (B).

L’assertion (2) est indépendante de A. Pour montrer qu’elle
implique Passertion (3), nous supposerons que » = 0; comme
les trajectoires et les ensembles semi- polalres sont les mémes
pour tous les semi-groupes {e~*P,{, il n’y a pas la de restric-
tion & la généralité de la démonstration, et cela nous permettra
.de conserver les notations du n® 2.

Supposons que nous ayons démontré ceci: si des A* con-
vergent vers A_ au sens de la topologie ¢ (voir le début de la
démonstration du th. 5. 3), si les fonctionnelles A* appar-
tiennent a la classe (U), si les u, = Uj» sont majorés par un
potentiel fixe g et convergent quasi partout vers u = U,,

alors, pour toute fonction a de €, ou de 76, W(a, u,) - W=(a, u)
en tout point z tel que u,(x) - u(z). L’assertion (3) est alors
facile a établir. Nous savons en effet que, si les A% convergent

vers A_, et si aedb, on a en un tel point z la relation
lim Uja(a)® = Ujxa® (lemme 5. 5); comme les fonctionnelles A®
‘appartiennent a la classe (U), Uan(a) = W(a, u,). Par consé-
quent, on a aussi Uya=W(a, u) pour toute fonction de #, donc
pour toute fonction de §’. On a vu lors de la démonstration
du théoréme 2. 6 que, s1 a est continue 4 support compact et
G un voisinage du supportde a, ona PcW(a, u)=W(a, u). Cela

(!) Hunt [I], p. 55.
14
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entraine (théoréme 3. 3) que A appartient 4 la classe (U). Dans
ces conditions, d’ailleurs, sil’on sait simplement que les u, sont
majorées par g et convergent quasi-partout vers u, sans étre
renseignés sur la convergence des A”, le fait qu’il n’y ait
qu’une limite possible pour toute suite extraite de la suite A%,
puisqu’il n’existe qu’'une fonctionnelle A de la classe (U) dontle
potentiel est u, montre que toute la suite A", converge vers A_.

Soit donc une fonction a de ¥ (ou de C,); pour montrer
que les W%(a, u,) tendent vers W?(a, u), il nous suffit de cons-
truire, pour tout e, une chaine C ={T,| de temps d’arrét,
qui soit une (a, ¢)-chaine, et qui soit telle que W=(C, a, u,)
tende vers W*(C, a, ) pour tout z tel que u,(z) — u(x).
Comme les u, sont ma]ores par g, potentiel fixe de la classe (D),
on peut se borner a regarder la convergence de chaque terme
E*[ao Xr, (40 Xr,—u,0 Xr,.,)] vers E*ao Xy, (uo Xy, —uoXr, )],
et il suffit évidemment pour cette convergence que, pour
chaque k>0, la répartition de Xr, ne charge pas ’ensemble
semi-polaire B ol u, ne tend pas vers u. Dans ces conditions,
il nous suffit de construire le temps d’arrét T, de sorte que
sa répartition ne charge pas cet ensemble, pour une mesure
initiale donnée v, et de poursuivre la construction par récur-
rence.

Soit v un nombre compris entre ¢/2 et ¢, et soit T(w) la
borne inférieure de ’ensemble des ¢ tels que

lao X(w) — aeXy(w)| > 7;

si la trajectoire ® est continue a linstant ¢, 'application
8 — a0 X,(») est aussi continue & I'instant ¢ (puisque a € # ou
aeC), et I'on a |aoXp(w) — aoXy(w)] =1v. Considérons
Pensemble E" = {w:Xr(w)eB}; si nous montrons que
I’ensemble des 7 tels que PY[E"] > 0 est dénombrable, nous
saurons que son complémentaire n’est pas vide, nous choisi-
rons un nombre v dans ce complémentaire et nous poserons
T, = T"; la construction de notre chaine sera donc possible.
Or, nous l'avons vu au début de la démonstration de ce
théoréme, B est la réunion d’ensembles B, (neN, keN),
tels, que presque toute trajectoire w rencontre B,, suivant
un ensemble isolé. Soit donc R,;,I'instant dela p-éme rencontre
de B,,. L’ensemble E"est contenu dans la réunion des ensembles

Elp= {w:ac Xy, (0) =1n{; or Ej, ne peut avoir une mesure
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positive que pour une infinité dénombrable de valeurs de 7,
car la variable aléatoire ao Xy, ne peut prendre, avec une
probabilité positive, plus d’une infinité dénombrable de valeurs.
Il en résulte bien que ’ensemble des n tels que P'[E"] > 0
est dénombrable.

Il nous reste a montrer que, si G, € # (c’est-a-dire, si A\U*a — a
uniformément sur X lorsque A — o) alors I'assertion (3)
entraine (1). Il nous suffit (Hunt [I], p. 78) de montrer que
Ion a, pour tout compact E et tout voisinage G de E, la
relation PAP) = P}, et pour la vérifier il nous suffit de vérifier
que les deux membres ont méme valeur, lorsqu’on les applique
4 une fonction f, qui est un A-potentiel de fonction positive
bornée, et par conséquent une fonction A-excessive réguliére. Soit

une suite d’ouverts G,, tels que G,;; < G,, et que | IG,,——- E;
n

la limite des P} f est PLf, sauf peut-&tre aux points de E
non réguliers pour E — donc quasi-partout. Soit A" la
fonctionnelle de la classe (U) dont le A-potentiel est P} f, et A
celle dont le A-potentiel est P)f; les A® convergent vers A,
d’apres les remarques qui ont été faites plus haut dans cette
démonstration. Soit a une fonction continue a support
compact, comprise entre 0 et 1 partout, égale 4 1 sur un voisi-
nage de E; elle est égale & 1 sur G, dés que nest assez grand, et
par conséquent on a Uls.a = Uks; en effet, comme on a la
relation Pj.P}:f = Pi+f (qui est vraie sans l'utilisation de
I’hypothése (B’), parce que G, est ouvert), ou encore

PAU} = Uk,

la fonction A}(w) est nulle pour ¢ < Tg (w) d’apreés le théoréme
3. 1. Comme f €6, on peut passer 4 la limite dans les deux
membres de cette relation (lemme 5. 5), et par conséquent
Ula = U)1. Faisons tendre a vers la fonction caractéristique
de E, utilisons, comme A appartient a la classe (U), le théoréme
3. 3, il vient bien que PyP}f = P}f, pour tout ouvert G conte-
nant E.

Signalons un cas important dans lequel le théoréme que
nous venons de démontrer peut s’appliquer: d’aprés le théo-
réme de convergence de Doob que nous avons rappelé au début
de cette seconde partie, si une suite de fonctions excessives
u, converge partout vers une fonction %, on a partout
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u = himinfu,, et par conséquent u ne différe de sa régularisée
u que sur un ensemble semi-polaire; la suite u, converge donc
quasi-partout vers la fonction excessive u.

Nous démontrerons au paragraphe VI que, sous ’hypothése
(F) de Hunt (%), si des potentiels de mesures Uw,, ou les w,
ont des supports contenus dans un compact fixe, convergent
presque partout vers un potentiel U, alors les @, convergent
vaguement vers . — et en particulier, . est portée par ce méme
compact. Ce résultat permet d’obtenir, sous ’hypothése (F)

b
une version trés satisfaisante du théoréme 5. 11.

TutorkME b. 12. — Sous Uhypothése (F) de Hunt, soit g un
potentiel de la classe (D), & une mesure telle que la famille des
ensembles &-négligeables soit identique a celle des ensembles de
potentiel nul, et que g soit &-intégrable. L’ensemble des variables
aléatoires A, associées aux fonctionnelles additives A de la
classe (U), dont le potentiel est majoré par g, est compact et
métrisable pour la topologie of. L’application A — U, de cet
ensemble sur celut des fonctions excessives majorées par g, muni
de la topologie induite par L1(E), est un homéomorphisme.

Démonstration. — Nous la donnerons au paragraphe VI,
afin de ne pas avoir & introduire ici tout un systéme de nou-
velles notations.

6. — Applications a la théorie du potentiel.

Nous nous proposons dans ce paragraphe de faire le lien
entre la théorie que nous avons développée dans les para-
graphes précédents, et la théorie du potentiel telle qu’elle est
traitée dans la troisitme partie du mémoire de Hunt. Un
potentiel de la classe (D) admet alors deux représentations :
I'une, comme potentiel d’une mesure, I’autre, comme potentiel
d’une fonctionnelle; il serait intéressant d’étudier les rapports
entre ces deux représentations, ce que nous n’avons fait ici
que trés sommairement.

Rappelons, parmi les conséquences de I'hypothése (F) de
Hunt, celles que nous aurons a utiliser ici. Nous disposons d’une

(!} Voir Hunt (III] p. 154.
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mesure positive privilégiée sur 'espace X, que nous noterons
dz, et de deux semi-groupes fortement continus sur I’espace
Co(X), sous-markoviens, qui laissent Cy(X) invariant. Nous les
désignerons par les notations P, et P, et pour le second nous
écrirons P, (dy, z) au lieu de la notation Pz, dy) habituelle
pour les diffusions. La mesure dz est excessive pour les deux

semi-groupes — ce qui signifie que I'on a, pour toute fonction f
positive :

JodPia, NS [flm)des  fPlf, w)dy < [fw)dy.

Soient y(t) une fonction & support compact sur R, dt la mesure
de Lebesgue sur R,; on pose

P, (resp. f).r)Q:A)(P, y(t) dt (resp. =/l;*15,~((t) dt).

On suppose qu’il existe une fonction py(z, y), telle que les
applications z— py(z, y), y— py(, y) appartiennent a Cy(X),

et telle que 'on ait:
Py(z, dy) = py(z, y).dy;  Py(da, y) = dz.py(=, y);

de sorte que les semi-groupes jouent un rdle symétrique.
Nous nous écarterons un peu de la terminologie de Hunt, et
nous distinguerons par le préfixe « co-» les éléments de la

théorie du potentiel relative au semi-groupe P,; de sorte que
nous parlerons, par exemple, de fonctions coexcessives, de
points coréguliers, etc. Le chapeau " nous servira au méme
usage. Voici maintenant une liste des propriétés fondamentales
que nous aurons a utiliser :

a) Les fonctions excessives (coexcessives) sont semi-conti-
nues inférieurement (Cf. Hunt [III], p. 186).

b) Les noyaux pour les potentiels sont des noyaux fonctions :

UMz, dy) = UNz, dy).dy;  ONdz, y) = dz. UNa, y)

séparément semi-continus inférieurement; cela permet de
définir le potentiel d’une mesure Uhw (resp. le copotentiel
U qui est une fonction excessive (coexcessive). Si des
W, (positives, comme toutes les mesures que nous aurons a
considérer) convergent vaguement vers une mesure (&, on a
Pinégalité Up < lim inf U,
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¢) Si f est une fonction bornée a support compact, et A > 0,
les fonctions

Uf(= [V, wfw)dy) et [0 (= [dof(z)UNz,y))

appartiennent a C,. (Cf. Hunt [III], p. 172 prop. 18. 1).

d) Soit K un compact; il existe un compact K’ tel que le .
copotentiel (yx)U* soit borné inférieurement sur K par un
nombre > 0. (Cf. Hunt [II], p. 329, prop. 12. 1 (appliquée au
semi-groupe P))).

e) Soit E un ensemble analytique, sojent T et Ty les temps
d’entrée dans E des processus §{X,} et {X,} respectivement,
P) et P} les opérateurs de balayage associés a ces temps d’entrée.
On a la relation:

fm%@uw, fm@ ) (dz, y).
.Cf. Hunt [IIT], p. 168, relation (18. 3)).

f) Toute fonction excessive (coexcessive) finie est localement
sommable par rapport a la mesure dz (Hunt [III], p. 167).

Tous ces résultats sont faciles a établir, sauf I'identité (e).
Nous allons d’abord en déduire un théoréme, que Hunt
n’énonce pas sous cette forme.

TutortME 6. 1. — Les ensembles polaires et semi-polaires
sont les mémes pour les deux semi-groupes gptf et gf)t}

Démonstration. — Soit E un ensemble polaire; il est contenu
dans un ensemble borélien polaire (§ 1, n° 4) ; le premier membre
de (e) étant identiquement nul, il en est de méme du second.
L’image de €, par Papplication f— fU* étant dense dans C,,
les mesures P}(dz, y) sont nulles pour tout y, et E est polaire
pour le semi-groupe P,

Soit de méme F un ensemble semi-polaire; il est contenu
dans une réunion dénombrable d’ensembles E,, boréliens,
tels que les opérateurs (P})" tendent vers 0 lorsque n — oo
(Cf. la démonstration du théoréme 5. 11, et le § 1, n® 4) —

il nous suffit donc de raisonner sur un ensemble E de ce type.
D’aprés la propriété (e):

lim (P})" UM = 0 = lim UNP} ).
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Il en résulte que la fonction (P;)" tend vers O presque partout
lorsque n — oo et nous avons vu au § 1, n° 4, que cela entraine

que E est semi-polaire pour le semi-groupe {P,}

2. Nous allons démontrer maintenant, d’aprés Choquet (),
un théoréme important. Comme nous ne voulons pas utiliser
Ihypothése (G) de Hunt, nous raisonnerons dans le cas ol A
est strictement positif.

DeriniTION 6. 1. — Soit {G,} une suite croissante d’ouverts
relativement compacts dont la réunion est X. Nous appellerons
topologie de la convergence 1 locale (sur Uespace des fonctions
localement sommables pour la mesure dz) la topologie définie

par les semi-normes ||u||, = /; |u| dz.

TatortME 6. 2. — Soit [ le cone des fonctions A-excessives
localement sommables (ce qui équivaut d : finies hors d’un ensemble
polaire), et soit H une partie de [’ telle que U'on ait, pour tout n,.
sup ||h]]. < oo (H est une partie bornée de ['). H est alors relati-

€

vement compacte pour la topologie de la convergence L1 locale.

Démonstration. — Nous avons & démontrer que de toute
suite de fonctions h, de H, nous pouvons extraire une suite
qui converge au sens de la topologie L-locale. Pour chaque G,,
considérons la fonction P},h,: c’est, d’aprés Hunt ([III],
p. 173, prop. 18. 4) un potentiel de mesure bornée Uy, ,
ol (. est portée par G,. Pour chaque k, les masses totales
des ., , sont bornées, d’apres la propriété (d), et le fait que les
intégrales des h, sur tout compact K’ sont uniformément
bornées. En utilisant: le théoréme de Deny (théoréme 5. 8),
le critére de compacité vague des ensembles de mesures, et
le procédé diagonal, on peut construire une suite de fonctions
h,, extraite de la suite h,, telle que :

les h, convergent presque partout;

les P}k, convergent presque partout pour tout k;

les mesures @ , convergent vaguement pour tout k.

Il nous suffit maintenant de montrer que les A, sont uni-
formément intégrables sur tout compact. Or h, = P}k, sur

(Y} Voir Choquet [I] et le Séminaire [I].
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G, : il nous suffit donc de montrer que les P},k, sont unifor-
mément intégrables sur G,. Cela résultera du lemme sui-
vant :

LemME 6. 2. 1. — Soit u, une suite de A-potentiels locale-
ment sommables de mesures ., portées par un compact K. On
suppose : que les w, convergent vaguement vers une mesure |,
que les u, convergent presque partout vers une fonction A-exces-

sive u. Alors on a u = UMy, et les intégrales f u, dx convergent
G

vers /; u dz, pour tout ouvert relativement compact G conte-
nant K.

Démonstration. — La derniére phrase équivaut évidemment
a l'intégrabilité uniforme des u, sur G; montrons comment
elle peut se déduire de la premiére.

- Soit g la fonction (76)U* qui est continue d’aprés la
propriété (c). Comme les @, convergent vaguement vers wu,

(8, rp)—> (g, 1) ce qui signifie encore que Aup.dz -—>/;u dz,
et entraine I'intégrabilité uniforme des u, sur G.

" Reste a4 démontrer la premiére phrase; posons ¢ = Uu.
D’aprés la semi-continuité inférieure du noyau U(z, y) en y,
on a la relation ¢ < lim inf u,, donc ¢ < u presque partout,
et donc partout. Si 'on avait ¢ == u, on pourrait trouver un
compact A, de mesure positive, et un ¢ >0, tel que v + e  u,
sur A pour tout p assez grand. Cela entrainerait la relation

»fAv.dzv<hm inf/;updx,
ou encore

((7a)U% ) <liminf{(7.)U% w,),

ce qui est impossible, car (ya)U* est une fonction continue,
les p., ont leurs supports dand un compact fixe et convergent
vaguement vers (.

Nous allons déduire de ce théoréme plusieurs conséquences
assez intéressantes :

‘a) CororLrAIRE 6. 3. — Le céne [' étant muni de la topologte
de la convergence L1 locale, et g désignant une fonction positive
mesurable localement bornée inférieurement, toute fonction
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excessive u telle que fx u.g dr < o est barycentre d’'une mesure
positive unique portée par Uensemble des fonctions excessives
extrémales h telles que /; h.gdx = 1.

Démonstration. — Dans I’espace X des classes de différences
de deux fonctions excessives u, — u,, ol u, et u, sont som-
mables pour la mesure g.dz, qui est un espace localement
convexe pour la topologie de la convergence L locale, I’en-

semble des fonctions excessives u pour lesquelles /; u.gdr <1

est un convexe compact (d’aprés le lemme de Fatou) et métri-
sable; ses points extrémaux sont le point 0, et les points
extrémaux de la « base » formée des fonctions u telles que

/;u.g dz = 1. Enfin, I’ensemble des restrictions & ce compact

convexe des formes linéaires affines continues dans tout ’es-

pace est réticulé. Le corollaire est donc une conséquence du
théoréme de Choquet (Cf. Choquet [II}).

b) Démonstration du théoréme 5. 12. — Nous savons déja
(en conservant les notations de 1’énoncé de ce théoréme)
que l'ensemble des A, associées aux fonctionnelles de la
classe (U) telles que U, < g, est uniformément intégrable
(théoréme 5. 8) pour la mesure Pt Il en est donc de méme
de son adhérence pour la topologie of. La topologie induite
par of sur cette adhérence est alors métrisable — car, pour
que des fonctions fi(w) convergent vers une fonction f(w)
au sens de la topologie ¢¢ (suivant un filtre) il faut et 1l suffit,
si la famille f; est uniformément intégrable, que les E’ [/a.-1i]
convergent vers E{[/A,‘ fi] suivant ce filtre, ou les A, constituent
une suite de parties de Q qui engendrent la tribu F° (1). 11
nous suffit donc de montrer que, 51 une suite de variables
aléatoires A% converge au sens de of vers A_, la fonctionnelle
A appartient a la classe (U). Or, nous savons que si a est une
fonction de & — et en partlcuher ici si a € € —, Uksa— Ula
presque partout. Si a est nulle hors d’un compact K,

PAUka = Ulsa
d’aprés le théoréme 3. 3, pour tout voisinage G de K, et Uisa

() Voir par exemple Dunford et Schwartz [I], pp. 291-292.
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est par conséquent (Hunt [III], prop. 18. 4) le potentiel d’une
mesure [, portée par K. Il résulte alors du théoréme 6. 2
qu’ll en est de méme de Ula; par conséquent, PAUla = Ula,
et cela implique bien que A est de la classe (U) d’aprés le
théoréme 3. 3. La derniére phrase de ’énoncé est alors immé-
diate : 'application A — U, est une application biunivoque
et continue d’un espace compact sur un espace topologique
séparé, c’est donc un homéomorphisme.

c) TatortME 6. 4. — Soient une fonctionnelle additive A
de la classe (U), et une mesure ., telles que les potentiels U, et
U sotent finis et égaux; on a alors Usa= U(a.i) pour toute
fonction a borélienne et positive.

Démonstration. — 11 nous suffit évidemment de raisonner
dans le cas ol a est une fonction positive, continue, et a
support compact. D’autre part, nous pouvons nous borner
4 considérer les semi-groupes pour lesquels I’hypothése (G)
de Hunt (le potentiel et le copotentiel de tout compact sont
des fonctions bornées) est vérifiée — semi-groupes pour lesquels
les raisonnements de la démonstration du théoréme 6. 2
restent valables lorsque A = 0. Si notre théoréme est démontré
sous cette hypothése, il le sera en effet pour les semi-groupes
fe=*P,} (\>0); si nous avons U, = Uy, nous aurons
Uy = UMs. (cf. la démonstration du théoréme 4. 4), par
conséquent, Ul(a) = UMa.p), et il suffira de faire tendre A
vers 0 pour obtenir le résultat cherché.

Supposons donc I’hypothése (G) réalisée. Soit u la valeur
commune des deux potentiels, et soit £ une mesure positive,
équivalente a la mesure dz, telle que u soit &-intégrable. Consi-
dérons I’ensemble Jb des mesures v dont le potentiel est majoré
par u, muni de la topologie vague. Soit & I’ensemble des
variables aléatoires B_, associées aux fonctionnelles B de la
classe (U) dont le potentiel est majoré par u, muni de la topo-
logie of. Soit enfin £ Densemble des fonctions excessives
majorées par u, muni de la topologie induite par celle de L1(£).
L’application B — Up est un homéomorphisme de & sur £
(théoréme 5. 12), I'application v — Uv un homéomorphisme

de b sur £ (théoréeme 6. 2, et Hunt [III], théoréme 18. 7).
11 existe donc un homéomorphisme ¢ et un seul, de Jb sur &,
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tel que I'on ait Uy = Ugy, pour toute mesure v de Jb. Si a
est une fonction continue a support compact, comprise entre 0
et 1, application v — a.v de .lb dans b est continue, ainsi
que 'application B — a.B de & dans & (lemme 5. 5). L’en-
semble des mesures v telles que ¢(a.v) = a.¢(v) est donc fermé
dans Jb. Comme il contient les mesures absolument continues
par rapport a la mesure dz, il est aussi dense dans Jb, c’est
donc Jb tout entier. C.Q.F.D.

3. 1l est important de posséder des critéres qui permettent
de reconnaitre, par ’examen d’une mesure i, si son potentiel
appartient 4 'une des trois classes envisagées dans 1’énoncé
du théoréme 3. 7. Nous raisonnerons encore en supposant
vérifiée I’hypothése (G) de Hunt.

TutortMe 6. 5. — Soit | une mesure a support compact,
dont le potentiel u est fini en tout point. Pour que u soit une
fonction réguliére de la classe (D), il faut et il suffit que p ne
charge aucun ensemble semi-polaire.

Démonstration. — a) Supposons que u appartienne a la
classe (D), et soit réguliére. Il existe alors une série de fonc-
tions excessives u, bornées et réguliéres (théoréme 3. 6, et
corollaire 2. 5. 2) dont la somme est u. Chaque u, est un
potentiel de mesure Uw, (Hunt, théoréeme 18. 7, p. 177), et
il nous suffit évidemment de raisonner pour chaque w,. Sup-
posons que W, charge un ensemble semi-polaire; cet ensemble
est aussi co-semi-polaire, et w, charge par conséquent un
compact K sans point corégulier. Soit v la restriction de w,
a K; le potentiel U’y est borné et régulier, puisque majoré
A-fortement par UM, = u, — AUMy,; on a pour tout voisi-
nage G de K la relation PAU» = v (*), et d’autre part

Py UN = UMy == Uy (2).

Il suffit de choisir une suite de voisinages G, de K telle, que
le temps d’entrée dans G, tende en croissant vers le temps
d’entrée dans K, pour obtenir une contradiction.

(1) Hunt [III], p. 170.
(?) La masse totale de ﬁ}‘v est strictement plus petite que celle de v.
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b) Réciproquement, supposons que @ ne charge aucun
ensemble semi-polaire. D’aprés le théoréme 6. 1, étant donné
un compact quelconque K, I’ensemble des points de K qui
sont coréguliers pour K porte la restriction px de . & K. 11
en résulte que I'on a PxU(ug) = UPx(ux) = U(px), puisque
la mesure Px(dy, ) est la masse unité ¢, pour px-presque-tout z.
Il en résulte que I’on peut répéter la derniére partie du raison-
nement du théoréme 2. 6, pour montrer que Uu est limite
d’une suite fortement croissante de potentiels uniformément

excessifs, et par conséquent, que u est réguliére et appartient
a la classe (D).

TutoritME 6. 6. — Soit W une mesure & support compact
dont le potentiel u est fini en tout point. Pour que u appartienne

a la classe (D), il faut et il suffit que . ne charge aucun ensemble
polaire.

Démonstration. — Si une mesure i est portée par un ensemble
compact polaire K, et si son potentiel u appartient a la classe
(D), ce potentiel est nul. Pour le voir, il suffit de prendre une
suite de voisinages G, de K tels, que le temps d’entrée dans G,
tende en croissant vers la durée de vie S, de remarquer que
Pgu = u, et que Pgu — 0 si u appartient a la classe (D).
La nécessité de la condition est donc évidente.

Soit, inversement, une mesure a support compact  dont
le potentiel u est étranger a la classe (D). Montrons d’abord
que . est portée par un ensemble semi-polaire; soit en effet F
la famille des potentiels de mesures ¢ = Uy, tels que v < u
et que v soit portée par un ensemble semi-polaire: & est
filtrante croissante pour 'ordre fort, et la limite de toute suite
fortement croissante de fonctions de ¥ appartient a #. D’aprés
le théoréme 1. 1, il en résulte que ’enveloppe supérieure de &
appartient a ; soit ¢ cette enveloppe supérieure, d’apres le
théoréme 6. 5, u—y¢ est une fonction dela classe (D), fortement
majorée par u, donc nulle. La mesure p charge donc un
compact sans point corégulier, K. Comme ce compact est une
réunion dénombrable de compacts K, de la forme

Kn{z: P}l <1—1/n},

nous pouvons nous ramener au cas ou K est un compact, qui
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n’est rencontré que suivant un ensemble discret par presque

toute trajectoire du processus {X,} (Cf. la démonstration du
théoréeme 5. 11). Comme les ensembles semi-polaires et co-
semi-polaires sont identiques, nous pouvons encore réduire K,
en supposant que la méme propriété a lieu pour le processus
§X.,}, sans que p cesse de le charger. Considérons alors les
fonctions excessives Pxl, PxPxl ... (Px)"l; ce sont des
potentiels de mesures =g, T, ..., n%... portées par K, et la res-
triction de p & K est étrangére a toutes ces mesures. Pour finir,
nous pouvons donc trouver un compact L c K, négligeable
pour toutes ces mesures, tel que w charge L; nous allons mon-
trer que L est polaire, et notre théoréme en résultera. Soit G
un voisinage relativement compact de K, et m¢ la distribution
capacitaire de G (Urng = Pgl). Nous avons:

UTYK = le = PKP(;i = PKUTEG = UPKTCG;

donc mx = Pxmg. De méme, par récurrence, on voit que
o = (Px)"mg. Or, L est = -négligeable: il en résulte que L
est négligeable, pour mg-presque tout z, pour toute mesure
P: (dy, x). Or X Pi(L, z) est Iespérance mathématique du
nombre des rencontres de L par un processus {)E; issu
du point z; on a donc aussi Py(1, ) = 0 pour me-presque
tout z. Il ne reste plus qu’a remarquer que la fonction
Pil = P.Pgl est égale & UPpng, d’ou résulte que Pyl =0,
et que L est polaire.

En raisonnant comme au début de la démonstration du
théoréme 6. 6, le lecteur prouvera facilement le :

TatoriME 6. 7. — Soit . une mesure dont le potentiel u est
partout fint.

Pour que u soit un potentiel étranger d la classe (D), il faut
et il suffit que . soit portée par un ensemble polaire.

Pour que u appartienne a la classe (D), et soit purement vrré-
gulier, il faut et il suffit que . ne charge aucun ensemble polaire,
matis soit portée par un ensemble semi-polaire.

Pour que u soit un potentiel régulier de la classe (D), il faul
et il suffit que p. ne charge aucun ensemble semi-polaire.
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7. — Fonctionnelles additives continues (1).

1. Nous ne sommes par parvenus & utiliser de maniére
satisfaisante le fait qu’une fonctionnelle additive est tout
simplement le logarithme d’une fonctionnelle multiplicative.
Dans le cas ou les fonctionnelles sont continues, on peut obtenir
quelques résultats dans cette direction.

Dans tout ce qui suit, { M,} désigne une fonctionnelle multi-
plicative de Markov, continue, pour laquelle tous les points de
X sont permanents; §{Q,, R, sont respectivement le semi-
groupe subordonné, le temps terminal associés a cette fonc-
tionnelle. Les résolvantes du semi-groupe {Q,} sont notées V2,
Enfin, {A,} désigne la fonctionnelle additive de Markov

{—-logM

Lemme 7. 1. — Soit a(t) une application de R, dans Ry
croissante et continue & droite, et soit c(t) = inf {s:a(s) >t};
la fonction c(t) (& valeurs dans R.) est croissante et continue a
droite, et Uon a a(s) =inf {t:¢(t) >s}. Soit f une fonction
borélienne positive sur R, (que l'on prolonge a Ry en posant
f(+ ) = 0); on a la relation :

j;\,,f(t) da(t) = ﬁfo c(t) dt

Démonstmtion — Il nous suffit de démontrer la relation
a(s) = inf §t: c(t) > s}, qui n’est autre que la relation inté-
grale ci-dessus, écrite en prenant pour f la fonction caracté-
ristique de Pintervalle [0, s]; les deux membres étant des
mesures en f, 1l en résultera que la relation sera vraie pour
toute fonction f. Remarquons que, comme l'on a

c(a(s)) = inf [r: a(r) > a(s)],

on a c(a(s)) > s pour tout s, avec egahte si et seulement si le
point s est un point de croissance & droite pour la fonction a
(c’est-a-dire, un point s tel que a(s 4+ €) > a(s) pour tout
e>0). Il en résulte que I'on a c(a(s +¢€) >s+¢>s

() Plusieurs résultats de ce paragraphe ont été publiés par Volkonski (cf. Vol-
konski [II]).
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pour tout ¢ >0. Par conséquent, on a inf {¢: ¢(t) >s}<a(s+¢),
et on voit que cette borne inférieure est <C a(s). Si elle était
strictement plus petite, on pourrait trouver un r << a(s)
tel que ¢(r) >s, ce qui est impossible, car ¢(r) >s=>a(r) s
par définition de la fonction c.

TuatoriME 7. 2. — Associons d la fonctionnelle additive
A = {A} les quantités c,(w) =inf{s: A (w) >t}; les ¢
forment une famille croissante et continue a droite de temps
d’arrét, et Uon a pour tout A >0 et toute fonction f positive, la
relation :

Uif* = E[ [ exp [—2a).fo X, dt].

Démonstration. — Application directe du lemme précédent.
La continuité de la fonctionnelle n’est pas utilisée.

TatoriME 7. 3. — A, R ayant les significations indiquées
plus haut, on a la relation U\f = P)f 4 PAUAf. En outre, les
opérateurs U} et P} commutent (*).

Démonstration. — Les ¢, étant définis comme ci-dessus, on a
la relation :

E [exp (—Ac)fo X,,] = E [exp (— Ae)f X,,, ;< R]
+ E[..., Ct=R] + E[..., C[>R].
Intégrons de 0 & oo, avec la mesure initiale e,. D’aprés le

théoréme 7. 2, le premier membre devient U)f*. Le premier
terme du second membre, qui est aussi égal a

E [exp (— Ae)fe X,,. M),

est égal aprés intégration a E””[ /; ) exp (—At)fo X,. M, dA,], et
comme M,dA, = —dM, cela vaut aussi P}f® (la relation
M,dA, = —dM, est vérifiée parce que A,= —logM, et que la
fonctionnelle est continue; si elle ne l'était pas, il faudrait
définir A, comme égale a /:’—dM;/M;). Le second terme
du second membre, égal a E®[exp(—A¢)fo X, (M, —M,-)],
est nul si la fonctionnelle est continue. Enfin, désignons par

() Comparer & Hunt [I], prop. 4.4.
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t — r(w) la fonction caractéristique de I'intervalle ]R(w), oof.
Nous avons:

PLUAf® = E[ [ rw) exp (—H)f X (o) dA,(w)] (théoréme 3. 1)
= E"”[p/:° re(w) exp (— A, )f o X () dt] (lemme 7. 1)
= fo " dt f) o ©XP (—20)fo X, dP®

qui est bien I'intégrale du dernier terme du second membre.

Le fait que les opérateurs U} et P} commutent résultera un
que p Ui R

peu plus loin du calcul explicite de P}.

DeériniTioNn 7. 1. — On appelle changement de temps
une famille de temps d’arrét c,, définis sur Uespace des trajectoires
O*, et satisfaisant auzx conditions suivantes :

1) La fonetion t — ¢,(w) est, quelle que soit la mesure initiale
v, PY — p.s. continue a droite et croissante.

2) Pour tout couple u, v de nombres positifs, la relation :

Cu+v(w) = Cu(("’) + cv(ocuw)

est vérifiée hors d'un ensemble H,, négligeable pour toute
mesure P".

Ezxemple. — Les ¢, associés a la fonctionnelle additive
continue §{A,} (voir I'énoncé du théoréme 7. 2) constituent
un changement de temps, tel que ¢, soit égal & 0. La premiére
des deux conditions ci-dessus est évidemment vérifiée; la
seconde I’est si ¢,(w) < 00} si ¢,(w) < oo, la fonction continue
s = A (w) prend la valeur u, et des valeurs plus grandes. Soit
t le dernier point tel que A w) = u; on a ¢y, =1t, et t = c,.

Alors :

Copo(®) = inf §s: Afw) > u + ¢} = inf {s: Aj(w) — Afw) >}

—inf fs: Apy(0w) > o] = ¢+ inf fr: A0) > 0]

D’ou le résultat, puisque t = c,.

Nous n’énongons le théoréme suivant que pour des chan-
gements de temps }c,§ tels que ¢, soit égal 4 0 p.s. pour toute
mesure P'.

Tatorime 7. 4 — Soit {c} un changement de temps tel
que ¢, soit p.s. nul pour toute mesure initiale. Posons
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CMz, f) = E*[exp (— Ac)) . foeXe,]; les opérateurs C} forment
un semi-groupe sous-markovien subordonné au semi-groupe
{C,; = {C}. Une fonction & qui est A-excessive par rapport au
semi-groupe { P |, est excessive par rapport au semi-groupe §C} .

Enfin, le processus {Y,§ = §X,} est markovien par rapport
auz tribus F, et admet §{C,{ comme semi-groupe de transition.

Démonstration. — On a:

Cg‘+l(x’ f) - E”[exp( )\cs+t) f X°:+t]
= Eexp (— Ac,) exp (—Ae(0,)) fo Xaq,) (02,)]-
= E°E[... |F,]]
= E*[exp (— A¢,) . E¥a[exp (— Ac) fo X,,]
(1re partie, § 1, n° 3, relation 1).

La derniére phrase de I’énoncé se démontre de maniére ana-
logue. S1 g est une fonction A-excessive, le processus

fexp (— Af) go X}

est une supermartingale; d’apres les théorémes de Doob (Cf. [I],
p- 376), il en est de méme du processus «arrété »

fexp (— Ac) go X} 5

en particulier, on a E*[exp (— Ac) go X,,] = C¥z, g) < g(=), ce
qui exprime que g est C)-excessive.

Application au calcul de Pn. — L’opérateur U} est égal
(théoréme 7. 2) au potentiel du semi-groupe {C}}; soit

Wt = f Cle~tdt. Les opérateurs U) et W* commutent, et
0

(I — W) est l'inverse de (I + U}i) d’aprés ’équation résol-

vante. Or on a (théoréme 7. 3) PX(I + UX) = UA. Il en résulte

que l'on a P = WA, En particulier, Pk et UY commutent.
D’aprés le lemme 3. 1 de la premiere partie, on a:

PAUN = U* — VA,
Alors :
PAU* = Uy(I — PRU*U* (équation résolvante)
— UAU* — UA(U — V¥) = ULV,

En particulier, on en déduit la formule: U* = V* - Uy VA,
15
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2. Dans la premiére rédaction de ce travail, le théoréme de
Volkonski n’était pas utilisé. Nous allons donner ici le théoréme
qui en tenait lieu, car il nous semble comporter une démons-
tration intéressante.

TrtorimME 7. 5. («théoréme d’inversion des changements
de temps»). — Soit §{Q,} (resp. {P}) un semi-groupe sous-
markovien qui satisfait d la condition (A) de Hunt (voir 1€ partie,
§ 1, n° 5). Soit (&', G, {Y.}, Q) (resp. (O, F, § X4, P)
une reahsatwn du processus du type enwsage au § 1 de la pre-
miére partie, odmettant {Q,{ comme semi-groupe de transition
(resp. {P.{) et v comme mesure initiale.

S’tl existe sur Uespace ' une fonctionnelle additive continue
B telle que le processus obtenu & partir de {Y,} par le changement
de temps associé a B admette {P,} comme semi-groupe de tran-
sttion, il existe sur ) une fonctionnelle additive continue A telle,
que le processus obtenu & partir de {X,} par le changement de
temps associé & A admette {Q,} comme semi-groupe de transition.

Démonstration. — Soit {k,} le changement de temps associé
a la fonctionnelle additive continue {B,} sur Q’. Nous avons
par hypothése la relation Pz, f) = E°[f-Y,]. Le semi-
groupe { P!} défini parlarelation P‘(ac, f) = E%[exp (—k).f Y,
est donc un semi-groupe subordonné a {P.}; il existe donc
(premiére partie, théoréme 2. 2) une fonctionnelle additive
{M,} sur Q associée & ce semi-groupe. Nous allons montrer
que la fonctionnelle §{A,} = {—logM,{ répond aux conditions
de I’énoncé.

Montrons d’abord que l’application ¢t — k(w') est p.s.
continue, pour toute mesure initiale. Pour cela, il faut et il
suffit que ’application ¢t — B,(w’) (qui est p.s. continue) soit
p-s. strictement croissante (!), pour toute mesure initiale.
S’il n’en était pas ainsi, on pourrait trouver une mesure v,
deux nombres rationnels r et ', tels que r < r’ et que

Q[B(") = Bu(w)] > 0.

Nous pourrions alors, en posant s = r’ — r, & = vQ,, trouver
une mesure initiale w telle que Q*By(w’) = 0] > 0. Il en
résulterait que, pour cette mesure initiale, on n’aurait pas p.s.

(1) Strictement croissante jusqu’a I'instant S(w'), car, les fonctionnelles étant
comme toujours normalisées, on a kg(w') = co.
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la relation k, = 0. Or Popérateur Q, = P, est I'identité, et
Pon a bien ky = 0. Notre supposition était donc absurde.

Soit ¢ 'application de Q' dans Q qui associe & la trajectoire
o’ la trajectoire t — Y, (»’). C’est une application mesurable,
et qui conserve la mesure (si I'on a choisi les mémes mesures
initiales pour les deux processus). Montrons que la fonction-
nelle {M,} (et donc aussi {A,}) est continue et strictement
croissante en tout point. Nous raisonnerons par exemple sur
la continuité. L’ensemble des trajectoires w telles que I’ap-
plication t — M,(w) soit discontinue est F-mesurable, car c’est
la réunion des H, ., ou r et r’ sont rationnels, r << r’, et H, .
désigne I’ensemble des o telles que l'application ¢— M/(w)
prenne, pour ¢ rationnel, des valeurs < r, des valeurs > »/,
mais ne prenne aucune valeur comprise entre r et r’. Pour
montrer que I'ensemble des trajectoires discontinues est de
mesure nulle, il nous suffit donc de montrer qu’il est de mesure
intérieure nulle — c’est-d-dire qu’il ne contient aucun
ensemble de mesure positive delaforme {w: Vn, X, (v) e D,{,
ou les ¢, sont des instants en infinité dénombrable, et les D,
des parties boréliennes de X. S’il en était ainsi, I’ensemble
fw’:Vn, Y, eD,} serait de mesure positive, et contenu dans
I’ensemble des o’ pour lesquels I'application ¢— M,(9w’)
est discontinue. Or ceci est impossible, car on a pour presque
tout o’ la relation M,(pw’) = exp (— k(w’)) pour tout ¢, et
le second membre est, nous ’avons vu, une fonction continue.
Pour le vérifier, comme les deux membres sont des fonctions
de t continues a droite, il nous suffit de montrer que ’on a,
pour chaque ¢, M,(¢w’) = exp (— k/(»")). Les deux membres
sont mesurables sur la tribu engendrée par les Y, s <¢;
il suffit alors de refaire le raisonnement d’unicité qui a été
fait dans la démonstration du théoréme 2. 1 de la premiére
partie.

Il nous reste enfin 4 montrer que, par le changement de
temps {c,f associé a la fonctionnelle continue gA,g sur (),
on obtient bien le semi-groupe {Q,{. Soit R un temps terminal
associé & la fonctionnelle {M,}, {Q:} le semi-groupe obtenu
par le changement de temps {c,}, W* le potentiel de ce semi-
groupe correspondant a la valeur 1 du parameétre, V! le poten-
tiel analogue du semi-groupe {Q,}. D’aprés le calcul qui suit le
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théoréme 7. 4, on a Pxf = W!f pour toute fonction mesurable f.
D’autre part :

Pafs = — E*[ [ fo X0) dMi(o) |
= B[ [7fo Yo (o) d[— exp (— k(o))
= E””[f foY(w (—— exp (— ¢ )] Vife,

Il en résulte que les deux semi-groupes { Q.4 et {Q;} ont méme

potentiel pour la valeur 1 du paramétre. Ils sont donc égaux
(Cf. par exemple Hunt [II], p. 353.)

Tuatorime 7. 6. — Soit {P,} un semi-groupe qui satisfait
aux hypothéses (F) et (G) de Hunt, v une mesure dont le poten-

ttel Uy est dans C,. Il existe une fonctionnelle additive continue
A telle que U, = Uv.

Démonstration. — 11 est trés facile de voir (Cf. par exemple
les raisonnements faits au § 15 du mémoire de Hunt, [II],
p- 357) que l'on peut trouver une fonction a € C,, strictement
positive en tout point, telle que Ua € C,y. Soient . la mesure
v 4+ a.dz, bla densité de la mesure de Lebesgue par rapport a p.,
h celle de v par rapport & p. Il nous suffit évidemment de mon-
trer qu’il existe une fonctionnelle continue A dont le potentiel
est Uy, car la fonctionnelle &. A répondra alors 4 la question (*).
Considérons P'application: f— U(w.f) définie sur I’espace Cx
des fonctions continues a support compact. Si nous pouvons
montrer qu’elle satisfait aux axiomes de Hunt (y) et (3) (cf.
[1I], p. 351) le théoréme sera démontré. En effet, il existe alors
un semi-groupe §Q,}, qui satisfait a la condition (A), et dont
le potentiel V coincide avec cette application sur Cx. Si nous
faisons sur ce semi-groupe le changement de temps associé a la
fonctionnelle additive B qui correspond & la fonction b, le
potentiel du semi-groupe obtenu est 'application f — U(b.w..f),
c’est-a-dire U. D’aprés Hunt ([II], p. 353) ce semi-groupe est
alors identique & {P,}, et on peut conclure au moyen du théo-
réme précédent a ’existence de A.

(1) Ou plus immédiatement, la fonctionnelle : 3 A— afta o X, dsg
0
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L’axiome (¢) (principe de domination) est immédiat a véri-
fier. Si f e Cx (on peut la supposer par exemple comprise entre 0
et 1) la fonction U(uf) et la fonction U(u(1—f)) sont semi-
continues inférieurement, et leur somme est la fonction U(w)
de C,. Chacune d’elles appartient donc a C,. Il ne nous reste
plus qu’a vérifier 'axiome (y): la densité de I'image de Cg
dans G,. .

Soit W lapplication f— U(w.f); comme I'image de Cx par
U est dense dans Gy, il nous suffit de montrer que si g est posi-
tive et appartient a Cg, il existe des fonctions ¢, de Cx telles,
que W(y,) tende uniformément vers Ug. Or

Ug = W(b.g) = sup W()),

ou j parcourt la famille des fonctions semi-continues supé-
rieurement positives < b.g (donc a support compact). Les
W(j) sont continues, car elles sont semi-continues inférieu-
rement en tant que fonctions excessives, et supérieurement,
car opérateur W laisse G, invariant. D’aprés le lemme de Din,
Ug est donc approchée uniformément par les W(j). Or chaque
W(j) est approchée (encore uniformément, d’apres le lemme de
Dini) par les W(k/), ot les &/ parcourent la famille des fonctions
continues, a support compact, plus grandes que j. On en déduit
immeédiatement le résultat.
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