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CATEGORIES ORDONNEES, HOLONOMIE ET COHOMOLOGIE
par Charles EHRESMANN (Paris)

Introduction.

Le but de cet article était de développer une théorie de
la cohomologie d’une catégorie ordonnée a valeur dans une
catégorie et de ’appliquer au cas d’un espace feuilleté. Mais
comme ’exposé complet de cette théorie s’est révélé trop long,
il a fallu remanier le plan, de sorte que seules les cohomologies
d’ordre 0 et 1 sont considérées ici.

Deux possibilités s’offrent pour définir la cohomologie dans
le cas considéré : 1) Généraliser les méthodes utilisées dans le
cas de la cohomologie pour un faisceau, en définissant les
classes de cohomologie par un procédé de récurrence a partir
des classes d’ordre 0. Il faut pour cela munir la classe de coho-
mologie d’un certain ordre d’une structure de méme espéce
que la structure initiale. Cela est possible en partant d’une
catégorie quasi-inductive, & condition d’utiliser une nouvelle
catégorie, a savoir celle des fusées. C’est la construction de
cette catégorie des fusées, qui est trés longue, qu’il nous a
fallu supprimer et qui sera publiée ultérieurement. 2) Généra-
liser la construction de la cohomologie d’un groupe, 4 I’aide
des foncteurs Ext". Le n® 4 indique rapidement comment
construire ainsi la cohomologie d’ordre 1. Nous montrerons
ailleurs que cette construction peut aussi se faire pour les
ordres supérieurs.

Comme ces deux méthodes, pour les cohomologies d’ordre
supérieur, ne s’appliquent que si 'on part d’une catégorie
quasi-inductive, le premier probléme est de plonger une caté-
gorie ordonnée dans une catégorie quasi-inductive. Nous mon-
trons que la catégorie des atlas réguliers résout cette question
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pour les groupoides ordonnés réguliers. Dans le cas général,
il faut utiliser des catégories quotient de la catégorie des fusées
et ceci se trouvera dans la suite du présent article.

Dans les n* 1 et 2 les résultats sur les atlas obtenus dans le
cas des groupoides sous-préinductifs [1] sont étendus au cas
des catégories et des catégories ordonnées réguliéres. Dans le
n® 3 est construit le groupoide d’holonomie complet associé
a un feuilletage localement simple, qui est un quotient d’un
sous-groupoide du groupoide des atlas du groupoide d’holono-
mie. Le n°® 4 est I'étude de la cohomologie d’ordre 0 d’une
espéce de structures (ordonnée). Le n® 5 est consacré
a la cohomologie d’ordre 1 d’une catégorie munie d’une
catégorie ordonnée d’opérateurs, ce qui généralise les résultats
connus dans le cas des groupes. Enfin quelques applications
aux structures feuilletées sont simplement esquissées (ces
questions seront reprises ultérieurement).

Nous reprenons les notations de [3]: une catégorie sur la
classe C est désignée par C’, le composé de f et g étant noté g.f.
La classe des couples composables est C'«C", la classe des
unités C;, le groupoide des éléments inversibles Cy, les
applications source et but sont « et {3, la loi de composition est
notée x. Le mot foncteur signifie foncteur covariant. Si
AcC et BcC, on désigne par A.B la classe des a.b, ou
aeA, beB, par A, la classe A n (.

1. — Atlas dans une catégorie.

Soit €' une catégorie.

DeriniTioN 1. — Soit B un sous-groupoide de C*. On appelle
atlas de C' compatible 4 droite (resp. a gauche) avec & une
sous-classe F de C vérifiant les conditions suivantes:

1) Byca(F) et F.B=TF (resp. BycP(F) et B.F =F).

2) Pour tout feF et tout f'eF tels que B(f) = B(f') (resp.
a(f) = a(f’)), il existe ge B tel que f=f".g (resp. f=g.f").

Si F est un atlas de C° compatible & droite avec #, on a
a(F) = B, puisque d’aprés la condition 2 pour tout feF
il existe ge B tel que f.g=1F.
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Remarque. — Si tous les éléments de F sont des monomor-
phismes (resp. des épimorphismes), il existe un et un seul
ge® tel que f=1{f".g (vresp. f = g.f’) si F est un atlas compa-
tible a droite (resp. a gauche) avec 3.

Prorosition 1. — Sott C une sous-classe de C; soit B un sous-

groupoide de C* tel que $ soit la composante de «(C) dans % ;
st C vérifie la condition 2 de la définition 1 (dans laquelle on
remplace F par C), alors C.B est un atlas compatible a droite
avec B.
En effet, on a: (C.8).8 = C.%. Supposons f,.g,eC.%,
ou1=12 geB, fieC et B(fy) = B(f2). Il existe geB tel
que fi =1[,.g et on trouve: fi.g, =f;.8..(g3'-8-&), done
C.® est compatible a droite avec %.

Prorosition 2. — Soit F un atlas de C° compatible a droite

avec B et & gauche avec B'. Si $ (resp. B') est un sous-groupoide
de C contenant B (resp. ') comme sous-groupoide plein et si

A (resp. A') est la composante de B dans & (resp. de %' dans %),
alors A’ .F.A est un atlas compatible & droite avec A et & gauche
avec A’.

Démonstration. — Soit e € A,; il existe ge % tel que a(g) = e
et B(g) € By. Soit f e F tel que a(f) = f(g);on a f.ge A’.F.A,
d’ou A, ca(A’.F.A). On trouve évidemment :

(A’ F.A)A=A"F.A e  A.A.F.A)=A"F.A.

Solent g1.fi.gye A’ F.A et g3.f;.8.€« A" F.AJou g, eA, f,eF
et gie A’, tels que B(g1) = B(gs). Comme ®’ est plein dans &’
on a:

g t.gpe®, d’ou g t.gfe®.F=F;
F étant compatible a droite avec %, il existe ge B tel que:
fi-g= g g fo;
posons g = gi'.g.g,; on obtient: ge A et:
(g1-hh-&1)-B=grhit-gi"-88=8.867"8-fr-8a= g2 8

Donc A’.F.A est compatible & droite avec A. On montre de
méme que A’.F.A est compatible 4 gauche avec A’.
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Prorosition 3. — Sott F un atlas de C* compatible & droite
avec B et & gauche avec B'. Soit B une sous-classe de F. Soient
By et By les sous-groupoides pleins de B et B’ respectivement
ayant a(B) et B(B) pour classes d’unités. Alors F' = %$;.B. %,
est un atlas de C' compatible & droite avec B, et a gauche avec %;.

 Démonstration. — On a évidemment
F'.% =F et a(B,) = a(B) c «(F’).

Soient gi.f.gieF, ou i=12 ge®B, geB, fieB et
B(g1) = B(gs). Comme F'cF, il existe geB tel que

g-fo-8=(g1-f1-8)-8;
les relations :

a(g) = algs) e a(B) et B(g) = a(g)<a(B)

entrainent g € &,. Par suite F’ est un atlas compatible a droite
avec #;. On montre de méme que F’ est compatible a4 gauche
avec $;.

CororLLAIRE. — Avyec les hypothéses de la proposition 3,
st A désigne la composante de a(B) dans B et A’ la composante
de 3(B) dans %', alors A’.B.A est un atlas compatible & droite
avec A et a gauche avec A'.

En effet, $, et $; sont des sous-groupoides pleins de A et A’
respectivement et le corollaire résulte de la proposition 2.

Remarque. — Avec les hypothéses de la proposition 3 et
de son corollaire, les atlas %,.B.%, et A’.B.A sont resp.
le plus petit atlas et le plus grand atlas contenus dans F
et contenant B.

TutoriMe 1. — Soit C° un groupoide. Pour qu’une sous-
classe F de C soit un atlas compatible & droite avec un sous-
groupoide $ de C", il faut et il suffit que Uonait: F.(F*.F)=F;
dans ce cas, B est égal a F'.F et F est ausst compatible a
gauche avec F.F-1.

Démonstration. — Soit F un atlas de ¢* compatible a droite
avec $. Les conditions feF, f'e F et 8(f) = B(f’) entrainent :

f=r.(>*f e f=f.g ou ge&
d’ot . f=ge®
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Soit g'e®B; comme a(g)e a(F), il existe e F tel que
«(f") = B(g); par suite f".g'eF et g' = f"*.(f".g') e F1.F.
Ainsi on trouve $ = F~1.F.— Inversement, supposons que F
soit une sous-classe de € vérifiant la condltlon F=F.(F*.F).
La relation:

(F-1.F).(F-.F) = F.(F.F).F = F..F

montre que F1.F est un groupoide tel que «(F1.F) = «(F);
la condition 2 de la définition 1 est évidemment vérifiée par F.
Donc F est un atlas compatible & droite avec F~2. F. De plus
comme

(F.F1).F=F.(F'.F)=F,
F est aussi un atlas compatible a gauche avec F—*.F.

CoroLLAIRE. — Soit C* une catégorie. Si F est un atlas de
C- contenu dans Cy et compatible a droite avec un sous-groupoide
B de C-, alors F est un atlas de Cy compattble a droite avec F1.F
et on a $=F1.F.

Remarque. — Le théoréme 1 signifie que, si €' est un grou-
poide, F est un atlas de C- si, et seulement si, la classe réunion
de F et de 0 est un atlas complet [1] du groupmde obtenu
en munissant le groupoide somme de C* et d’'une unité 0 de
la relation d’ordre définie par:

f'<f si, et seulement si, f'=/f ou si f'=0.

Soit F un atlas de €' compatible a droite avec chacun des
groupoides %, ou te I. Alors F est aussi compatible a droite
avec le sous-groupoide # de C* engendré par les sous-groupoides
#;. Le plus grand sous-groupoide a(F) de C* tel que F soit
compatible a droite avec a(F) est formé des geCy tels que

F.gcF.

DErinitioN 2. — On appelle atlas de C* une sous-classe F
de C telle que F soit un atlas de C* compatible a droite avec le
sous-groupoide a(F) de Cy formé des geCy tels que F.gcF,
et compatible & gauche avec le sous-groupoide b(F) de Cy formé
des g’ tels que g'.F cF.

Pour que F soit un atlas de €, il faut et il suffit que les condi-
tions suivantes soient vérifiées, ou feF et f'eF:
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1) Si1 B(f) =B(f’), il existe ge Cy tel que F.gcF et f.g=f";

2) Sia(f) =a(f’), il existe g'eCy tel que g’ .FcFet g'.f =

Il en résulte qu'un atlas de C* compatible a droite avec #
et 4 gauche avec #’ est un atlas de €. D’aprés le théoréme 1,
si C* est un groupoide et si F est un atlas de C* compatible
a droite avec # et a gauche avec #', on a B = a(F) et B’ = b(F)
et F est simplement un atlas de C-. :

Si C- n’est pas un groupoide et si (F)),e est une famille
d’atlas de C-, alors la classe intersection des F; peut ne pas étre
un atlas de C.

Soit Jo(C*) la classe de tous les triplets (®’, A, B) tels que $
et B’ soient des sous-groupoides de C* et A un atlas de €’
compatible & droite avec $ et a gauche avec %'

TatorEME 2. — Jo(C*) est une catégorie pour la loi de composi-
tion définie par: (%", F', %).(%", F, &) = (%", F'.F, %)
si, et seulement si, B; = B'; le groupoide des éléments inversibles
de Bo(C*) est le groupoide Jo(Cy).

Démonstration. — Soit $ un sous-groupoide de C*; on a:
B.B=R; les conditions ge B, g' e B, B(g) = B(g') entrainent
gl.g' eB; par suite (B, B, B)eb(C*). On a:

(%', F, B).(B, B, B) = (®', F, ) = (%', &', $).(%, F, B),
car F est compatible a droite avec # et 4 gauche avec &'
Ainsi (%', F, ) admet (B, B, B) et (B', B’', #') respectivement
pour unités a droite et a gauche dans J(C*). Soient

(B, F, B) e B(C") et (R", F', ®') e Jo(C");
on a:

#".(F'.F) = (#". F").F=F.F = (F'.F).ﬂs.

Supposons f'.feF.F, [ fe F'.F et B(f') =B(f'); il existe
geR tel que [’ —f .g'; comme g feB . F=F et
«f’) = a(g') = B(f), il existe ge By tel que g’.f =1 .g;0on en

déduit : B

' f=rF.¢.f=7r.rFg
donc F'.F est un atlas compatible a droite avec #; de méme
on voit que F’.F est compatible a gauche avec %", d’ou

(®", F'.F, ®) e B(C").
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Par conséquent J(C') est une catégorie, dont la classe des
unités sera identifiée a la classe des sous-groupoides de C-,
en identifiant (B, %, B) avec B.

— Soit (&', F, %) e H(C*) tel que Fc €. On a:
F1.8' = (%' .F)! =F1! = #.F

et F-1 est un atlas compatible a4 droite avec %', & gauche

avec #. Comme d’aprés le corollaire du théoréme 1, on a
B=F1F et B = F.F-1, on obtient:

(#, F, ®).(®, F, %) = (%', F.F1, %)
et (B, F1, 8).(#, F, ®) = (B, F.F, %)

(B, B, B
(B, B, B).

Il en résulte que (%', F, #) admet (B, F1, $’) pour inverse
dans &(C*). Inversement, supposons que (®, F’, &) soit I'in-
verse de (%', F, #) dans &(C*). Soit ¢ € «(F); comme F'.F = %,
il existe feF et f'el’ tels que e=f'.f=a(f); puisque
F.F' =% il existe feF et f e F” tels que f.f' = B(f). La
condition B(f) = B(f) assure l'existence de ge®B tel que
f=f.g Par suite f.(g.f')=F.F =B(f). Lélément f, qui
admet f’ pour inverse & gauche et (g.f’) pour inverse & droite
dans C, estinversible dans C*. Pour tout f; € F tel que a(f;) =e,
il existe g’ e B’ satisfaisant & f; = g’.f, d’ou f; € C;. Il en résulte
F c ¢ et &(C*) admet &(Cy) pour groupoide de ses éléments
inversibles.

CoroLLAIRE. — Soit b(C*) la classe des atlas de C*. L’applica-
tion: F—(b(F), F, a(F)), ot F e H(C"), identifie H(C*) a une
sous-catégorie de Jo(C*) contenant Jo(Cy). Si v désigne U'applica-
tion: (#', F, B)—F de K(C*) sur N(C*), alors (n, H(C")) est
une extension inessentielle de b(C*) (définition 5-2-II1, 1) [2].

2. — Catégories ordonnées.

Soit M, une classe de classes contenant avec une classe
toutes ses sous-classes, avec deux classes leur produit. Soit Jb
la catégorie des applications (M', f, M), ou M e JMb,, M’ e A,
et ou f est une surjection de M sur une partie de M'.
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Soit Q, la classe des classes ordonnées M, <), ou M e b,
et ou < est une relation d’ordre sur M. Soit Q la catégorie

des triplets
(M, <), f, (M, <))

tels que (M, <)eQ,, (M’, <)eQ, (M, f, M) e db et que, si
zeM, 2’ e Met 2’ <z, onait f(z') < f(z). Soit w application :

(™', <), f, M, <)) > (M, f, M)

de Q dans JMb. Alors (Mo, w, Q, QY) est une catégorie d’homo-
morphismes résolvante a droite, & produits finis [3]. Si

M, <) e,

et si M; est une partie de M, le symbole (M;, <) désignera la

sous-structure de (M, <C) au-dessus de M,, c’est-a-dire la

classe M; munie de la structure d’ordre induite par (M, <).
Soit (' la sous-catégorie de  formée des

(M, <), f, M, <)) e

vérifiant la condition :
SizeM, 2°eM, 2’ <z et f(x) f(z'), alors on a z =2’

Soit () la sous-catégorie de (' formée des
(M, <), f, (M, <)) e

satisfaisant a4 I'axiome:

Si zeM, :1:' eM, 2"eM, 2’ <z "<z et f(a)=[f(2"),
alors 2’ = z". .

Rappelons [3] qu'une catégorie Q(Q, Q)-structurée est
appelee catégorie ordonnée. Pour que (C*, <) soit une catégorie
(Q-structurée (resp. catégorie ordonnée), il faut et il suffit
que les axiomes Oy, O, et O; (resp. Oy, O;, O3 et O,) suivants
solent vérifiés :

0,) €* est une catégorie et (C, <) e .

0,) Soient feC et f'el; si f'<<f, on a a(f’) < a(f) et

B(f) < B(f)- .
O;) Sotent (g, f)eC+C et (g, f)eCxC; si f'<<f et
g < g, alors g'.f" < g.f.

0,) Soient f €C et f' € C; les conditions: f' < f, a(f) = a(f’)

et B(f) = B(f’) entrainent f=f".
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D’aprés la proposition 18, II [3], tout groupoide Q-structuré
est ordonné. o :

Une catégorie Q(Q;, )-structurée est appelée catégorie
s-ordonnée.

Soit (" la sous-catégorie de () formée des

((M’) <)) f’ (M, <)) € Q

vérifiant la condition :
Soit zeM; pour tout ye M’ tel que y < f(z), il existe
' <z, 2’eM pour lequel on ait f(z') =y.

Deérinition 1. — On dira qu'une catégorie Q-structurée est
semi-réguliére si elle est Q((Q", Q"), Q)-structurée.

Pour qu'une catégorie Q-structurée (C*,<C) soit semi-régu-
liére, 1l faut et il suffit que soit vérifié 'axiome :

Q) Soit fel; si e<<a(f), eeCs, il existe f'<<f tel que
a(f’)=e;sie’ e C; et e’ <B(f), 1l existe f* < ftel que B(f") =¢'.

Soit (M, <) € Q. Soit C une sous-classe de M. Si C admet une
borne inférieure dans (M, <C), nous I'appellerons l'intersection
de C et la noterons nC. Si C est majoré par zeM et si C

admet une borne supérieure dans la sous-classe des z'e M
tels que 2’ <<z, nous appellerons cette borne supérieure le
x

z-agrégat de C et nous la noterons l |C; la classe des z-agrégats
de C, ou ze M, est appelée congrégation de C dans M et dési-

gnée par C; un élément de C est aussi appelé sous-agré-

U U z

gat de C. Si pour tout majorant z de C il existe l lC et si
4

UC =y, on dira que y est agrégat de C dans M, noté UC.
Soit (% la sous-classe de f)o formée des classes sous-induc-

tives, ¢’est-a-dire [1b] des classes ordonnées (M, <) e (0 admet-
tant un plus petit élément O et telles que toute partie C de M,
majorée dans (M, <<), admette une intersection; alors C admet

un z-agrégat, pour tout majorant z. Soit {* la sous-catégorie
pleine de Q ayant (§ pour classe des unités.
Soit JY la sous-catégorie de () formée des applications
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quasi-inductives, ¢’est-a-dire des triplets (M', <), f, (M, <)) e Qs
tels que, pour toute partie C de M on ait :

f(LJc) < YJen.

Cette derniére condition est équivalente a:
(U) Si C est une partie de M majorée par ze M, on a:

f(LzJ C) = Uf(c), oun  z=f(x).

Derinition 2. — Une catégorie IV (Y n Q, 3Y)-structurée
sera appelée catégorie quasi-inductive. Une categorie sous-
préinductive [3] (C*, <) telle que (C, <) soit une classe préinduc-
tive [1] est appelée catégorie préinductive.

Prorosition 1. — Soit (C*, <) une catégorie ordonnée.
Pour que (C-, <) soit une catégorie quasi-inductive, il faut et
il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées:

Q) (€, <) est une classe sous-inductive.

Qq) Soit F une partie de C majorée par f €C; on a:

alf) Bun

Uetry=(Jr) o« Usm =s(Ur)

La démonstration est analogue a celle du théoréme 5 de [3].
Soit (C-, <) une catégorie Q-structurée.

Dérinition 3. — Soient geC et feC; soit {g, f) la classe
des couples composables (g', f') e C* xC- tels que g’ < getf' <f.
St (g, f) admet un plus grand élément (g, f) dans (C* xC*, <),
on dira que g et f ont g.f pour pseudoproduit dans (C°, <)
et on posera: gf = g.f.

Cette définition entraine que, si gf est défini, alors gf est le
plus grand élément de la classe x((g, [)).

_ Prorosition 2. — Soit (C, <) une catégorie Q((Q{, Qy),
Q")-structurée. Sotent geC et f eC; st la classe x({g, [)) admet
un plus grand élément g.f, alors on a g.f = gf.

Démonstration. — Soit (g, ') €{g, f); comme g .f' <g.f,
on a:

g.f=g.f, ov g<g e f[H<T],
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car ((€, <), %, (C* %€+, <)) eQ”. Les relations: f, <f, f'<f
et offy) = oc(f ) entratnent fi =1/, puisque

(e, <), a, (€, <))«

De méme g = g’; donc f' <f, g <get (g, f) estleplus grand
élément de (g, f), c’est-a-dire g et f ont g. f pour pseudo-
produit.

CoroLrLAIRE. — Si (€, <) est un groupoide fonctoriellement
ordonné [3], le pseudoproduit gf est défini si, et seulement st,
la classe x((g, f)) admet un plus grand élément.

En effet, les conditions de la proposition 2 sont vérifiées,
en vertu de la proposition 20, II [3].

Prorosition 3. — Soit (C, <) une catégorte quasi-inductive.
Sotent feC et geC; st a(g) n B(f) est défini, alors le pseudo-
produtt gf est défint.

Démonstration. — Soit G (resp. F) la classe des g’ (resp. f’)
tels qu’il existe (g, f')e{g f); posons E = «(G) = B(F).
S

g
Soit §=UG et f=UF Ona:
a(g) B

«@=JE e pH=(JE

Puisque E est majorée par e = a(g) n B(f), il existe UE et

LJE—« ) = B().

Donc (g, f) est le plus grand élément de (g, f) et on trouve
ef =g.[

CoroLLAIRE. — St (C*, <) est une catégorie inductive, deux
éléments quelconques ont un pseudoprodust.

Remarque. — Dans [3], nous disons que gf est le pseudopro-
duit de g et f dans la catégorie sous-préinductive (C*, <)
si, et seulement si, gf est le plus grand élément de la classe
%((g, f)). En général cette propriété n’entraine pas que gf
soit le pseudoproduit de g et f au sens de la définition 3;
mais si le pseudoproduit au sens de la définition 3 existe
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aussi, les deux pseudoproduits sont égaux. Toutefois, il résulte
des propositions 3 et 2 que les deux notions sont identiques dans
le cas des groupoides fonctoriellement ordonnés et des caté-
gories inductives.

ProrositioN 4. — Sotent f € C et e e Cy; st le pseudoproduit fe
est défini, alors fe est le plus grand élément de la classe F des
' <<f tels que a(f’) <e.

En effet, on a (fe,a(fe)) e f,e/ Comme les conditions
f'<f et «(f') <e entrainent a(f')) e{f,e), on obtient
' << fe. Donc fe est le plus grand élément de F.

Prorosition 5. — Soit (G, <) une catégorie Q (Q, O")-struc-
turée; sotent heC, geC et feC; si (hg)f et h(gf) sont défints,
on a (hg)f = h(gf). |

En effet, on a (hg)f = k.fi, o0 k<<hg et fi <f, dou:

kzhl'gl) h1<h et g1<g.
Par suite g .fi <<gf et (hg)f="h.g.fr <h(gf). De méme
h(gf) < (hg)f.

Soit (3, la sous-classe de { formée des triplets

(M, <), f, M, <)) e

vérifiant la condition suivante :

Soit ze M; pour tout y < f(z), la classe des 2’ < z tels
que f(z') <y admet un plus grand élément =z, vérifiant
f (xz) =Y.

(), est évidemment une sous-classe de ”.

Prorosition 6. — (Q, est une sous-catégorie de Q, stable
par produit dans Q (définition 2-II-[3]).
Démonstration. — Soit

(M7, <), f, M, <)ely et (M, <), f, M, <))ely;

supposons xe M et z<<f'f(z). Soit y, le plus grand élément
de la classe des y' e M’ tels que ¥y’ < f(z) et f'(y') < z; soit
z,, le plus grand élément de la classe des 2’ e M tels que
¥ <zetflz)<<y,; on a:

ff,.) =f(y:) =






