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Introduction.

Considérons trois espaces de Banach complexes By
(/ == 1, 2, 3) et une application bilinéaire continue

BI X Bg —»- B3
(&1, fc^ -. fci X &2.

Considérons sur le groupe G === R" et deux espaces de dis-
tributions vectorielles Dy (/' = 2, 3) à valeurs dans By, ayant
certaines propriétés (permettant de définir simplement la
convolution et la transformation de Fourier (ceci sera précisé
au § 1). On peut se poser le problème de trouver l'espace
(°i des distributions tempérées à valeurs dans Bi qui envoient
par convolution D^ dans D3 : Êi est l'ensemble des « convolu-
teurs » de Dg à Dg et l'ensemble des transformés de Fourier
^ÊI est appelé l'ensemble des multiplicateurs de ^Dg à 3^3.

Ce problème est trop général et dans les cas concrets (D^
et D3 donnés) on cherche seulement à trouver des sous-espaces
(aussi vastes que possibles) de 61.

On étudie ici surtout le cas où les espaces Dy sont des espaces
de Lebesgue I/ de classes de fonctions vectorielles G —> Bi-
de puissance pe sommable. La théorie a débuté dans le cas
scalaire (Bi == Bg = B^ = C) où G est remplacé par le tore T,
à l'aide de méthodes complexes. C'est Riesz qui a inauguré

1les méthodes réelles en montrant que vp — est un opérateur
ce

de convolution dans 1̂  pour G == R. Calderon-Zygmund ont
étendu la théorie aux intégrales singulières sur R" ([5]).
La théorie a été étendue dans diverses directions par
Hirschmann, Krabbe, Marcinkiewicz, Mihiin, Plancherel-Polya,
Stein, Steckin...

En 1960, Hôrmander a fait ([7]) une revue assez complète
2



34 PAUL KRÉE

de la question, en donnant d'ailleurs une version améliorée
du théorème de Mihiin (et une nouvelle preuve). J. Schwartz
([27]) a remarqué en 1961 que la théorie se transposait au
cas vectoriel, la transposition étant plus complète :

— si BI == G, Ba et 83 étant des espaces de Lebesgue
— ou si Ba et Bg sont des espaces de Hilbert Hg et H^.

Comme application, il étend le théorème d'isomorphisme
de Littlewood-Paley pour L^R, H) (démontré dans [18]
pour G = T et si H = C). De nouvelles applications de la
théorie sont signalées par Benedek-Calderon-Panzone dans [3].

Il a été ensuite remarqué ([19], [32] et [14]) que les raison-
nements de J. Schwartz se transposaient pour G = R71, T"
ou Z".

Dans le cas scalaire (By == C) les inégalités de Calderon-
Zygmund ont été généralisées par Jones [11] (et Arnèse [1])
pour démontrer qu'une famille (/Cg)e de distributions obtenues
par troncature d'une certaine distribution k liée à l'équation
de la chaleur, forme un ensemble borné d'opérateurs de convo-
lution dans IA

L'idée était de refaire les raisonnements de Calderon-
Zygmund en remplaçant la suite des partitions de R" qui
intervient dans le lemme de Riesz (et qui est symétrique par
rapport à tous les axes) par une autre suite de partitions où
le ne -axe joue un rôle privilégié.

Dans ce travail, la suite des partitions qui interviendra dans
l'énoncé du lemme de Riesz fait intervenir de façon distincte
chaque direction d'axe (voir théorème 3). Puis adaptant les
méthodes inaugurées par J. Schwartz ([27]) on énonce des
théorèmes type Littlewood-Paley, Marcinkiewicz, Mihiin (on
généralise également la version du théorème de Mihiin donnée
par Hôrmander). D'où résulte l'application annoncée aux
équations quasi-elliptiques.

On montre ensuite comment ces résultats s'adaptent à
G == T71 ou R" puis l'on donne quelques applications de la
théorie de l'interpolation.

On étudiera dans [15] le cas des espaces Lp avec certains
poids (et la transposition de certains raisonnements de
Krabbe [13]).

Nous utilisons ici le langage et quelques résultats de la
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théorie des distributions vectorielles (voir [29]), ceci par
exemple :

1. Pour pouvoir parler avec précision d'opérateurs de convo-
lution (entre espaces de Lebesgue de classes de fonctions défi-
nies sur R" à valeurs dans un espace de Banach) qui ne sont
pas définis par des fonctions. C'est le cas des opérateurs F*
et K* du § 3 qu'on peut considérer comme des généralisations
vectorielles des intégrales singulières de Calderon-Zygmund.

2. Pour pouvoir parler des transformées de Fourier de ces
opérateurs.

Signalons que le § 2 n'utilise pas la théorie des distributions
à valeurs vectorielles.

C'est M. Jean-Pierre Kahane qui a suggéré et dirigé ces
travaux, ce qui nous donne une raison supplémentaire pour
lui témoigner notre reconnaissance.

1. GÉNÉRALITÉS (G == R", T" ou Z").

Nous fixons ici les notations générales qui seront utilisées
dans les paragraphes suivants et nous rappelons les propriétés
générales des opérateurs de convolution et des multiplicateurs.

Notons d'abord ceci.
Etant donnée une fonction localement sommable K : R" -> G,

deux nombres p et q ̂  1, vu que l'espace 3) (fonctions C°°
à support compact : R" -> G) est dense dans L^R", G) = l'es-
pace des fonctions de puissance pe sommables : R" -> G, il
est facile de dire quand K définit un opérateur de convolution
de L^R", G) à L^(R71, G) :

(A) 3 C > 0 , V ç e ® [K*y|,^Cl9]p

avec

(B) (K * 9)(.) = f^ K(. - y} x 9(y) dy.

Les situations considérées ci-après se déduisent de la précé-
dente de la façon suivante :

On se donne trois espaces de Banach By avec une applica-
tion bilinéaire continue notée X : Bi X B2->B3 (alors qu'avant,
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on avait By = G, l'application X étant le produit ordinaire).
Les espaces L^R", 82) et L^R", 83) se définissent naturelle-
ment. On sait que l'espace (noté savamment 3) <S) 82 !) des
combinaisons linéaires finies <p à coefficients dans Bg de fonctions
de 3) est dense dans L^R", Bg). Pour de telles fonctions ç,
K étant une fonction localement sommable à valeurs dans Bi,
la relation (B) garde un sens. Donc la relation (A) permet de
dire quand K définit un opérateur de convolution de L^R^Ba)
à L^R", Ba).

Il est clair que l'on peut remplacer dans ce qui précède K
par une distribution à valeurs dans B^ : nous supposerons
toujours K tempérée de façon à pouvoir parler de sa trans-
formée de Fourier.

On conçoit que beaucoup de propriétés bien connues pour
des distributions scalaires (voir [28]) et en particulier pour
des fonctions de L^R", C) (voir [7]) se généralisent au cas
vectoriel : nous rappelons ci-après comment s'effectue cette
généralisation pour des propriétés utilisables dans le cas de
fonctions vectorielles appartenant à des espaces IÂ

Nous considérons d'abord, au lieu des espaces L^R", B^)
et L^R", Bg) des espaces plus généraux de distributions
(espaces notés Dg et D3), par exemple, pour ne pas devoir
recopier ces généralités lorsqu'on introduira des poids sur
R" (voir [15]). Et nous avons supposé que les espaces Dy(/ == 2
et 3) vérifient les hypothèses (H) plutôt que d'autres, parce
que ces hypothèses (H) sont vérifiées dans les cas que nous
considérerons.

l.A. Notations générales.

Espaces sectoriels topologiques et espaces de Banach.

Ces espaces sont indifféremment réels ou complexes s'il
n'intervient pas de transformation de Fourier, obligatoire-
ment complexes sinon. La lettre H est réservée pour désigner
un espace de Hilbert, et la lettre B pour désigner un espace
de Banach. Comme tout ce travail est relatif à la catégorie
des espaces vectoriels topologiques localement convexes sépa-
rés où les « flèches » sont les applications linéaires continues,
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il nous arrivera d'écrire si A, B, D sont de tels espaces :

(1) Ac^B-^Dv / dense

ce qui signifie que f et g sont des applications linéaires conti-
nues et que f est une injection à image dense. L'ensemble
des flèches B — D est noté Ï(B, D) ou Ï(B) si B == D. Le dual
(ou l'antidual si le corps est C) fort de A est noté A', la dualité
étant donnée par la forme bilinéaire

(2) A X A' —^ R ou C
(a, S') ^(a,^)^

Les groupes.

Dans ce qui suit, on cherche à traiter simultanément les
cas relatifs aux groupes G == R", T" ou Z". Le point courant
de G est noté :

x = (rri . . . rcj.

Le groupe dual de G est noté G' (c'est R", Z" ou T" suivant
les cas) de point courant ^ === (^ . . . ^).

Les caractères sont donnés par e2^'^ avec

(3) x^= S^,
1=1

i.
/ n \ 2

On définit \x\ = ( ^ x\ ) et de même |Ç|.
\î=l /

La mesure invariante sur G (resp. G') est notée dx (resp. d^).

Les distributions sur G et G'.
Nous employons les notations et les résultats de [28] et

[29], l'emploi des lettres 3) et 9' se prolongeant naturellement
de R" à T" et Z" :

^(T») == ^(T") désigne l'espace des fonctions C00 sur le
tore.

^(Z") désigne l'espace des suites à décroissance rapide.
B étant un espace de Banach, rappelons que les espaces

de fonctions différentiables ou de distributions définies sur G
à valeurs dans B se définissent par produit tensoriel :

(4) 3)'£B = 3)'§B = 3)'§B --= ^(3), B).
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On se bornera à la considération (T espaces D de distributions
tempérées: G -> B vérifiant les conditions (H):

DÉFINITION 1. — Bj étant un espace de Banach (/ == 2 ou 3)
on dit qu^un sous-espace vectoriel Dj de ^'(G)§By vérifie les
conditions (H) si:

— D^ est un espace de Banach réflexif
— on a (5) ^(G) §B, c-^ D, c-̂  ̂ '(G) §B,(H) — V injection de 3)(G)^By dans Dy a im<? image dense
— 3)(G) 0 B^ ̂  dense dans D .̂

Nous verrons en effet (relation (20)) que Dg peut être iden-
tifié à un sous-espace de ^'(G)§B3; et ceci donne un sens à la
dernière condition.

Conwlution de distributions à valeurs vectorielles.
On suppose donnés trois espaces de Banach By (/ == 1, 2, 3)

et une application bilinéaire continue notée X ;

(6) Bi X B^ —- B3
(&i, feg) l——^ fci X &2 = &3

qui est telle que :

(7) si &i X &2 == 0 pour tout èg d6 B^, alors &i == 0.

On considérera ainsi :

Exemple 1.
A étant un sous-espace vectoriel fermé de Ï(B)

(8) A x B —- B
(K, b) ^-^ Kb

Exemple 2.
H étant un espace de Hilbert

(9) l2 x H—^(H)
((aj., h) ̂  (aj),

Exemple 3.
^(Bi) désignant Fespace des suites d'éléments de l'espace

de Banach Bi dont les normes sont uniformément bornées;
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on suppose donnée une application bilinéaire

(10) Bi X H —^ H
(&i, A) i—>• b^h

qui vérifie la condition (7).
Et l'on considère

(11) r(Bi) x P(H) —^ P(H)
((^). (U) h—— (aA)n.

On trouvera par ailleurs beaucoup d'autres exemples (opéra-
teurs de convolution définis par la résolvante d'un opérateur
non borné d'un espace de Banach, opérateurs de [3]...).

Opérateurs de convolution [ou « convoluteurs ») de Dg à î)^.
On se donne G = R", les 3 espaces de Banach Bj et (6),

vérifiant (7), ainsi que 2 espaces de distributions tempérées

(12) D, c_^ r(G)§B, i = 2,3.

Il est clair que la convolution de toute K de îf(G)§Bi par
toute <p de 3)(G)0B2 se définit directement (c'est une régula-
risation).

Nous remarquons que si l'on prend toutes les <p de 3)(G) ^B^
de la forme

(13) ç = b^ avec feg €E Bg et 9 dans 3)(G)

et que si l'on a pour toutes ces y, K * y == 0,
soit ^

(K* 9)62=0, Vy, V&2

alors d'après (7), cela entraîne K * 9 == 0, V<p; donc K = 0.
Nous posons alors la

DÉFINITION 2 (espace 6 des convoluteurs de Dg à Dg). —
Uespace C des consolateurs à valeurs dans Bi envoyant Dg
dans DQ est F espace des distributions tempérées K à valeurs dans
BI qui par convolution envoient 3) 0 Bg muni de la topologie
induite par Dg, cîan5 03. Grâce à la remarque précédente on peut
munir cet espace de la norme d9 opérateurs :

(14) ||Kl[e=sup||K4||
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lorsque y décrit les fonctions de 3) 0 Bg qui sont dans la boule
unité de D^. Faisant subir à cette situation la transformation
de Fourier 9, on obtient la

DÉFINITION 3 (espace TTC des multiplicateurs de ^Dg à ^Dg).
. SDjÇj = 2,3) désigne V espace (naturellement muni d'une

structure d^espace de Banach) des transformées de Fourier des
éléments de Dy.

. On définit de même

(15) se = m.
. Uespace ^Ïïï (naturellement norme) est appelé l'espace des

multiplicateurs à valeurs dans Bi, de â^D^ à SD^.
(Par produit multiplicatif associé à (6) les éléments de ^

définissent des opérations linéaires continues de SDa à ?3.)

1.B. Propriétés générales des convoluteurs.

Transposition (voir [27] et [3] pour le cas vectoriel; et
[28] dans le cas scalaire).

a) L'opération suivante correspond à la transposition dans
le cas où BI = ^383).

DÉFINITION 4. — Étant donnée Inapplication X définie par
(6) et vérifiant (7), nous lui associons X ainsi définie

(16) Bi x B^-^Ba

(&1, &3) ̂  &1 X 63

avec

V&a 6 Ba : {^, bi X &3>B,XB; = <&1 X 62, 63>B,xB,

(cette application est bilinéaire, continue et vérifie (7)).
Ainsi à (8), (9), (11) il correspond respectivement :

(17) A X B'—^B'
(K, e ' ) i—^ 'Ke'
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où *K est le transposé de l'opérateur K

(18) l2 x P(H) —*- H

((<»„)„, (&„)„) ^——ia,.î,
•—i»

alors que l'application (11) se correspond à elle-même.
b) if(G) et B étant des espaces de Fréchet, ^(G) étant

nucléaire, le dual de ^(0)0 B est tf'(G)§B' la dualité étant
donnée par

(19) /S &;®9,, S ^T,\= S <Wr/(9).

Par transposition de (5) il vient :

(20) ^(G^B'^—'D'.

Ceci permet d'identifier D' à un sous-espace de if'ÇG) §> B'.
c) Les notations étant celles de la définition 2, cherchons

la transposée de l'application

K*: D2->D3.

Vues les hypothèses de densité (voir (H)), il suffit de cal-
culer <K * <p, ¥>

(21) pour 9 = S ^9,, fcieBa, 9; e 3)(G)

(22) ¥=S&3^ ^^Ba, ¥^®(G).
y

D'où
<K.9,T>=/^,Ac/S (K*9,)(^) x ^ 2 ^W>

\ i 7 /^3XB3

= /^ /S &2, S (K * 9,)(^) ¥,(aQ X ̂
l' \ i J /B.XB,

-(S fcL /^(,îi(2/)(K.¥,)(y) X ̂  ̂  ^,

=4^<S^K.T)^
= < 9 , K * ¥ >

•V

(23) où l'on a posé K{x) == K(— rr). Nous énoncerons

PROPOSITION 1. — Les îîj sont des espaces de Banach tels
que Von a (6) et (7). Les D^e^G)^ (/ = 2,3) vérifiant le&



42 PAUL KRÉE

hypothèses (H); alors V espace 6 de5 cowoluteurs K Dg—^ Dg
à valeurs dans Bi ^ isométrique à Vespace des cowoluteurs
D's —> Dg à valeurs dans Bi pour l'application (16) (Fisométrie
est définie par K —> K donnée par (23)).

Fermeture de la boule unité de & dans ^"(G)§Bi.

PROPOSITION 2. — Les notations étant celles de la définition 2,
la boule unité {fermée) de 6 est fermée dans 9"(G)§)Bi (et même
dans cet espace muni de la topologie induite par ^(tf(G), Bi)).
(Ceci correspond à un théorème de [7].)

En effet, si les K, <= ^'(G)§)Bi décrivent une boule de 6
il existe une constante C telle que

V^e 3)(G) (8) B^ Vg e 3)(G) ^) B^
|(K, ̂ , g)| = |<K,J * g)| ̂  C|/'k|gk

Comme K, -> K dans tf'(G)§Bi on a

lim |(K^ g>| = |(K*A g)| < Ciyinjgin,

d'où la conclusion.
Intégration par rapport à une mesure bornée sur Q d^une

fonction : Q —^ W.
Examinons d'abord le cas scalaire :
Ce qui suit correspond à un théorème de Steckin ([30]),

voir aussi J. Schwartz ([27]).

PROPOSITION 3. — Considérons deux espaces D^(/ == 2,3)
vérifiant (H) et appelons "flï l'espace des multiplicateurs scalaires
S^Da —> ^Dg correspondant à l'application bilinéaire

(24) C x B —^ B
(a, b) i—>- a&

(donc Ba = Bs = B).

Q étayzt un espace localement compacta notons M l'espace des
mesures (complexes) bornées sur Q. Soit pi e M. Pour tout œ e Q,
on se donne un multiplicateur Y^(. ) de ^ÏÏÏ (^ çue :

(25) l'application Q X G' ——- C
(a)^)^Y,(S;)

soit mesurable pour la mesure dco, d^.
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(26) lorsque (o ^ane, les normes des multiplicateurs Y^(.)
sont (uniformément) bornées par une constante C.

(27) La fonction

^ = Xeû Y^) ̂ (")

est localement sommable et à croissance lente. Alors c'est un
élément de 1TC de norme <; C(|^||.

En effet, / et g étant des éléments de 3)(G) ® B et
3)(G)®B', posons

(20) ' _
F(.)=^(.))

y=^, y=^, ^=F./-.
L'identité de Parseval donne

<F-f,g)-f(f^)W, Î(Ç)>^
=/</y(S)H^)^(<o), T^))^.

Les hypothèses du théorème de Fubini étant satisfaites
(d'après (25), (27), (28)) on a :

=/^(<o)^((9(î)Y^), %)^.

Donc d'après (26)

(29) l<F*Ag)l<C||tx|||^Jg|^.

D'où l'assertion.
Les exemples seront donnés plus tard.
Nous aurons besoin de la remarque simple suivante :

PROPOSITION 4.
Soit B un espace de Banach.
Soient Dj (/ = 2 et 3) deux sous-espaces de if'(G) âB, vérifiant(H). \ ) . i

Soit Bo un espace de Banach et . une application bilinéaire
continue :

(30) B o X B — ^ B
(60, b) l—a- &g. b.
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Alors pour tout &o €= Bo, et tout multiplicateur scalaire É. de
^Dg a ?3 pour l'application bilinéaire naturelle:

C x B—^B
(À, î) i-̂  xî

to distribution 60 K, a valeurs dans Bo e5( un multiplicateur de
^Dg a ?3, pour Inapplication bilinéaire (30), ̂  de norme majorée
P^ |&ol |KJ.

Nous allons à présent nous restreindre au seul cas auquel
nous nous intéresserons dès lors ici (voir un autre cas dans le tra-
vail [15]).

l.C. Cas où les Dj sont des espaces IÂ

Introduisons d'abord quelques notations générales concer-
nant les espaces de Lorentz voir ([9]).

On se donne un espace localement compact Q7 muni d'une
mesure de Radon pi > 0. B étant un espace de Banach, par
«fonction» f: Q' -> B nous entendons une classe d'équi-
valence (relativement à p.) de fonctions mesurables au sens
de Lusin.

DÉFINITION 5 (voir [9] par exemple).
1. A la fonction f on associe
— la distribution /** de f définie par:
(31) R+——^R+

^^f-W=\\f\>^

f* (o-) est la [/.-mesure de l'ensemble des points a/ de Q'
où \f{^)\ > a.

— la fonction /** équimesurable à f.

(32) r{t)=mf{t^R+, f.{y)^t\

f* : R"^ —> R4' est continue à droite et a même distribution que f.
2. Pour (ou( çe=]0, + oo [ et tout s e ]0, + °0]? V espace

de Lorentz L^(B) est (33) défini comme V espace des f: Q' -> B
telles que aoo / J_ \ 5 J..\HS

\f\^= (u^/>))-)u /
^r(u))^ <oo.
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On sait :
— que ces espaces sont quasinormables (voir Kôthe [12])

en ce sens que l'application

L^(B) —^ R+
f^\f\^

a les propriétés d'une norme, sauf la propriété concernant
l'inégalité triangulaire, qui est remplacée par ceci :

3C(^), Vf et geL^(B), l/'+gl.^C^d^+l^).

(Cette « quasi norme » définit naturellement une structure
d'evts sur L^(B).)

— que pour q et s > 1, les espaces vectoriels topologiques
L^(B) sont en fait normables et complets (ils sont isomorphes
à des espaces de Banach);

— que si l'on fait s = ç, L^(B) est isomorphe à l'espace
de Lebesgue L^(B) des classes de fonctions f: û' -> B telles
que :

(34) |/V== (/̂ , \fWd^')V< oo

— que L^ est « une fonction croissante de s » ; en ce sens que

5, < s^ ̂  L^( , B) -^ L^(Q, B)
— que L^ intervient très naturellement dans les applica-

tions de type faible (telles qu'elles sont définies par exemple
dans [33]).

Adoptant les notations du § 1 B, et faisant dans les défini-
tions ci-dessus Q' = G muni de la mesure de Haar dx :

(35) — nous faisons dorénavant F hypothèse : Tî^ réflexif
(36) — nous poserons toujours

Da = L^(G, B^), Da = L^(G, B,)
avec l<;p<<oo, l<<ç<oo.

(37) Alors, on sait qu^alors î)^ est réflexif et que son dual

est L^(G, Bs) avec -t + 1 == 1.
q q

/ A 1 1 \( De même on pose — 4- — == 1. )
\ P P }
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Nous appellerons cellule de G tout ensemble de points x
de G dont les coordonnées x1 sont telles que

(38) C1 < \x1 - 4| < C'1 i = 1, . . ., n

où les 3n constantes C1, C71, XQ dépendent de la cellule.
La théorie de Vinterpolation des applications linéaires (voir

par exemple [4], [17]) a d'importantes applications concer-
nant la théorie des multiplicateurs. On utilise surtout les deux
théorèmes suivants :

THÉORÈME 1 (Version de Hunt du théorème de Marcin-
kiewicz : voir [9]). — Soient (Q7^) et (Q'V") deux espaces
localement compacts munis chacun S une mesure de Radon
positive (pt/ ou pi"). Notons L^ÇÛ' B) l'espace des fonctions
étagées tî' —^ B muni de la topologie induite par L^Q', B).
Alors si pj, Çy, rj (/ = 0, 1) sont des nombres tels que :

Pô ̂  Pi? îo ̂  ?i?
Pj et Î^JO, +oo[, ^]0, +00]

et si T est une application linéaire continue:

L^Q^B^-^L^Q'^Bs);

alors Vs e ]0, 4-00], posant pour tout 6 e= ]0, i[

1 ^ 1 - 9 9 i ^ 1 - e | 1
Pe Pô Pi' îe îo îi

o/z a une application linéaire continue :

L^^B^L^Q''^).

at est encore vrai si on suL'énoncé précédent est encore vrai si on supprime les tilda.
Dans le cas où Q' == G, le théorème est encore vrai si L^
représente seulement les fonctions combinaisons linéaires
finies de fonctions caractéristiques de cellules, ou même d'un
certain type de cellule (voir § 2, lemme 1). L'intérêt de rempla-
cer L^ par LW est que dans l'énoncé du lemme de Riesz
( § 2 ) on n'a que des sommes finies qui interviennent (on
compensera par la suite cette restriction par prolongement
continu).
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Une classe importante de convoluteurs est donnée par le
théorème de Young, ou mieux le

THÉORÈME 2. (0. Neil, voir [23]). — On se donne (7).
p, g, r étant des nombres tels que

(39) A. + J- = i- + 1,
r p q

Y t^°'1]' l-e](u^

afor^ OM a une application bilinéaire continue

(40) LrK(B,^LW-^L<">(B,)

(41) donc a fortiori si q ̂ , p on a:

(42) L-fB^LW^LTO.

Dans le cas scalaire ceci entraîne le lemme de Sobolev :
j[

La convolution par —— envoie L^ dans L^ sir Ly \nfam
1 1 1

(43) — + — == 1 + — (a, p et ç > 1 avec ç > p).

En plus de ces 2 théorèmes importants nous utiliserons les

Remarques.

1° Dans une première étape (inégalités de Calderon-
Zygmund) on va considérer des distributions Key(G)§Bi
définies par des fonctions localement sommables (à croissance
lente). On voit (par régularisation) que pour de telles K :

(44) la définition 2 est équivalente à la définition corres-
pondante obtenue en remplaçant 3)(G) (g) Bg par les fonctions
(étagées) sur G qui sont combinaisons linéaires finies (à coef-
ficients dans Bg) de fonctions caractéristiques de cellules.

Ensuite, dans les applications, en utilisant les inégalités de
Calderon-Zygmund et la fermeture de la boule de G dans
tf^G^Bi, on en déduira l'existence de convoluteurs qui ne
sont plus des fonctions.
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2° Pour tout ^o e R"» l'application

LW —— MBa)
A.)^-^0.^.)

est une isométrie.
Donc, la translation de S;o opérant dans 3^ :

A.)'—^o+.)
est une isométrie. Donc si El est un multiplicateur (de L^G, Bg)
à L^(G, 83)) alors Él(^o + • ) est encore un multiplicateur
(de même norme et de même type que K).

3° Mieux, dans le cas où Bg = P(H) = 83 et Bi === Z°°, si :

K(^) == (K^)),ez

est un multiplicateur dans SLP{G, P(H)) pour l'application
bilinéaire (11) où Bi == C ; alors, quelle que soit la suite E;o
de points de G, la fonction :

p __ 700

S ̂  É:,(% + ^)

est un multiplicateur dans S^L^G, ^(H)).
4° Se donnant (6), on suppose qu'une distribution Ki :

G -> BI est un convoluteur du type :

L^, B,) -> LP{R^ B3).

Notons ^ == (a;i, . . ., ^n) == (n;i^) le point courant de R^.
Si ç est une fonction quelconque de 3)(G) (g) Bg, on a :

X^R^I^eG1^! ~ ^ ̂  î^ ̂  p^ ̂  Cf^X^Pdx^

En intégrant par rapport à x chaque membre il vient que

|(K^5).9|<C|9|,.

où S^c représente la distribution de Dirac concentrée à l'origine
de R^"1. Donc Ki0^ est un convoluteur du type:

MR", B,) -> LP{R\ B^.
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2. INÉGALITÉS DE CALDERON-ZYGMUND.

Ces inégalités jouent un rôle essentiel dans la théorie.
Suivant Jones ([10]) nous introduisons certaines

fonctions numériques t —> ^jÇt) (/ = 1, . . ., n) défi-
I nies sur R4'. Chacune d'elles est supposée continue,
I croissante (strictement) de 0 à + °° lorsque t croît
de 0 à + 00? e^ telles qu'il existe une constante
€3 telle que

(45)

V^R+ î^<c7t K ? $,(<) <L3-(46) V/ = 1, . . . n,

On considère dans ce paragraphe, la convolution des dis-
tributions vectorielles (définies sur R" = G, à valeurs dans
BI, Bg ou Bg qui est associée à l'application (6).

THÉORÈME 3. — On se donne des nombres r, py, qj (/ == 0
ou 1) tels que

(47)

1 , 1 , , 1 ,
T^^ï ^?1

1 1 1
0<-L et —<1 ; — — = 1

'9 i r Pi
1 1

0 < —— et — < 1.
Pô îo

1/9

/ 1 1 Y

'1<pi- 'qi-^
1 1 \

-o(fe'qo->
^1/P

T^
^

(48) K est une fonction localement sommable G —> Bi 6t
à croissance lente qui est telle que

1° 3Ci > 0 et A e N tels que pour tout y e Q^A on a Vf s Z

(49) XeOVQjK^-^-KW^C,
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où Q^ désigne Vl e Z, l'ensemble des points x de G ^5 çue

(50) |̂ ,| < ̂ .(2Q pour , - 1 . . . n.

2° L'opérateur K* envoie l'espace des fonctions étagées
R" -> Bg muni de la norme de 1>(G, Bg) daM5 ]>°°(G, 83) et sa
norme est inférieure à Co.

Alors, posant pour tout 6 e ]0, 1[

(5i) J-^1-^!, l^1^^!
Pe Pô pi ?e ?o ?i

K* définit pour tout s e [0, + oo ] im^ application continue
de L^ (G, B^) daM5 L^(G, 83).

(52) £)e pZu5, il existe une majoration de la norme de cette
application en fonction de n, jo,, q^ 0 . . . $1, Co, Ci . . . mais
ne faisant pas intervenir K.

Commentaires.

— Pour ^{t) = ... = $/() = t, le théorème 1 est équi-
valent à la version vectorielle donnée par J. Schwartz (voir
[27]) du théorème de Calderon-Zygmund.

— P o u r î\(t)==: ... ^^t)= t, le théorème 1 est équiva-
lent à une version vectorielle du théorème de Arnèse ([!]).

Preuve du théorème 3.

Elle s'effectue en 4 étapes.
— Dans une première étape préliminaire on établit l'exis-

tence d'une suite doublement infinie P/, de partitions de

G+ = la partie positive de G = R"
= les points x == {x^ . . . x^) de R" de coordonnées > 0

en cellules ayant certaines propriétés.
(Ceci correspond au § 4 de [11].)
— Dans une deuxième étape préliminaire on établit une

certaines écriture et certaines inégalités relatives à certaines
fonctions de L^G, Bg).

Ceci correspond au lemme de Riesz tel qu'il est énoncé par
Stein dans [31].

— L'étape essentielle est la 3e qui consiste à établir que
K* définit un opérateur continu d'un sous-espace vectoriel



SUR LES MULTIPLICATEURS DANS 3?L^ 51

dense dans L^G, Bg), muni de la topologie induite, dans
L^G,^).

— L'étape terminale consiste à appliquer l'extension donnée
par Hunt du théorème de Marcinkiewicz (voir [9] en général
ou [33] tome 2 et [4] dans des cas particuliers).

2.A. Première étape.
Construction d'une suite de partition P^ de G+.

La méthode de Jones (§ 4 de [10]) permet de démontrer le

LEMME 1. — On se donne n fonctions <I\- : R+ -> R+ telles
que (46).

Alors il existe une suite doublement infinie (Py)vez de parti-
tions de G+ en cellules telles que :

1. Les cellules (égales) de la partition Py sont délimitées par n
séries d^hyperplans équidistants adéquation

(53) — pour v == 0

x, = ?,(1) avec l e N, i = 1, . . ., n

(54) — pour v < 0

i^ (i)'A ... iry, \± , -, . .
xi = k^ ki avec l e Nî l == ^ • • •^/q . . . /^

(55) — pour v > 0

x, == ̂ .. (l)/ci ... k1, avec l e N, i = 1, . .., n

les nombres k1, étant entiers et tels que

(56) 1 < k\ < [2 Ça].

2. Çueî gu<° 50^ rentier i e= |1 . . . n\ la longueur d^ des arêtes
parallèles au Ie axe de coordonnées de cellules^ de la partition Py
est compris entre

^W et (P^).

Donc les partitions Py de G+ sont de plus en plus fines
(resp. grossières) lorsque v -> — oo (resp. + oo); les cellules
de la partition Py sont toutes égales et « sensiblement » sem-
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blables à la cellule Qy d'arêtes ^-(2^; et Py_i se déduit de
Py en divisant chaque cellule de P en au plus [203]" cellules
égales.

Figure pour G == R2

Démonstration.

cellule de PO

a) Le lemme est évident pour <I>i(t) = • • • <!>„(() = (. On
part de Pc définie par les hyperplans x^ == n puis l'on définit
P-iP-a . . . en divisant successivement chaque arête par 2
puis P+iP+2 . . . en doublant successivement chaque arête.
De plus quels que soient v et v' les cellules de Py et Py' sont
semblables puisque ce sont des cubes d'arête 2^ Pour passer
de Py à Py-i (resp. Py à Py+i) le rapport de dissection (resp.
de multiplication) de chaque arête est toujours égal à 2.
Il n'en sera plus de même pour des <I\ quelconques.

&) La démonstration ci-après transpose la démonstration
de Jones (relative à v ̂  0 et ^(^ ̂  • • • ^nW == ()- La parti-
tion Pô est définie par les hyperplans d'équations x^ == ^(l)
avec l e N.

c) Pour définir Pi, P g , . .. il suffit d'après (57) de définir
par récurrence la suite des nombres /Ci . . . A*v .... Pour tout
v ̂  0, d^ . . . d^ désignant les dimensions des arêtes de chaque
cellule de la partition Py.

Py est définie par les hyperplans x1 = ̂ (l)^ ... k^,
i = 1 . . . n
avec

(57) k' - r̂ ikl ~ iw
(où le symbole [x] signifie : partie entière de x)
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et w^K1-^)-1^}(58) ^ = [(^)-1 .. • (At

On a /c;i ̂  1 car si l'on suppose k[, .. . /c(, ̂ . 1, il vient :
d)/9v+i\

(69) (ti)-' ... (fct)-* 'î '

,^1^...(.,)-,^)^

> (̂ •v)-1 [- -]
_ $,•(2V+1) > 1 d'où /c',i > 1.~^w^ +1

On a pour tout v ̂  0 et tout i ==?= 1 . . . n, /Cy+i ̂  (2Co) car :

,^ W _ ^n-i
^.(1)(60) (/cO-i ... (^)-i -^- = {k^ (À-D-i ... (/cQ-i ̂.̂ -1 W)w

-]+l<(/c0- l(^+l)<2.< (^)-1 [-
D'où
(61) k^ [ ô.('2v+l'î
(61) k^= (/Ci)-l...(/c0-l^y-'j

' <[2^-)]<P^•
De plus (60) prouve encore que

(T) ^9^1^^^^2
d\(62)

car
(63) ^ = /ci ... ̂  ̂ (1) (et k{ > 1).

Ceci entraîne le 2e du lemme.
De même (61) entraîne le 3e du lemme.
d) On définit de même P_i, P_a, ... à l'aide des nombres

/cL-i . . . /cLy . . . tels que

u - r ^ w i'-1 - b.(2-i)J
/CL. = [(/cL,)- ... (/cL.)- ̂ ].
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2.B. Deuxième étape.
Lemme de recouvrement de Riesz.

Notons L^G^ Bg) l'ensemble des fonctions étagées :
G4" -^ Bg qui sont combinaisons linéaires finies de fonctions
caractéristiques de cellules de l'une quelconque des partitions
Py (associées par le lemme 1 à la donnée de fonctions ^
telles que (45) et (46)). On a le

LEMME 2. — Pour tout s > 0, toute ueLl{G+, Bg) peut
s9écrire :

(64) u=^+ S ^
J et fc=i

(cette somme double étant finie d'ailleurs).
Cette décomposition étant telle que:

(65) • Mi + S K-.li < 3 MiM
(66) • Pour tout ^eG+, on a \v{x)\ < ^Cg]^.
• Les w^ ont des supports contenus dans les cellules disjointes

ïjk de l'une des partitions Py, et ont une intégrale nulle. Soit:

(67) f^)dx=0

(68) ^JkW =0 Si X ^ ïjk

(69) . S I^K'1'11-
j,k S

Preuve du lemme.

Comme les cellules de Py deviennent arbitrairement grandes
lorsque v -> oo, il existe un v tel qu'une cellule Q de Py donne
lieu à :

u nulle en dehors de Q,
1

et _ ( \u(x)\dx^s.
l^l JxGQ

-> Appelons lu ... L^ les cellules de Pv_i contenues dans Q
qui donnent lieu à

(70) J-, f \u(x)\dx^s.
|liy| Jxei,j
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Alors

(71) sjlj < f^ \u(x)[ dx < /^ \u\{x) dx
<^|Q|<[2C3]^|Ii,l.

Je définis alors la restriction de v à I^ par

1 ^(72) v{x)=—— ( u(y) ch/(== constante donc) pour x e
\llk\JxeI^

1k

et je définis (v^ à support dans 1̂  par:

/7o\ ^ /^ _ u(x) - v{x) pour a; e 1̂(73) ^,(a;)- Q^^^

—> Considérons les cellules de Py_i contenues dans Q, diffé-
rentes des cellules In . . . Iiy ci-dessus. Appelons

^l? l22 • • • ^j • • •

les cellules de Py-a contenues dans l'une d'elles, qui donnent
lieu à

Alors...

1 F.— j 1^(^)1 dx ̂  s.
l^jl Jxel^j

—> Après un nombre fini /o de telles opérations la fonction u
est constante dans chacune des cellules ïj^ et des inégalités
analogues à (71) prouvent que cette constante C est telle que

C < [203]^.

(74) On pose alors y{x) = C7 si x appartient à la réunion
des I^fc (/c seul, varie) et ^{x) = 0 si x n'appartient pas à la
réunion de tous les Iy^.
—> Nous pouvons alors vérifier les inégalités du lemme :

(72) et (74) prouvent que

|̂ )| < [2C^s
(72) prouve que

f \^{x)\ dx < ̂  \u{x)\ dx.
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Donc avec (73) il vient

Xel,, K^)l dx = Xel,, K^) - ̂ )1 dx

< Xel,, (1^)1 +\^x)\}dx'

D'où en rapprochant ces 2 dernières lignes

^ei., 1^)1 dx + K^)l ̂  < 3 ̂ Cel., 1^)1 dxs
Jk v*

La relation (69) résulte de (71) par addition terme à terme.

2.C. Troisième étape.

Montrons que K* est telle que :

(75) L^B^-^L^B,)
(/* désignant une fonction étagée : G -> B^, nous noterons en
général f sa convolution par K).

On utilise alors le fait que, quelles que soient les fonctions
g.: G-^83

(76) {i == 1 . . . /c), quel que soit Œ > 0

S , > / C Œ < S |g,l>a|
i=l 6 i=l

(voir notation précisée par (31) ; cela résulte du fait que si la
somme de k vecteurs a une longueur '̂  /cor, l'un au moins de
ces vecteurs a une longueur ̂  o-).

(77) Quelle que soit la fonction ueL^G, Bg) de norme
<; 1, désignant par i^ (i ---= 1 . . . 2") la restriction de u à
chaque portion de G (analogue à G^) limitée par des hyper-
plans x^' = 0 (/ == 1 . . . n)

II s'agit de vérifier que

3C, Va- > 0, Vu vérifiant (77), ^ ù, > (T < -c-.
i=i tj

Vues (76) et la symétrie de la figure, il suffit de montrer
r

3C, VŒ > 0, Vu à support dans G+ vérifiant (77) |û| > ŒJ < — .
Œ

A une telle u, nous appliquons le lemme 2.
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Posant w = ^ Wjjc et appliquant la remarque (76) à
Jk

Û = V + ç^?

on est amené à vérifier deux choses

lo A-t-on I p j >Œ| <-c-?
(T

Or d'après les hypothèses (2° du théorème 2)

|p| > ̂ ° < CM,, = C (f^ K^ dx)^

d'où avec (66)
P^I J- i-J-

<C(2[C3]^) ^ |^|f°<C5 ^.
Donc

j_ -__ j_ i_i.
(78) ||^| > (T^0 < C5 ^Œ-1 == C^7' ^Œ-1.

Avant de répondre à la question 1°, étudions le

2o A-t-on \\w\ >(T| <-c-?
Œ7'

Wjjc ayant une intégrale nulle et étant à support dans 1̂
on a

^jkW == fy^^ ~ y^j^y} ̂
Xjjc désignant le centre de la cellule 1̂  et utilisant la notation
(50), on a

L'fc == x^ + Q^A)
donc

(f^^JW^^
^-^Mf.-^,^ - ̂  - 1̂ )11̂ )1 dy^.

Posons 1% = x^ + Q/+A.
On a donc en faisant dans la dernière intégrale les change-

ments de variables
x — Xjk = x ' , y — y^ == y '

et en appliquant l'inégalité de Minkowsky

(X.xjj^)r ̂ r
< f,^ M2/')l ̂  (/̂ Q,, |K(^ - y'} - KCr')!- ̂ )^.
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Donc il vient en utilisant (49)

<c/.eI,J^(î/)l^==cl^ll•

Posons 0 = \ J I^ on a puisque | 0 s 1 J | 1̂
y/c jk

(f^ l̂ ))" dx)1'" < S (^ 1^)1» ̂ .r)1'" < C 2 Mi
j/C

d'où
< 3C avec (65) et (67).

Donc la mesure ! de la partie de ( 0 où \w\ > CT est telle que

ÎT" < (3CY

d'où ||w| > cr| < ! + |0| < (3cy + s-1 d'après (69).
(7

D'après cette relation et (78) on réalise
p

||?|>a| et ||^|>(r|<—
or

si l'on prend s == o'7'.

Applications de ce théorème.
1° On sait que le cas $1 = ̂  = = • • • = = $„ permet de

montrer (voir [7]) que les intégrales singulières définissent
des opérateurs de convolution dans L^ : K étant une fonction
R^ —> C, homogène de degré — n, d'intégrale nulle sur la
sphère unité, continue dans le complémentaire de l'origine,
l'intégrale singulière définie par K est la limite dans ^'(RS)
des distributions (& variant) :

Kg == restriction de K au complémentaire de la boule de
rayon £, qui est centrée à l'origine de R^.

2° Utilisant le 1°, et en appliquant les propositions 1, 2
et le théorème 3 (lorsque <t\(^) == t, V»), J. Schwartz a démon-
tré ([27]) que pour tout espace de Lebesgue L9 (1 <; ç <; oo),
toute intégrale singulière K définit un opérateur de convolu-
tion dans L^G, L^) avec i < p < oo, l'application (6) étant ici :

G x L9 —^ L^
(X, f) ̂  v.
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3° Jones et Arnèse ont donné ([1] et [10]) des applications
du cas $2 == * ' * == ^n a l'équation de la chaleur.

4° Nous allons à présent utiliser le cas où

(^.(f) === t^ pour i = 1, . . . n

(où Oi, . . ., a^ est une collection quelconque de n nombres > 0)
pour démontrer, quel que soit l'espace de Hilbert H, un théo-
rème d'isomorphisme relatif à L^G, H), correspondant à un
théorème de Littlewood Paley (relatif à G == T : voir [18]).
Puis au § 4, nous déduirons de cet énoncé de nouvelles classes
de multiplicateurs dans ^iLP (G, H).

1Nota. — Par erreur, nous avions omis l'hypothèse — = 1
en énonçant le théorème 3 dans la note [16]. 1

3. THÉORÈME D'ISOMORPHISME
DE LITTLEWOOD-PALEY.

Il a déjà été remarqué (voir [14] et [19]) que la démonstra-
tion de J. Schwartz a donné pour G = R, de ce théorème
(voir [27]) s'étend naturellement de la façon suivante à R/1 :
la collection des intervalles {S 6E Q, ̂  < Ç < £2fe+l \ g=±i étant
remplacée par la collection des couronnes kez

(79) Ê, = Q,\Q,_x

où Q^ est l'hypercube :

(80) Q ,=^eR» , V l = l . . . n |$;|<2^.

A présent, utilisant la version du théorème de Calderon-
Zygmund énoncée au § 2, nous allons pouvoir remplacer les
cubes Qy par les cellules Q^ du type suivant

(81) Q,=^R», ^i=l...n\^<2a.k}

où les nombres aj sont quelconques :

(82) 0 < a / < oo.

Les couronnes Êy deviennent alors

(83) E, == Q,. - Q,_i.
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Nous verrons au § 4 que cette extension a des applications
intéressantes à la théorie des multiplicateurs.

THÉORÈME 4 (type Littlewood-Paley : voir [18] et [27]).
— Soit G = R", H un espace de Hilbert, 1 < p < oo, et Ey
les couronnes {de G7 définies ci-avant}. Alors Vespace de Banach
L^G, H) est isomorphe de la façon suivante au sous-espace X de
L/^G, P(H)), muni de la topologie induite, formé par les fonc-

-> ^
Uons g = (gk)kez dont les transformées de Fourier (g) = (g^ez
sont telles que pour tout /c, ^ : G7 ->- H soit une distribution à
support dans E^. Uisomorphisme associe à toute fe L^G, H)
la fonction de L^G, P(H)) dont la j ' composante est latransformée
de Fourier inverse de la restriction fj de f à E..

Autrement dit, yj étant la fonction caractéristique de Ey
et Ky sa transformée de Fourier inverse :

fj=^-f)=^f

on a l'équivalence de normes :
l.

/ r . / +°° \p/2\ p\f\p-(j dx( s i^)i2) ) •
\J xGG V=-oo / /

Suivant J. Schwartz, on interprète cet isomorphisme comme
impliqué par la continuité des applications A et B :

(87) L^(G, H)^ X c-̂  L^(G, P(H))
" B

correspondant à la convolution par la distribution K

(88) G—^ ^^(K,(^)),

pour les applications bilinéaires (9) et (18) respectivement.
Comme ces applications se correspondent par transposition

(voir § 1B), d'après la proposition 1, il suffit de montrer que A
et B sont continues si 1 < p <^ 2.

Il est naturel, puisque le théorème est évident pour p = 2
(Plancherel), d'essayer d'utiliser les inégalités de Calderon-

1 1 1 1 1Zygmund avec —— = — =1, —— == — ==—. Comme ça ne
Pi îi Pô ?o 2

marche pas, on va écrire différemment les opérateurs A et B.



SUR LES MULTIPLICATEURS DANS 3?!̂  61

On introduit alors une fonction <S>o <= ^(G7).

— valant 1 dans Eo
,r.Q^ — à support dans Qi\Q-2
' ) — telle que pour N7 entier suffisamment grand

(voir (103)) on ait:

^eoJ^ri^)l^<oo.

Puis l'on pose pour tout entier relatif l :

(90) W = ̂  . . . S;J = ^o(2-^ ^i . . . 2-^ ^).
(91) Remarquons

V;eZ y^)=^)y^).

(92) Si Pon pose F = 1$, F^ = % ,̂ alors (91) prouve :
1° que l'application A est la composée de deux autres 1

et II;
2° et vue la définition de X, que B est continue si III l'est :

les applications I, II et III sont définies par le tableau ci-après :
(elles correspondent à des convolutions, l'application bili-

néaire correspondante étant indiquée sous la flèche).

les
espaces ->

les
applications

^

L^G, H) ̂  L^(G, P(H)) -> L^(G, P(H))

(93)
W (F*/%

II
il

{ëk)k^——————^———^ {^k*gk)k(11) avec D^ == C

III
"l"00 III

^^W^

(l'application B est la restriction de III à X).
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La continuité de 1 et III d'une part (qui correspondent au
même noyau de convolution F) et de II d'autre part,
se démontre de façons différentes :

— pour 1 et III on utilise le théorème 3
— pour II on utilise la proposition et les remarques termi-

nant le § 1.

Preuve de la continuité de 1 et III pour 1 <; p ^ 2.
Pour tout entier N > 0, introduisons le noyau tronqué

(94) F^ = (FJ,,,^ et ^ = SF\

On remarque que les fonctions

(95) G' —^ G
Ï^W

sont uniformément bornées en module lorsque l e Z ; et qu'en
un point C e G', il existe au plus 3 fonctions ^ non nulles.

D'après le théorème de Plancherel, la convolution par les
F^ (pour les applications (9) et (18)) définit deux séries d'appli-
cation L^G, H)^L^(G, P(H)), uniformément bornées (N
variant) lorsque p = 2.

Il suffit alors de montrer que :

3C>0 et A > 0, V Z e Z , VN, Vî /eQ,

(96) f..^ IF^ - y ) - F^)! àx < c.
En effet:
— le théorème 1 prouvera que les normes des opérateurs

F^ sont uniformément bornées dans IA
— Or ^N ->(? dans ^(G)§P(H), lorsque N -> + oo.
—• Donc 0 est un isomorphisme) Ï^ -> F dans ^'(G)§P,

lorsque N -> 4- °° •
— Et comme (d'après la proposition 2) la boule unité des

convoluteurs d'un type donné, est fermée dans ^(G)§P,
il en résulte que F est un convoluteur du type voulu.

Effectuons le calcul prouvant (96).
Partant de (90) un changement de variable linéaire dans
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l'intégrale exprimant F^ = 3^ prouve que

(97) F^)= 2^0^0(2^,..., 2^)
i=l

Donc

(98)

Or

H a,+ 2 a< )
_ 9 \ J i=i 7 ôFnôF

on;,
^ ( ^ ) = 2 V -1 /-^(... 2^^)

ôa;,

(99) ^(x -y)- F^x) = S - V. Ç ̂  {x ~ (y) .̂^ôFN

i=l JQ ÔXi

On aura prouvé (96) si l'on prouve que :

(100) f ÔFN (^) dx < C 2-̂ '.
J.ceG\Qj <^

(101) On évalue cette intégrale en écrivant

G\Q. = LJ E^
fr==j--H

Tout point x' de E^ a des coordonnées

(2^1, ... 2°^) avec ^ == (^ ... rrj dans Eo.

Pour un tel point x nous avons

(j.^-2--'ôF^
ôa?,

d'où avec (98)
/ +OC

( s

(2^1 ... 2a^J<

( -+-00 2^+SaA/ ^p |2\ 2'
^ 2 ^ ^ ^^^ 2^+a^ ^^ \ ^

f=-oo 0^ /

Je fais dans la sommation le changement

(J02) Ï = partie entière de l + k = [l + k]

soit
^ == l + /c - 6 avec 0 < 6 < 1
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d'où

(103)

PAUL KRÉE

t:(2"—'
<

+00

5
^'==——00

^(.,+^)((-»+9) ̂

ôa;;
(..^Ma,...)

Comme ^^^(G') et a suffisamment de moments nuls par
rapport à l'origine (voir (89)), cela entraîne que F() == â^o

est à décroissance rapide à l'infini et que \x\2^'
aussi grand que soit N7.

ôR
ôrr;

0 est borné

II existe donc une constante universelle C tels que

^TDN
V/c e Z, V^' 6 E,, —- (^)| < C 2

ôrc;

—ka,—k S a,
•/ J=l •/

D'où

(104) f
JE^

ôFN

ô '̂ (^) ^ '<C2
-ka.—k S a ,

^1 1E,[<C2-^.

D'où (100) vu (101).

Preuve de la continuité de V application II de (93).

Au lieu de montrer que K : G —^ l00 est un convoluteur
dans L^G, ^(H)), nous allons montrer que ^ == ^K est un
multiplicateur dans ^L^G, P(H)) relativement au produit
multiplicatif des distributions associé à (II) avec Bi = C.

Pour tout i = 1, . . . n, et tout Y), e R, notons Z .̂ la fonc-
tion caractéristique du demi-espace lieu des points S; e G'
tels que ^ ̂  Y)(.
-> Vue l'application 2 du théorème 3 (voir § 2) et vue la
4e remarque terminant le § 1, Zy^. est un multiplicateur scalaire
dans SŒj^G, P(H)) pour l'application bilinéaire naturelle :

G x P(H) -^ P(H).

-> La proposition 3 prouve alors que t'a = (a^ dans l°°,
la distribution <ïZ^(. ) : G' -^ Z00 est un multiplicateur dans
91f (G, P(H)) relativement à (II) avec Bi = G.
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—> En prenant le vecteur a dont toutes les composantes
valent 1, puis en appliquant la 3e remarque terminant le § 1,
on voit que Vi = 1, . . . n, V suite de nombres réels {^)^zj
il en est de même pour la fonction G' —> l°° dont la ke compo-
sante est Z^ (V/ceZ) .
—> En prenant des Y)? convenables, et en composant 2n
multiplicateurs du type précédent, on voit que la fonction
G' -> Z°° dont la /c® composante est (V/c) la fonction caractéris-
tique de Qfc(G') ou de Qfc-i(G7) est encore un multiplicateur
du même type.
—> D'où par différence l'assertion voulue : la fonction

G —r0

dont la k^ composante est :
7jc = fonction caractéristique de Qk(G') — fonction carac-

téristique de Q^G') est (relativement à (II) avec Bi = C)
un multiplicateur dans ^L/(G, P(H)).

Notons :
Le théorème 4 reste vrai si l'on remplace (V/c) E^(G') par

Ê^G') = Q,(G') - Q^(G7)

le polyèdre Q^G') étant déduit de Qo(G7) = polyèdre de G'
étoile par rapport à 0 (intérieur à ce polyèdre) par une trans-
formation affine du type :

G'—^G'
x i—^ x' avec x\ = Wx^

4. APPLICATIONS DU THÉORÈME
DE LITTLEWOOD PALEY AUX MULTIPLICATEURS (G === R").

Nous considérons à présent les applications bilinéaires :

(106) G x H —^ H
(^ h) ——^ \h

(107) l00 x P(H) —^ ^(H)
((^Jn), (^)J '——^ (^A)n

On sait que les multiplicateurs G' -> G (resp. G' -> l00) dans
3
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9LP{G, H) (resp 9^(G, ^(H)) relativement à (106) (resp. (107)) :
— sont aussi des multiplicateurs dans

9Œ^(G, H) (resp. 3?L^(G, P(H)))

d'après la proposition 1.
— donc aussi (d'après le théorème de Riesz-Thorin) dans

M^G, H) (resp. M^G, ^(H)))
— ce sont donc (d'après Plancherel) des fonctions bornées

G' ->C (resp G7 -> î°°).
Si l'on cherche des multiplicateurs dans SïïL^G, H) relative-

ment à (106), le théorème d'isomorphisme de Littlewood-
Paley nous amène donc à nous intéresser aux fonctions
$ == ($^ bornées G7 —> l00 qui sont des multiplicateurs dans
M^G, ^(H)) relativement à (107) et qui sont telles que
W e Z, ^ a son support dans l'adhérence de la couronne
Ei(G7). Car alors la fonction <D : G' —^ C dont la restriction
à E; est (yl) ^i est un multiplicateur dans ^fLP{G, H) relati-
vement à (106). La remarque précédente est due à Marcinkie-
wicz (voir [21]) dans le cas où G = T" et H = C.

Or, nous avons déjà obtenu des multiplicateurs dans

^(G, Z^H))

relativement à (107) : voir § 2 preuve de la continuité de II.
Il s'agissait par exemple :
1° des fonctions L == (Ly)y : G7 -> Z°° où ÇLj)j est une suite

bornée (de nombres complexes).
2° des fonctions G7 —> l00 dont la /e composante est (Vy e Z)

la fonction caractéristique d'un demi-espace quelconque. En
composant n multiplicateur de ce type, on en déduit que,
V?) = (ïj7)^ = une suite d'éléments Y]7 de G7, Y^ désignant la
fonction caractéristique des points ^ de G7 qui suivent r^'

(c'est-à-dire que V^ == 1, . . . n ^ > Y)^)

alors, la fonction Y^ : G7 -> l00 dont la /e composante est
Y .̂ ( V / e Z ) est un multiplicateur dans SïïL^G, P(H)).

Par addition et intégrations (par rapport à ?)) de multipli-
cateurs de type L ou Y^, nous obtiendrons de nouveaux multi-
plicateurs $ dans 9Œ^(G, P(H)) (voir lemme 3).
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Puis, avec la remarque de Marcinkiewicz, nous en déduirons
de nouveaux multiplicateurs dans ^L^G, H) : d'où le théo-
rème 5.

Ensuite, en considérant des cas plus particuliers, et en résol-
vant une équation intégrale, nous obtiendrons une généralisa-
tion du théorème de Mihiin (théorème 6). Ce dernier énoncé
s'applique en particulier à des fonctions <D : G7 -> C vérifiant
certaines conditions d'homogénéité : d'où l'application annon-
cée aux opérateurs quasi-elliptiques.

4.A. Théorème de multiplicateurs type Marcinkiewicz.

Nous utilisons le lemme suivant dû à J. Schwartz si
G = R ([27]).

LEMME 3. — H étant un espace de Hilbert, notons pour tout S;
dans G', Yç la fonction caractéristique des points YJ de G' situés
après ^, c'est-à-dire tels que Vi = 1 .. . n Y]i ̂  ̂ .

(110) Soit L == (Ly)y une suite bornée {donc LeZ 0 0 ) .
(111) Soit { y - j ) j une suite infinie de mesures bornées G' -> C

dont les masses sont uniformément bornées.
Alors la distribution $: G' -> l00 de composantes <Dy avec:

(112) ^(.)=L,+^,YE(.)^,O;)

est un multiplicateur dans SïïL^G, ^(H)) relativement à (107)
et si 1 <; p <; oo.

Preuve. — D'après (108) on peut supposer L = 0.
Comme toute mesure complexe est combinaison linéaire de

4 mesures positives, on peut supposer que ^j ̂  0, Vy.
Comme il existe une suite bornée b == {bj)j telle que :

Vy (^ = W
Vy, piy est une mesure de masse 1

et comme la fonction constante, égale à b : G' -> l00 est un
multiplicateur dans M/(G, P(H)) on peut se borner à démon-
trer le lemme si

Vy, piy est une mesure positive de masse 1.
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Nous cherchons à montrer l'existence d'une constante C
telle que l'on ait

V/'e^G^^H) si ^=Sf=f
(113) |$.ybLp<C|î|^p.
Il suffit en fait de le prouver pour un sous-ensemble de telles

/", qui soit encore dense dans 1^(0, ^(H)) par exemple, pour les
f = (y^ telles que fi = 0 si i > N où N est un entier fini
(mais arbitrairement grand).

Pour 1/1 ̂  N, la /e composante de $.y est

Jç,eG.^(.)^,(S,)î,(.).

Notons Y^ ^^ le multiplicateur à valeurs dans l00 de
91^ (G, P(H)) pour l'application bilinéaire (107) dont la /e

composante vaut
0 si |/| > N
^ si |/| ^N

On a vu (un § 3 et 1) que :

3C, Vf dans 3)(G) ̂ (H), V^ . . . Ç+;, dans G'
(11^) |Yç_, ... ^ îbLp < C|9J^p avec 9 = 3;/'.

De plus l'application (G')2^1 -^ 3'D'(G, Z^H))

(^ ... î,) -> Yç-,...^y
est continue.

Vu ceci, nous pouvons donc écrire 0l? sous la forme :

(115)

A-«,...Ï+»)6G"•+l(Y?-'••••^•• î) -̂N -̂n) . . . rf(A+N(^+N)

c'est-à-dire comme l'intégrale de la fonction vectorielle
continue bornée

(116) G^+1—^LP(G,P(H)
(^_N . . . ^+N) i—>• Yç_,,.^ y

par rapport au produit des (2N 4- 1) mesures djx_^ . . . dy.+y
définies sur G. D'où (113) d'après (114) et (115).
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Le théorème de Littlewood-Paley (th. 4) et le lemme 3
entraînent le

THÉORÈME 5 (type Marcinkiewicz : voir [27], [2l], [14]. —
H étant un espace de Hilbert, on se donne un système quelconque
de nombres a^ . . . a^ > 0 et on leur associe la partition de G' = R"
en couronnes îLj définies par (81) et (83). Alors toute fonction ^
mesurable bornée : G/ —> C dont les restrictions ^j à chaque
couronne Ey sont données par (112) (Ly, Yç, rfpiy sont définis
dans l'énoncé du lemme 3) est un multiplicateur dans ^L^G, H).

4.B. Théorème de Mihiin.

De même que le théorème de Mihiin (voir [22]) peut se
déduire du théorème de Marcinkiewicz « ordinaire » (c'est-à-dire
du cas particulier du théorème 5 lorsque Oi = ... == a^ = 1)
nous allons déduire de la version donnée ci-dessus de ce théo-
rème, une généralisation du théorème de Mihiin relative au
cas où les coordonnées Ci ... ^ jouent des rôles dissymé-
triques.

THÉORÈME 6 (type Mihiin : voir [22], [19], [27], [14]). —
On considère Inapplication bilinéaire (106) et une collection
(ai . . . aj de n nombres quelconques > 0. Notons pour tout
k e Z Efc = Qfc\Qfc-i ; où Q/, est la cellule :

^eRj^G' ; pour I-I...M |^|<2a^.

Soit ^ : G' —> C une distribution représentée dans le complé-
mentaire de l'origine par une fonction $ bornée telle que

— toutes les dérivées de $ s'écrivant:

(117) W avec l == (^ . . . ZJ L, e |0, 1}

soient continues dans le complémentaire de l'origine.
— toutes ces dérivées sont telles que :

ô^(118) 3C et V / c e Z . o n a f ., ô " , ff l<CJ ô^i . . . ÔHÇ^
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où l'intégrale est étendue aux sous-variétés à \l\ = V [y dimen-
1=1

sions de la cellule Q^, qui sont définies par les n relations

{i = 1 . . . n)
(119) ^=±W si l,=0

|^| < W si l,=L

Alors $ est relativement (106) un multiplicateur dans MAG, H),
si 1 <; p <; oo.

(120) Dans le cas où a^= ̂  == • • • == a^ = 1, l'énoncé de
Mihiin résulte du précédent car

— le nombre des sous-variétés intervenant dans l'énoncé
du théorème 6 est uniformément borné (lorsque n étant fixé,
k décrit Z, et l les muiti indices tels que (117))

— l'aire de chacune de ces sous variétés-varié comme
n

k 2 l,2 i=i ^ y\i\

(121) — la distance [E;| à l'origine de tout point S; de l'une
de ces sous-variétés varie comme 2lc.

Donc, les inégalités (118) résultent des inégalités

|^I|D^)|<C.
Mais dans le cas où l'on n'a plus (120), un énoncé du même
type n'est plus valable car on n'a plus (121).

Preuve de ce théorème.
Soit $y la restriction de $ à la couronne Ey et cherchons à

appliquer le théorème de Marcinkiewicz. Vue (III) et posant:
Y(.) == Yo(.) == la fonction caractéristique des points Y]

de G' situés « après » l'origine (soit Y^ ;> 0) on cherche une
mesure pij, : G' -> C à support dans Ey, telle que : ̂ . = Y * ̂ j.

Or on voit en faisant une transformation de Fourier que Y
est la solution élémentaire de l'opérateur différentiel

D = =
ôSi . . . ôÇ,

d'où D$y = D * Y * a, = § • .̂y == .̂. C'est l'expression expli-
cite de [Ay et l'on voit par un calcul de distribution que
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(Xy == D$y est la somme :
— d'une mesure portée par l'intérieur de ÎLj et de densité

D$,
— de mesures portées par les faces de Ey d'équations

ô"~"1
^ = Cte et de densité ±: ————^————

ô^i ... ô^ .. . ô^

Or les conditions (118) signifient justement que ces mesures
ont des masses uniformément bornées. <& satisfaisant aux condi-
tions du théorème 5 est un multiplicateur.

4.C. Application 8 des fonctions $
satisfaisant certaines conditions d^homogénéité.

Nous allons expliciter un cas particulier du théorème 6.

THÉORÈME 7. — H étant un espace de Hilbert, Oi . .. a^
des constantes > 0 quelconques, soit $ une fonction G7 —> G,
C00 dans le complémentaire de l^origine, telle que

(122) VX > 0; ^ e G' ; ^(X^ ... X<) = ̂  . . . ÇJ.
Alors $ est un multiplicateur, dans S^L^G, H) si 1 << p < oo.

Pour Oi == Og . . . == a^, ce théorème résulte du théorème de
Mihiin habituel (<& est homogène de degré 0).

Preuve.
Tout point ^ de G' est dans une couronne E/,, donc le point

de coordonnées (2"^ Ci, .. .) est dans la couronne Eo.
Or (122) entraîne:

^...^^^-^^..^-^Sn).

D'où il résulte que pour tout muiti indice l avec Z; e |0, I j on a

D^) = (D^)(2-^ ̂  . . . ) 2^ki=lal\

D'où il résulte (118) car :
— d'après (119), la mesure des variétés sur lesquelles portent

n
k 2 a,f,

les intégrales (118) varie comme 2 i=l .
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— comme ^ est continue sur Eo, la quantité

(D^)(2-^ . . . )

est bornée en module par une constante.

Applications du théorème 7 aux opérateurs différentiels
quasi elliptiques.

Suivant [8] partie II chapitre ni ou [2], on se donne une
fois pour toute un système d'entiers m^ . . . m^ > 0. Alors
Va = (ai . . . aj où les a^ sont entiers ^ 0, on pose

|a:m|== S afc-
/c==i m^

Quel que soit le système de nombres complexes (aa)a on peut
considérer l'opérateur différentiel suivant sur R^

®(R^) J^ ®(R^)

y —^ P(D)9 = S ^aD^
|a: m|==l

A P(D) on peut associer :

Po(D) = S ^^
|a:w|==l

(si tous les m^ valent TU, P(D) est d'ordre m et Po(D) est sa
partie principale). / , \ , , „ , ,JL . r r ' . / ^ Mal ^ai+---4-an

Suivant L. Schwartz on écrit D" == ( -— ) ——————— et
\27T,/ ô^ .. . ôr^

la transformée de Fourier de Po(D) est Ç -> Po(S). Si cette
fonction ne s'annule qu'à l'origine de G', P(D) est quasi ellip-
tique.

Si on considère par exemple
Sm.

$/?) = JL/L.
"; Po(Ç)

C'est la transformée de Fourier d'une dérivée m} par rapport
à Xj d'une solution fondamentale de Po(D)).

C'est évident « formellement ». .
C'est évident (strictement !) si ^7^, est localement

°^
sommable sinon, on peut appliquer la version de
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Malgrange (voir [20]) du théorème de division des
distributions en résolvant le système :

Po(D)E = S
D^E = Ta pour a e A

où A est l'ensemble des muiti indices tels que a :
m = 1 et Ta est la distribution de transformée de
Fourier :

Sa
^T __ ^yr»

Po(S)
On a

f ̂ m,W"' ^ ... t^} = -^- = $(ç)
î ^o^;

$ est donc multiplicateur dans ^JLA
Plus particulièrement si l'on considère dans le plan l'opé-

rateur différentiel
(±^\2^(±±\
\2m ô î/ \2m ôrcg/

son symbole est ^1 + Ç|.
Il est quasi elliptique (avec m-^ = 2, m^ == 4) et

^ ^1^1 ^
^î + \Ï Sî + ̂  ^î + ̂

sont des multiplicateurs dans 9\J1 (on pourra s'assurer par
exemple que la version donnée par Hormander dans [7]
du théorème de Mihiin n'entraîne pas ces résultats).

Nota :
1. Les énoncés des théorèmes 3 et 4 de la note [16] doivent

être rectifiés de façon à remplacer ^Ê(H) par C (ou supposer H
de dimension finie) car la transposition des raisonnements
ci-dessus pour des multiplicateurs à valeurs dans Ï(H) (avec
dim H == oo ) ne nous semble pas évidente (voir [27]).

2. Lizorkin ([19]) a donné une version du théorème de
Mihiin relative à des multiplicateurs de M^R", C) à ^L^R", C)
et a démontré cette version pour n = 1.

La preuve pour n > 1 (même si p === q) ne nous semble pas
évidente.
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5. VERSION DE HORMANDER DU THÉORÈME
DE MIHLIN.

L'avantage de cette version (voir [7]) sur le théorème de
Mihiin (voir [22]) est qu'elle nécessite des hypothèses de
dérivabilité « homogènes » par rapport à toutes les variables
(ce qui peut être intéressant dans certaines applications :
voir § 8 par exemple).

En utilisant l'extension donnée au § 2 des inégalités de
Calderon-Zygmund et des majorations que nous a signalées
G. C. Barozzi (que je remercie vivement), nous allons suivre
pas à pas la démonstration de Hormander de sa version du
théorème de Mihiin pour donner un énoncé plus général.

THÉORÈME 8 (voir [7] si mi = m^ = = . . . = = m^ === 1). —
On se donne n nombres entiers m^ . . . m^ > 0 et Von pose pour
tout k s Z

(123) Q^^eG^R^, |!;, |<2^==l...r4

E. = Q.\Q,-i, p. = S JL

i=im^
Pour tout muiti indice a == (a^ . . . aj, on pose

^1_+ ... +^L-=|a: m\.
mi m^

On se donne un nombre x > -|— et de la forme -i-3- + • • • + —n-2 mi m^
(les pi entiers ^> 0). Et Von suppose que:

3C, Va avec |a:m|<"x V /ceZ
on a

(124) f |21-l(D^)(S)|^<C
JÇ€EA ^ ^

où f est une fonction bornée: R? —> G. Alors pour tout

P ^ ] 1 , + Û O [ ,

/* est un multiplicateur dans ^L^G, H).
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Prewe. — On prend une fonction 0 dans ©(G7) valant 1
dans Eo, à support dans Qi\Q-a et posant

^)=^(2"^...2~^)
puis

•w = -â -̂
s »,

^=——00

on en déduit l'existence de la suite $y telle que :

^j a son support dans Qy.̂
et

2 ^)=i si ç^o.
Posons

/, == ,̂, g, =9f,=9f.m,
FN= S ^ G.= S g,.

IJ'I^N jjl^N

Les multiplicateurs FN définissent un ensemble borné d'appli-
cations linéaires continues de S^L^G, H) d'après le théorème
de Plancherel. Ils tendent vers f dans a7 (G', G) lorsque

N->+ oo.

Donc, d'après la proposition 2 et le théorème 1 il suffit de
montrer :

(125)
3C' v/c' XeGSQj^-^-GN^IA^C Si yeQ,.

A cet effet nous utiliserons deux lemmes.

LEMME 4 (G. C. Barozzi). — L'intégrale

(126) 1= f dx
J xe/.6R» S ^2a

l<X:m|^/.

1 " 1 Ulconverge si ̂  > — ^ — == -^-
^ ,̂ :i 771. ^
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Et dans ce cas on a la majoration:

dxf. < C 2^~2x).(127)
^ S ^

|a:7ni^7,

Preuve. — Posant m = min m, on introduit sur R" la dis-
tance

\x\^ = max 1̂ .1 m .
m,

Posons si p > O B ( p ) = ̂ ; xe G; |̂ .| m < p; / = 1 . . . nj .

On a par exemple B (2m) = Q^.
Notons que B(p) est l'ensemble des x e G tels que \x\^ < p

et que le volume de B(p) est Cp^.
D'où

ç r p^-^p.{ dx
<

1
dx

^ J^ 1 + Cp2^<tQ, S a-2"
|a:m!^X.

x^11 + n ^(6J
y=i

C.Q.F.D.

LEMME 5 (variante du théorème de Bernstein). — On se
donne n entiers m^ . . . m^ > 0 et Von pose V/ e Z

Q,= ^^eRj^G- , |^|<2^S i=l . . . ^ ^ .

AZors iZ existe une constante C ^Me que pour tout j e Z (ou(
A- == 1 . . . n, et toute fonction g : R/1 -> C dont fa transformée
de Fourier f a son support dans Qy on a :

(128) ^| <C2"t|gl,.
^(cll

On prend une fonction T de 3)(G') valant 1 sur Qo et l'on pose

¥,(Ç)=Y(2-^^...2-''•L»0_
g,==^.)=gï(^)=^.,^.

d'où

^^- <|^-|x.^-^,|.o^ i o^ [i
ô^
ô.»l
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Utilisant l'expression de —^T. en fonction de ¥,. et cmelcruesôn^ 7 1 1
changements de variables, on obtient l'inégalité cherchée.

Preuve du théorème 8.
La formule de Leibnitz donne :

D^D^/^'^i...))
= ̂  2-^-l(D^)(^)(DP$(2-^ S, . . .))( a \

D'où avec les relations de l'hypothèse

1= Ç S I^^ID^p^
J çeQ^i\Q^-i |a: m|^/. 2•/^

<C r ^ 2^a:ml~lP:ml)(DT/t)(Ç)D^(2~^^ ...)|2-S-.
J |a:m|<7. 2^

„, . P-^-a
Mais avec

N \2 / N \ / N/ N \ 2 / N \ / N \

(5^.)) <(s N2)^ l^-l2)
\i=l / \i==l / \y=l /

il vient

<C S f 2^-l|(DT/-)(^||<C.
lï: "K X. ^ÇeQ^i\Q^i 2,^

On a donc (avec Parseval) :

(129) F S ^-^gjW^-^C.
J xGG |a:m|^y. ^•'r

En utilisant l'inégalité de Schwarz, nous allons déduire
de cette inégalité deux majorations :
d'abord

f \gj\- f ( 5 2^-l:r2-lg,(^—————dx————,
JxeG ^6G\|a:»|^ ; , ^ 2%/)a:m|3;2a\2

\|<X:m|<7. /

dx \J

f.< 2^
^G S 2^a:ml.r2a

|a:m[^y.
1

(130) < / F ^/ ^V<C d'après le lemme 4
^ i/ a'GG ^^ iZ* ^
\ !a:7n|</, /
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Ensuite (même méthode, en utilisant le lemme 4)

dx'(131) r ig,i < / r
^x^Qi \ J x'

2 < 2'+^-x).
^Q,'^1 < U^Q,., S ^2a

\ \a:m\^t, i

Nous pouvons déduire de ces 2 majorations des estimations de

J = ̂ <tQ^ lê^ - ̂  - ë]{x)\ dx si y e Q,_i.

Une majoration facile se déduit de (131)

\^\ <f.^W\ dx +^,Q,I^)I dx < C 2'+y^~x).

Une autre s'obtient en partant de (te [0, 1])

r1 d\êj{x - y) - gj{x)\ = j ^ g/a; - ty) dt

< S ri^l ̂ ^ - t y ) dt
t=l J 0 Q^Afc=l ^0

d'où

J< ff S l2A
J»y(e[o,l] /c==i

a;eG

ôâz
ôrci,

(rc — (î/) dt dx.

Appliquons alors le lemme 5 et (130) en supposant / <; — l.
Si m' == sup m^ il vient

n j + l 1±1
m'J < S 2 ^ < M 2 7 » ' .

k=l

Ces 2 majorations de J prouvent que

/̂ Q, 1^ - 2/) - G^(^| ̂

<C J ^|g,(a;-î/)-g,(o;)|^
y=-oo^ z±^l 1±1 00 ^,/-»._y\

<C S ^"^CS 2 v 2 ^^ C.
J+l

Nota: L'énoncé et la démonstration du théorème 8 se trans-
posent à des fonctions 0 : G7 -> Ï (H, K), K étant un espace
vectoriel de dimension finie.
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6. TRANSPOSITION DES RÉSULTATS PRÉCÉDENTS
SI G=T\

Dans ce paragraphe, nous cherchons à voir ce que deviennent
les §§ 2, 3 et 4 si la lettre G ne désigne plus R" mais T".

Évidemment G' désigne à présent Z".

Inégalités de C aider on-Zygmund.
Donnons-nous un système de n fonctions

($,),^,,:R+->R+
telles que

(132) ^,(2-1) = 2-1

et vérifiant (45) et (46).
On pose toujours pour tout Z e Z

Q^ = [x = {x1 . . . x^ e R"; |̂ .| < $^) i = 1 . . . n}.

Tout point 6 e T" a des coordonnées 9i . . . Oy» et l'on va suppo-
ser toujours 6,e ] — 2-1, + 2-1].

Considérant l'injection

T"<—^R"
e^(o,...ej

on peut considérer T" muni de sa mesure de Haar d!6 comme
une partie de R" : les partitions Py et R" (où v décrit Z) associées
par le lemme 1 à la donnée des (<I>^=i_^ induisent sur T"
des partitions Py de plus en plus fines lorsque v -> — oo.

v décrit à présent l'ensemble ( — 1, — 2, . . . j que nous
notons Z(G).

La transposition du théorème 3 s'effectue ainsi :
— on se donne n fonctions <&1 vérifiant non seulement

(45) et (46) mais aussi (132).
— au lieu de la famille (Q^ez de cellules sur R", on considère

la famille (Q^) avec

^Z(G)= ^1,-2, . . . j .
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La transposition du lemme 1 s'effectue comme suit :
— G4" est remplacé par T"
— Les fonctions <t>7 vérifient (45), (46) mais aussi (132).
— L'ensemble que décrit l'indice v n'est plus Z mais Z(G).
— Les 3 séries de relations (53), (54) et (55) sont remplacées

par les 2 séries suivantes :
pour v = — 1 Oi = — 2-1 + l avec ; e |0, 1 \ et i = 1. . . n

pour v ̂  — 1 9i == — 2"~1 + i~————1~ avec
rf_g . . . n'y

l e |0, 1 . . . À-Lg . . . A*^ et i == 1 . . . n.

Z)an5 Z<° lemme 2, il suffit de changer ainsi la première phrase
de son énoncé. Pour toute ueL^G, Bg) et tout s >> \u\^
on a...

(En effet, le procédé de récurrence donné pour rechercher
les cellules 1^ ne peut pas démarrer si l'on n'a pas |u| ̂  s.)

La troisième étape de la démonstration du théorème 3
Cse transpose donc et aboutit à: |p| > o-| et ||w| > <j\ ̂ -7-

mais avec la restriction o- ̂  1.
Mais ces relations sont encore vraies, même si (T ̂  1 puisque

bien sûr
|p| > a" et ||w| > cr[ < |G| == 1.

Dans la transposition du théorème 4, on supposera

(133) ^(()== ... ==^{t)=t.

Sur G7 == Z", on considère les cellules
_ (S ^ yra Vî _ 1 y» I? l <^ 9 1 ?f — ^ Ç G Z, , VZ' — 1 . . . M, |Çi| ̂  ^ ^ .

Q_i se réduit à l'origine. On considère seulement les couronnes

Q,\Q,-i pour ,e|0, 1 , . . . |E;=17 ( Q - i = Î O ^ pour /=-!.

La démonstration du théorème 4 ainsi transposé pour
G == T" nécessite un calcul car il faut trouver l'analogue des
fonctions régulières ^ de la démonstration du théorème 4 :

Suivant Igari (cas n = 1) introduisons des noyaux de Féjer.
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Pour tout entier l > 0 et tout point 9, du tore T, posons :

fi{^i) = noyau de Féjer d'ordre l
1 si l = 0

(134) == sin2 ^9, , , .
————l pour Z = ^ 0( sin2 Ti9; /

{fi a un graphe triangulaire qui est linéaire entre (— f, 0)
et (0, ;)). Posons

(\ V^ L /A ^ 9^ ^A \ ^ /A \ sln2 2^+l-I^9i — sin2 2^9,(ldb) hi(^) = 2/2^i(9J — /2/(9;) == — — — ; ————l

Z sin" iTg^

(^ a un graphe en trapèze et a son support dans

l ^eZo |^| < 2^ p.

Pour tout entier l ̂  0, introduisons la fonction suivante
sur T":

(136) G,(9) = Ù W pour 9 = (9, . . . 9J e T-
y^i

(G^ a un graphe en tas de sable et vaut 1 sur Q^).
Le noyau de convolution cherché F = (F^) est défini par

(137) F,(«)= G'W-G-W '• i>o
CTo(9) si ( = 0 ou — 1

(Fi vaut 1 sur E^ et a son support dans Q^_i\Q^_i).
Introduisant comme dans la démonstration du théorème 4,

les noyaux tronqués ¥^ de composantes F^ si — 1 <; l ̂  N
et 0 si l > N ; et effectuant les mêmes raisonnements, il faudrait
vérifier (96). Ou même, d'après (137), il faudrait vérifier (96)
où l'on a remplacé F^ par G^

En commençant le calcul comme précédemment tout point
97 de G = T" venant dans une certaine couronne E^ de T"
on écrit

(138) 9' = 2^9 avec 9 e Eo

il suffit de vérifier que

(139) ÔGN(9/)|<C2-^+1).
ô9,
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Pour prouver (139) nous allons utiliser les 4 majorations sui-
vantes

(140) IWKCj^21
)-'10,|-2,

d/t,(e.)
dô,̂ ^c 22^

ie,|-3

(Les majorations par C 21 et C 221 s'obtiennent en considérant
A( comme somme de son développement de Fourier; les
2 autres majorations s'obtiennent à partir de l'expression
explicite (135).

Or (136) donne

T = (n w) ̂  ̂W{ \,'^i 1 rfOj

Donc
ôG^e)

ô9i < S
<=—1
—k

n iw)i2
C^t

< S + 2
f==—l ^=_(fc+i)

d'où avec (140)

—k

< C S 22<ra-ly+4/ + C S 24^-<n-l)<2^+4fc) < C 2-2<n+l^
f==—l <=—(k-H)

L^ lemme 3 se transpose naturellement.

Le théorème 5 correspond à ceci.
H étant un espace de Hilbert, considérant G = T71; on

considère sur G' = Z" les couronnes

Q, = ̂  6 Z" V^ = 1 .. . n \^\ < 21} pour Z = - 1, 0, 1 ...

On a d'ailleurs Q-i = |0 j .0na sur G' la partition G' = UE,
avec

la couronne Q;\Qf-i pour l = 0, 1, ...
Q_^ si f = — 1.E,=

Alors toute fonction <t> bornée : G7 —>• C, dont les restrictions
<Dy à chaque couronne Ey sont données par (112) est un multi-
plicateur dans ^(G, H).

C'est une formulation différente (si H = G) du théorème
déjà donné en 1939 par Marcinkiewicz (voir [24]).

On ne peut pas transposer les théorèmes 6 et 7.
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7. TRANSPOSITION A 0=2".

Il est commode de se représenter G == Z" comme une partie
de R" : celle formée par les points de coordonnées entières.
G4' représente l'ensemble des points S; = (Ç1 . . . S;") de Z"
dont toutes les coordonnées y sont positives.

Nous nous donnons n fonctions <î>1 . . . <I>" vérifiant (45),
(46) et telles que

(141) ^(2-1) = ... ^"(2-1) == 2-1.

Le lemme 1 se transpose de la façon suivante
L'indice v décrit au lieu de Z :

^-1,-2, . . . | =Z(G).

Les relations (54) sont supprimées.
Le lemme 2 ne nécessite aucune modification (noter que

lorsque la cellule Q se réduit à un point XQ

1 C-^ \ \u(x)\ dx ̂  s s'écrit l^(^o)| ̂  s ) '
1^1 Jx€Q

Le théorème 3 est vrai à ceci près : il faut seulement considérer
les cellules Q^ avec Z e Z == |0, 1 . . . j .

Idem pour le théorème 4 (on suppose toujours (141)).
Les couronnes Ey sur G' == T" (considéré comme une partie

de R" : voir § 5) sont de la forme Q,\Qy_i
— pour / == 0, — 1, — 2, . . .

Q,= |eeT7 1 , (e,)<(W; i = i . . . n } .

Transpositions évidentes pour les théorèmes 5 et 6.
Le théorème 7 s'énonçant ainsi :
Soit H un espace de Hilbert ; Oi . . . a^ des constantes > 0

quelconques. Soit une fonction T" —> C continue dans le complé-
mentaire de l'origine telle que

vx e: ]o, i], ve e Eo, $(^ 9i ... X0" ej = $(61 ... e^).
Alors ^ est un multiplicateur à valeur dans ^(H), dans

M^(G,H), si l < p < o o .
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8. APPLICATIONS DE I/INTERPOLATION.

Nous utilisons les résultats concernant l'interpolation des
applications linéaires ou bilinéaires par la méthode des espaces
de moyenne (voir [4], [17], [24], [25]) (A,), avec / < = ^0, I j
désignant un couple d'interpolation d'espaces de Banach,
6 es ]0, l], et p^ e [1, + °0]? conformément à [24], l'espace
noté S(po? AO, — 9; p1, Ai, 1 — 6 ) dans [17] est noté ici

avec
(Ao, AjQpg — (Ao, Ai)

1 ^ 1 - 9 _e_
P6 PO Pi

Nous nous limitons à la considération du cas scalaire

(Bi = B, = 83 == G).

1° Notons jllb(G) l'espace des mesures complexes bornées
sur le groupe G(== R", T" ou Z") : c'est l'espace des convolu-
teurs L^G) -> Li(G).

Nous avons donc deux applications bilinéaires continues
(naturelles)

L^G') x L^G) -> L^G)
9?(jll)(G)) X L^G) -> L^G)

définies de la façon suivante : au couple formé par une distri-
bution T dans L^G') (resp. 3^lb(G)) et à une fonction y de
L^G) (resp. L^G)), on fait correspondre (lT)*y ==l(T.y).

Un théorème de [17] nous apprend que l'existence de ces
2 relations bilinéaires continues entraîne l'existence de celle-ci,

(^lfc(G), L^G')^ X (LI(G), L2(G))e.p-> (LI(G), L2(G))e,p.

Et ceci pour tout p e [1, + °C)]-
n • ^i 1 - 0 , 6 1 - 9 1Ur si p est tel que —.— + — == —,.— == —» un autre1 2 1 p

théorème de [17] et le résultat de [24] nous apprennent que :

(L^(G), L^(G))ep = (L^(G), I^(G))ô,^ = LP(G).

Nous allons déterminer un sous-espace de (S^IH^G), L^G'^Q ̂
dans le cas où G' == T" de la façon suivante :
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Notant C^T") avec a > 0 les fonctions $ : T" -> G qui sont
hôldériennes d'ordre a, on a les injections :

Ca(T71) -> »(Z71) si a > n

z
C°(T1) -> L^T").

(Cette deuxième relation est évidente, la l^ s'obtient en trans-
posant pour n > 1 un résultat de Serge Bernstein relatif
au cas n = 1, voir [33].) D'où par interpolation entre les
2 relations précédentes il vient

(CO(T-), Cod^ -^ (^(ZJ, L-CP1))^.

Les fonctions du premier espace ( a == —— j + 1 ) sont donc
\ L J ^ 0 1des multiplicateurs dans ^lAZ") s i0< ;8< ; l et — — = —.

2 POn peut expliciter la partie P de cet espace formé par les fonc-
tions <D à support dans

S= ôeT", |e,| < 1 i= 1 . . . n
Zt

Identifions T" (comme dans le § 5) aux points S; = (^ . . . ^)
de R" tels que — 1 < ^ < 1 (D'ailleurs d'après [26],

2i 2i
les éléments de P sont aussi des multiplicateurs dans M^R".)

Avec les résultats du chapitre vu de [17] et ce qui précède,
on a la

PROPOSITION 5. — a) Les fonctions $ : R" —> C à support
1 .

dans S == I:, |^| < — Vi 5on( d^5 multiplicateurs dans
2t

^L^R") si elles satisfont à Vune des conditions suivantes:

( A \ \
6 e [0, 1] ^ tel que 1 — — = -— ).

2 p /

1° Si (1 — 6) (|-^-1 + l) == / + l̂ ^^ / enrier et

ïi^]0,l[V/c =(/c, . . . /c j
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avec \k\ ̂  /', D^ est une fonction continue bornée et

V/C == {k, . . . /€„)

avec S Â-( = \k\ = j , D^ périme

Vs. - (0, ... 0, 1, 0 ... 0),

F rft-û)|D^(. + të,) - D^(.)|i ̂  < oo.
i/o r

2o 5. (1 - 6) (T^j + l) = j + 1 avec j entier

V/c a^ec \k\ ̂  /,

D^ e5( une fonction continue bornée et

V/c avec \k\ = /,
m, vérifie

vl' /o00 r2(1^ P^ • + 2< £.) - 2D^(. + ̂ .)
+W(.)|^<oo

b) A^ec Za proposition 2, on (w( çue ce qui précède est encore
vrai si Von supprime la condition de support.

(J. Peetre a obtenu indépendamment et d'une façon diffé-
rente un résultat analogue annoncé dans [25]. Hirschman
dans [6] obtient des résultats dans le même sens.)

2° Voici une autre application fondée toujours sur le même
principe :

Cherchons des multiplicateurs radiaux de ^L^R") c'est-
à-dire des multiplicateurs $ tels que

W = W)
(où ^ est une fonction R+ -> C).

De la version donnée par Hormander (voir [7]) du théorème
de Mihiin, il résulte que <S> est un multiplicateur dans

^L^R")
si

3Co, VÇ, 1/cj < [-J-] + 1; 1̂  \M^\ < Co

(la norme de multiplicateur étant majorée par C X Co).
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Posons alors pour tout ( > 0 y(() === <î>(^).
Notons pour tout entier î>.0, X(?) l'espace (naturellement

norme) des fonctions radiales $ : R|| -> C telles que la fonction
y associée soit telle que y, y', ... y^ soient des fonctions
bornées continues.

Nous avons donc 2 applications bilinéaires naturelles

X ( [ n } + l) X L^R") -> V+W

X(0) X L^R") -> L^R").

D'où l'on déduit par interpolation que les fonctions $ radiales
sur R|| telles que la fonction y associée soit dans

(x[-^-]+l), X(0))e,x;

sont des multiplicateurs dans â^L^R") avec

ee]o,i[, i - ^ 1
i p

On peut expliciter des fonctions (comme dans la proposition 5
en utilisant [17]).

Considérons une fonction $ : R" —> C telle que

W == y(iog ISI )
est une fonction R -> C telle que

w}'l-6-^, ^
< 2

 Pô

1° Si (1 - 6) (f-^-1 + l) = /' + YI avec j entier et Y] s ]0,1[.

VA' -^ /, D*(p e^î une fonction continue bornée, tVy vérifie
une condition de Holder intégrale

r t^-^{. +1} - D/Ç(.)|, A < oo.
Jo l

2o 5i (1 — 6) (r^-1 + l) = / + 1 avec j entier.
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V/c ̂  /, D^ç est une fonction continue bornée et IVy vérifie
la condition:

r (-2(i-0)]]y^ 4. 2() - 2D^(. + () + iy<F(.)|i dt- <00.
J 0 t

Alors $ est un multiplicateur dans 9}J1 pour po < p << po.
3° Utilisant par exemple le théorème 1, on voit que Pon

peut remplacer dans les conclusions les théorèmes 3 à 7 les
espaces Lp par des espaces de Lorentz L^ avec

çe] l ,+ ^)].
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Notes ajoutées à la correction des épreuves.
(1) Dans l'énoncé du théorème 3, on peut remplacer (49) par la condition plus

faible (voir [3]) : quels que soient ^eBg et 63683:

et
JxeG^^ — ̂  — ^l^l dx ^ c,\ b,\

yL^oJf^-^ -^WWdx ^ c[\h,\.

(2) A. P. Calderon nous a signalé que l'énoncé du théorème 8 est encore vrai
pour des multiplicateurs à valeurs dans L(H). Il suffit de reprendre la démonstration
en utilisant la note précédente.

(3) Voir dans un travail à paraître de Shamir une démonstration de l'énoncé
de Lizorkin.


