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FAMILLES D'OPÉRATEURS ET FRONTIÈRE
EN THÉORIE DU POTENTIEL

Par Georges LION

Introduction.

Le présent travail a trouvé son point de départ dans un
mémoire fort important de G. A. Hunt, paru dans Illinois
Journal of Mathematics [20].

Cet auteur y établit, sous des hypothèses générales, l'exis-
tence de liens étroits entre, d'une part, la théorie des processus
de Markov, et d'autre part, la théorie du Potentiel, au point
où l'ont conduite les travaux de Henri Cartan, Brelot, Choquet
et Deny.

Au chapitre xv de son mémoire, Hunt associe un semi-groupe
fortement continu à tout noyau continu V tendant vers 0
à l'infini,

— vérifiant le principe complet du maximum,
— et tel que toute fonction continue, tendant vers 0 à

l'infini, soit limite uniforme d'une suite de V-potentiels.
L'intermédiaire essentiel de cette démonstration est la

construction d'une famille résolvante. Nous avons pensé que
cet intermédiaire pouvait mériter un sort plus autonome;
de plus, nous nous sommes efforcés d'étudier la situation en
l'absence de l'hypothèse de densité des V-potentiels.

Le résultat est un théorème d'existence et d'unicité de la
famille résolvante associée à tout noyau continu, tendant
vers 0 à l'infini, et vérifiant soit le principe de domination,
soit le principe complet du maximum.
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Dans l'étude des noyaux non bornés, nous avons repris
l'idée d'approximation de Hunt, mais nous n'avons pas eu
recours à la notion de changement de temps.

Réciproquement, nous avons caractérisé les familles résol-
vantes relativement aux deux principes cités ci-dessus.

Ayant déterminé ces familles résolvantes, il était naturel
de tenter de leur associer des semi-groupes. Il s'agit là d'un
problème très ardu en toute généralité.

Dans la lecture d'un article de D. Ray [30], nous avons puisé
l'idée d'une hypothèse de séparation moins restrictive que
l'hypothèse de densité de Hunt, et permettant d'associer
un semi-groupe à la famille résolvante (V^).

En vue d'appliquer les résultats de Ray, il faut passer de
l'espace localement compact de départ à son compactifié;
les théorèmes de prolongement correspondants font l'objet
du chapitre ni.

Ensuite, il nous a paru utile de simplifier la démonstration
de Ray, et cela nous a conduit à partir d'une hypothèse un
peu plus générale, énoncée grâce à la notion de fonction surmé-
diane. Cette hypothèse est suffisante pour retrouver les conclu-
sions du théorème de Ray, à savoir :

—l'existence de lim XV^rc), pour tout x et toute f continue;
\->»

— l'existence et la continuité à droite du semi-groupe.
Nous avons pu caractériser les cas où la fonction limite

est continue en rc. Enfin nous avons situé le problème qui nous
intéresse ici par rapport à la notion de mesures maximales
relatives à un cône de fonctions continues.

Des divers résultats qui précèdent nous avons déduit les
théorèmes de représentation d'un noyau continu par l'intégrale
d'un semi-groupe. Le cas des noyaux vérifiant le principe
complet du maximum et l'hypothèse de séparation citée
ci-dessus a fait l'objet d'une note ([26]). Outre ce cas, men-
tionnons :

— Les noyaux vérifiant le principe complet, sur un espace
discret;

— Les noyaux continus vérifiant le principe de domination
et l'hypothèse de densité de Hunt, sur un espace compact;

— Les noyaux strictement positifs vérifiant le principe de
domination sur un espace fini.
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Dans le chapitre vi, nous avons introduit des familles d'opé-
rateurs généralisant effectivement les familles résolvantes. A
leur sujet, nous avons obtenu des résultats similaires à ceux
du chapitre iv. Quant aux méthodes, elles sont différentes;
ici, rien ne correspond plus à la notion de fonctions surmédianes,
essentielle au chapitre iv; en outre, nous n'avons pas fait d'hy-
pothèse de séparation. Par contre, l'étude faite au chapitre iv
n'entre pas dans ce nouveau cadre; en effet, nous raisonnons
sur un espace métrisable, et nous utilisons le théorème de
représentation intégrale de Choquet.

Nous avons terminé par un exemple qui met en évidence
le caractère partiel des résultats obtenus ici. Partant d'un
semi-groupe et de la famille résolvante associée, nous montrons
que \'V^f{x) peut ne pas avoir de limite, lorsque X tend vers
l'infini. Ce fait prouve que la méthode présentée au chapitre iv
est loin d'épuiser toutes les possibilités de construction de
semi-groupes.

Il m'est agréable de conclure cette introduction en expri-
mant ma reconnaissance envers M. Choquet, qui a bien voulu
reconnaître à ce travail la qualité de thèse, et en présider le
jury. Je remercie également M. Deny, dont les encouragements
et les conseils n'ont jamais cessé de m'être utiles, M. Serre
qui s'est préoccupé du second sujet et P. A. Meyer qui a su
orienter mes recherches aux tournants décisifs.

« Après la rédaction de ce travail, nous avons eu connaissance du livre de
P. A. Meyer : Probabilités et Potentiels, Y figure une démonstration du théo-
rème de Ray identique à celle que nous avons donnée ci-dessus. Ajoutons
qu'une remarque simple de l'auteur permet de montrer l'équivalence de
l'hypothèse de Ray et de l'hypothèse notée présentement (H). »
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CHAPITRE PREMIER

PRINCIPES CLASSIQUES EN THÉORIE DU POTENTIEL

1. Notations.

Soit X un espace localement compact; soit K le compactifié
d'Alexandroff de X; soit co le point à l'infini.

Si X est compact, on désignera par K l'espace compact
obtenu par adjonction à X du point isolé co.

Notons (°K l'espace vectoriel des fonctions numériques réelles,
continues sur X, et à supports compacts.

Notons ÊQ l'espace vectoriel des fonctions numériques
réelles, continues sur X, et tendant vers 0 à l'infini.

Notons G l'espace vectoriel des fonctions numériques réelles,
continues sur X, et tendant vers une limite à l'infini.

L'espace 6 sera souvent identifié à l'espace des fonctions
numériques réelles continues sur K, en raison de l'isomor-
phisme canonique déterminé par l'injection de X dans K.

Les trois espaces (°K, 60, 6 sont normes par la norme de la
convergence uniforme sur X.

Enfin notons Ê^, Ê^", (0+, les cônes des fonctions positives (1)
de chacun des trois espaces (SK, (?o, 6.

2. Les noyaux.
DÉFINITION. — On appelle noyau continu sur X, toute appli-

cation linéaire V de (°K dans (°o, telle que V(Ê^) soit contenu dans (°o'.
Le noyau V est dit borné (2) s'il existe une constante M telle

l'inégalité : \\f\\ < 1, entraîne : \\'Vf\\ < M.

(1) Le terme positif est pris au sens large (positif ou nul).
(2) Deny emploie dans ce cas le qualificatif « uniforme » (voir [14]).
Par contre, on trouve « borné » dans un sens très différent, dans Choquet-Deny [7].
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Tout noyau borné peut être prolongé à l'espace 60 de la façon
suivante : soit f une fonction de 6^, et soit V/* l'enveloppe
supérieure des fonctions Vy, pour y appartenant à 6^ et majo-
rée par /*; ainsi définie, la fonction V/ appartient à fig", car Ê^
est dense dans (°o".

Si l'espace X est compact, tout noyau continu est borné.
On dit qu'un noyau est strictement positif, si pour tout x

de X, il existe dans (°K une fonction f telle que V/*(^) soit stric-
tement positif.

Exemples. — I. Prenons pour espace X l'espace euclidien
R" (n >> 2) ; et posons :

VA^f . ^ -^ (^<°,).
JR" p — 2/1

Le noyau V n'est pas borné.
II. Soit p. une mesure positive à support compact dont

le potentiel newtonien U^ est continu.
Posons : vfw= .-c-i.-̂ -̂ '
Si /'appartient à (0+, la fonction V/*est à priori semi-continue

intérieurement; si k désigne la borne supérieure de f sur le
support de (JL, la fonction V(/c — f) est de même semi-continue
intérieurement ; or nous avons :

Vf=kV^ - V(/c - f).

Ainsi la fonction V/* est continue sur R71, et le noyau V est
borné.

III. Si X est un espace fini, tout noyau peut être représenté
par une matrice carrée à coefficients positifs et réciproquement
(voir Choquet-Deny [8]).

3. Énoncé des principes.
a) Principe complet du maximum.
Pour tous a ̂  0, f et g e ôg", l'inégalité :

V/"(aO<V^r)+a,

a lieu partout sur X pourvu qu'elle ait lieu sur le support de /*.
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b) Principe du maximum positif faible.
Si, pour /* appartenant à ÊK? la fonction V/* n'est pas négative,

elle atteint son maximum (strictement positif) en au moins
un point de X où f est positive.

c) Principe fort du maximum.
Pour toute fonction f de (°K, l'inégalité : ̂ f(x) < 1, a lieu

partout sur X pourvu qu'elle ait lieu sur le support de /.
d) Principe classique du maximum.
Pour toute fonction f de (5s:, l'inégalité : V/' (x) < 1, a lieu

partout sur X pourvu qu'elle ait lieu sur le support de /*.
e) Principe de domination.
Pour toutes f et g dans 6^, l'inégalité: ^f{x) < Vg(;z;), a

lieu partout sur X pourvu qu'elle ait lieu sur le support de f.
Les noyaux définis dans les exemples 1 et II, vérifient le

principe a) (voir Cartan-Deny [4], et Brelot [3]).

4. Équivalence des principes.

THÉORÈME. — Les principes a) et &), sont équivalents.
Hunt a remarqué l'implication : a) entraîne &).
Démontrons par l'absurde la réciproque.
Supposons qu'il existe une constante a positive, et deux

fonctions f et g de C^ telles que l'on ait : 'Vf(x) < Vg(^) + a,
pour tout x du support de /*.

Supposons d'autre part, qu'il existe un point XQ, hors du
support de f, vérifiant l'inégalité : V/^o) > Vg(n;o) + a.

Posons :
b = V/^o) — Vg(;ro); et soit c = b — a.

Soit U =\x^ X; ̂ f{x) - \g{x) > b - - c ? - Cet ensemble U
v . . - )

est ouvert, disjoint du support de /, et contient XQ.
Il existe dans C^ une fonction 9, égale à 1 en tout point de U.

Si la fonction Vç est identiquement nulle, posons k = 1,
sinon, posons : k = sup \(p(x).

œex

La fonction ^ = f — g — ^ _ ( p , contredit le principe b) $
en effet, pour x ^ U, on a :

V^)<&-^- et V^o) > &---J-.
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Ainsi, la fonction V^ a un maximum strictement positif,
qu'elle ne peut atteindre que dans U où la fonction d/ n'est
jamais positive.

Remarque. — On connaît les implications : a) entraîne c)
et <?); et c) entraîne d) (voir Deny [16]). Tenant compte du
théorème qui précède, on en conclut : b) entraîne c).

Lorsque X est un espace discret, nous allons démontrer la
réciproque : c) entraîne &).

Supposons qu'il existe une fonction / de (°K, telle que soient
disjoints les ensembles A et B définis ainsi :

A= ^eX; /N>0j,

B= | ^eX ;V^ )=&>Oj ,

(où b est le maximum de V/').
Soit y la fonction caractéristique de l'ensemble compact B.
Posons : f^ == sup (— /, 0), et g = f -\- f~^', la fonction g

est nulle sur B; en vertu du principe d), qui découle de c),
on a :

c == sup V/*~9(^) ==== sup V/'"~<p(:c),
a?6X a;€B

et b + c == sup Vg(rc) == sup Vg{x).
a?€X a;€B

Or, pour tout élément y du support de g, on a :

Vg(y) = V^y) + V^y(y) < b + c.

La fonction g contredit donc le principe c) ; cette contradic-
tion signifie que l'hypothèse de départ est impossible, et le
principe b) est vérifié par le noyau V.

Dans ce même ordre d'idées, Kishi a démontré complète-
ment les équivalences : a) -<r=> c) ^> d) et e), sous les hypo-
thèses suivantes : le noyau V est un noyau-fonction, stricte-
ment positif, et régulier (voir à ce sujet Kishi [2l], ou
Durier [18]).

5. Prolongement des principes.

Soit f une fonction de 6^; posons, lorsque cette expres-
sion est finie :

V/^) == sup Vy(rr), (rreX).
W
fe(°i
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Les fonctions f pour lesquelles ^f(x) définit sur X une
fonction continue, engendrent dans 69 un sous-espace vectoriel
noté ®(V). La fonction V/ peut ne pas appartenir à GQ. Lorsque
le noyau V est borné, le sous-espace 3)(V) est égal à 60.

Nous allons étudier deux cas où un principe, valable pour
des fonctions de 6^, vaut encore pour des fonctions de ©(V)4"

a) Principe de domination pour un noyau strictement positif.
Supposons l'inégalité : V/*(a;) < Vg(a?), vérifiée pour tout x

du support de f(f et g appartenant à ©(V)-^).
Soit 9 dans 6^, majorée par /*; pour tout x du support de y,

on a: Vy(a;) < Vg(a;); d'autre part, il existe dans Q^ une
fonction h telle que VA(rc) majore 1, pour tout x du support
de y.

La fonction g est limite d'une suite croissante de fonctions
gn de 6^$ ainsi Vg est limite de la suite croissante Vg^; sur le
support de y, la convergence est uniforme.

Soit £ > 0, pour n assez grand on a donc :

Vg(a;) ̂  Vg^(^) + s (;r appartenant au support de y),

d'où:

Vy(;r) ̂  Vg^(^) + £ VA(rc) (a; appartenant au support de y).

En vertu du principe de domination, cette inégalité a lieu
partout sur X ; en passant à la limite successivement sur n,
£ et y, on en conclut l'inégalité demandée : V/'^ Vg.

b) Principe complet du maximum;
Reprenons les mêmes notations et soit a une constante

positive; si l'inégalité : 'Vf(x) < ̂ g(x) + a, a lieu pour tout x
du support de f l'inégalité : Vy(aQ < ^gn{x) + a + e, a lieu
pour tout x du support de y ; cette inégalité a donc lieu partout
sur X. On conclut de même : Vjf <; Vg + a.



CHAPITRE II

FAMILLES RÉSOLVANTES

1. Notations.

Soit une famille d'opérateurs linéaires continus de 60 dans
lui-même, notés V^, définis pour X > 0, ou pour \ ;> 0, selon
les cas.

Nous dirons que (V^) est une famille résolvante si l'on a pour
tous À et (A, l'égalité :

^ _ ^v,V^ = Vx - V,.

En conséquence, les opérateurs V\ sont permutables ; l'image
et le noyau de ces opérateurs ne dépendent pas de X.

La famille résolvante (V^) est dite positive, si pour tout X,
l'opérateur V\ est positif (c'est-à-dire que V^((?o-) est contenu
dans 60")-

La famille résolvante (V;,) est sous-markovienne^ si pour
tout X, on a : X||V>J| <; 1, (il s'agit là de la norme de l'opérateur
V\, dans l'espace de Banach Ï(6o))-

PROPOSITION. — L9 application : X-> V^, de R^ dans Ï(6o)
e^ analytique.

En effet, de l'équation résolvante, on déduit, pour tout
entier n :

^ _ ^VxVp. = (pi - ̂ V^ + (;Ji - ̂ V^1.
Fixons pi, et prenons X dans l'intervalle défini par l'inégalité :

. . 1 .1^ - N <11^
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par addition membres à membres des égalités précédentes,
nous obtenons :

vx - i (^ - îw+i.
7Ï==0

Nous avons ainsi le développement en série de V^.

2. Famille résolvante associée à un noyau borné.

THÉORÈME I. — a) Soit un noyau continu V, borné, stricte-
ment positif et vérifiant le principe de domination', alors il
existe une famille résolvante (V)J, et une seule, telle que Von ait:
V = Vo$ de plus, une telle famille est positive.

b) Soit un noyau continu V, borné, et vérifiant le principe
complet du maximum', alors il existe une famille résolvante
(V\), et une seule, telle que Von ait: V === Vo; de plus, une telle
famille est positive et sous-markovienne.

1
Démonstration. — Pour X < ipv,,' la série ^ (— X^V71"1'1

IJ ' I I ^ ^ n=o
définit un opérateur V\ qui vérifie la condition :

V - V, = XVV, = XV^V (1).

Il existe un prolongement analytique maximal de cette
fonction V\ : notons encore V\ ce prolongement, et soit [0, k[
son intervalle de définition; dans cet intervalle la condition (1)
reste vérifiée.

Prenons X et (JL dans l'intervalle [0, k[ ', on a alors :

V,(I - XVx) = (I - pLV,) V(I - XVx) = (I - (xV,) V,.

De cette égalité, on déduit l'équation résolvante.
Montrons à présent que les opérateurs Y), sont positifs.
Soit f une fonction de QQ', et soit V}/ == h^ — h~, de l'égalité

XW^-Vy-Vx/-,
on déduit l'inégalité :

Vf{x) > \Vh+{x) - \^h-{x),

pour tout x du support de h^.
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En vertu du chapitre i, § 5, et dans chacun des cas présents,
la même inégalité a lieu sur tout l'espace X. Donc V\/* appar-
tient à e^.

De ce fait, on déduit l'inégalité : ||V^|| ̂  ||V||, pour tout
x e [o, /<.

Supposons que k soit un nombre fini, et prenons

^>k - \\\n\9

la série ^ (pi — X^V^1 converge vers V\, pour X <; k (en
n==o

vertu de la proposition préliminaire) ; d'autre part, cette série

prolonge la définition de V\, à l'intervalle 10, [JL + .-_,| ;
ainsi k n'est pas fini. L I I II1-

L'unicité de la famille résolvante se déduit aussitôt de la
proposition préliminaire.

Il nous reste à prouver l'inégalité : X||V\[| <, 1, dans le cas 6).
Soit f une fonction de &^ inférieure à 1 ; soit a le maximum

de V^jf; il existe dans X un élément XQ tel que l'on ait :

et:
V^o)=a,

f{x,) - XV,/^o) > 0

(en vertu du principe du maximum positif faible appliqué à
V^V^-ÀV^)).

Nous trouvons l'inégalité cherchée : Xa <; f{^o) ̂  1-

Remarque. — Si l'espace X est compact, le théorème 1 a)
subsiste sans la restriction : « V est strictement positif ».

Cette restriction entraîne l'existence de deux constantes a
et fc, telles que l'on ait :

0 < a < V(l) < 6,
d'où l'on déduit :

XV,(a)<XVxV(l)<V(l)<fc;
ainsi on a :

WIK-
(̂Ju



FAMILLE D'OPÉRATEURS ET FRONTIÈRE 403

Dans [20], Hunt démontre la partie b} du théorème I, sous
l'hypothèse supplémentaire : « L'espace V(CK.) est partout
dense dans Co ))-

3. Famille résolvante associée à un noyau non borné.

THÉORÈME II. — Soit X un espace localement compact,
dénombrable à Vinfini, et V un noyau continu sur X, vérifiant
le principe complet du maximum', alors il existe une famille
résolvante (V\), et une seule, telle que Von ait:

Vf - Vx/" = VxV/- = VV,/-, (/-e ̂ , X > 0).
De plus, la famille (V\) est positive et sous-markovienne ;

6(, quand X (enrf (^r^ 0, Y)/ (eTZ^ ^er^ V/*, uniformément sur X.
Pour démontrer ce théorème, nous allons procéder par

étapes.
1) Construisons une suite de noyaux bornés V^, tendant

en croissant vers V. Soit (KJ une suite de compacts de X,
vérifiant les conditions :

K.cK^i et X==(JK,.
n

Pour tout entier n, il existe une application continue <p^
de X dans [0, l], égale à 1 sur K^, nulle hors de K^+i; pour
toute f de (SK, posons : ¥„(/') = V(y^).

Cette formule définit un noyau continu V^, vérifiant le
principe complet du maximum et borné; dès que K^ contient
le support de f, on a : ¥„/' = V/*.

2) Associons à chaque noyau V^, la famille résolvante (Vj^),
dont l'existence est assurée par le théorème I.

Soit f une fonction de (°^, et S^ le support (compact) de f.
Choisissons m assez grand pour que K^ contienne Sy.

On a alors :
vy = v,y - vy + xv^y = vy + xv.vy.

Pour n ̂  m, posons : /^ == V^/', et /^ === V^f; de la formule
précédente, nous déduisons :

h, + XV(îA) = ̂  + XV(9A.).
Soit A == Inf (A», A^), g, = A» — A, et : g,, = h^ — h.
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Retranchons la fonction h 4- XVç^A, nous obtenons l'égalité :
9

gn 4- ^V(yA —— VfJl) == g» + ̂ (gmfm),

qui entraîne, l'inégalité :

^Vy^,^) < XV(çA - î,̂ ),

valable pour tout x du support de g^; cette inégalité a lieu
partout sur X en vertu du principe de domination ; ainsi on a :
gm > gn» et h^ > h^

En résumé, dès que K^ contient le support de /*, la suite des
fonctions Vy est décroissante ; elle tend donc vers une limite
que nous noterons V /̂*.

3) Montrons que la convergence est uniforme sur X.
Soit g == V/* == V^/* + XV^V/*; pour n assez grand, la suite

des fonctions V^g est croissante.
Soit £ > 0 ; il existe un compact K, hors duquel g(x) est

majoré par £; si u est une application continue de X dans
[0, l], à support compact, égale à 1 sur K, la fonction g — gu
est majorée par £ sur X.

Prenons K^ contenant les supports de u et de /, et m ̂  n;
on a :

v^) < vr(^) < ̂ g < ̂ g < v^) + y
d'où l'on déduit :

0<V^-V^<^,

donc :
V^-V^<£, (f^Gî).

La convergence uniforme de V^/* vers V^/* est ainsi vérifiée
pour toute fonction de (Sç, car ÊR y est dense et on a :

- wi<i.
Les opérateurs V\, limites fortes de V^, constituent une

famille résolvante sous-markovienne, positive.
De l'égalité : V/* == V^/* + XV^V/; on déduit, par passage à la

limite sur n\
v/*=v^+xv,v/1 (/•ee^).


