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Einleitung.

Neben die Theorie der Radonmaße auf lokalkompakten
Räumen von Bourbaki [7] sind in den letzten Jahren eine
Reihe von weiteren Maßtheorien auf topologischen Räumen
getreten. Wir denken hierbei insbesondere an die Arbeiten
von Alexandroff-Varadara jan [l], [4l], Gould-Mahowald [17],
Schwartz [37] und Krickeberg [27]. In diesen Arbeiten werden
jeweils Maße auf allgemeineren topologischen Räumen als
lokalkompakten betrachtet. Obwohl jeweils von unterschied-
lichen Voraussetzungen ausgehend, ist doch allen diesen
Theorien gemeinsam, daß sie nur spezielle Maße auf dem
zugrunde liegenden topologischen Maßraum behandeln und
daß man für den Spezialfall eines lokalkompakten Raumes
nicht die volle Theorie der Radonmaße von Bourbaki zurück-
erhält. Den allgemeinsten Standpunkt nimmt Varadarajan
ein — doch bei ihm werden nur beschränkte Maße behandelt.
Die Hauptziele dieser Arbeit sind deshalb :

1° Erweiterung der Theorie der Radonmaße von Bourbaki
auf vollständig reguläre (1) Räume;

2° Erweiterung der Maßtheorie von Varadarajan auf nicht
beschränkte Maße.

Interessanterweise haben beide Probleme eine gemeinsame
Lösung.

Das Problem 1° wird unter dem Gesichtspunkt behandelt,
einen möglichst großen Teil der reichen Struktur, die für die
Theorie der Radonmaße auf einem lokalkompakten Raum zur

(1) Die Beschränkung auf vollständig reguläre Räume in dieser Arbeit hat rein
beweistechnische Gründe. Die gleichen Überlegungen lassen sich ebenfalls für belie-
bige topologische Räume durchführen, wobei lediglich einige Aussagen der beiden
letzten Paragraphen leicht zu modifizieren sind. Durch den bekannten Prozeß der
Quotientenbildung (vgl. auch Abschnitte 3.4 und 3.5) kann zudem der allgemeine
Fall stets auf den hier behandelten zurückgeführt werden.
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Verfügung steht, auf vollständig reguläre Räume zu über-
tragen. Die Struktureigenschaften der Radonmaße hängen
aber eng mit der Struktur des Ringes 3t aller stetigen reellen
Funktionen mit kompaktem Träger zusammen. Um auf einem
voelständig regulären Raum X einen Ring von stetigen
Funktionen mit ähnlichen Struktureigenschaften, wie sie der
Ring Sl auf einem lokalkompakten Raum besitzt, zu defi-
nieren, muß man auf X ein System von Teilmengen auszeich-
nen, das die Rolle der kompakten Mengen in den lokalkompak-
tem Räumen übernimmt. Dies leistet der von Gould [16]
eingeführte Begriff des « bounding System ». Anstelle der
unter Umständen recht einschränkenden Voraussetzung der
Lokalkompaktheit — man denke etwa an topologische Vektor-
räume — tritt dabei die schwächere Forderung nach der
Existenz einer « beschränkten » Umgebung für jeden Punkt
von X. M.a.W. : man ersetzt die lokale Kompaktheit durch
lokale Beschränktheit. Das Beschränkungssystem S> kann
dabei je nach Problemstellung verschieden gewählt werden.
Der Ring 3t(X, %) aller stetigen, reellen und beschränkten
Funktionen auf X mit beschränktem Träger läßt sich dann
mit den gleichen Strukturen versehen wie der Ring 3t auf
einem lokalkompakten Raum. Definiert man ein Maß auf dem
lokalbeschränkten Raum (X, %) als stetige Linearform auf
3t(X, %), so ist klar, daß dann auch der Raum der Maße auf
(X, S>) als Dual von 3£(X, S>) analoge Strukturen besitzt wie
der Raum der Radonmaße auf einem lokalkompakten Raum.
Unter anderen Gesichtspunkten wurde das Problem 1° bereits
von Kölzow [23]-[25] behandelt. Er betrachtet Paare nii, tUa
von Mengensystemen, wobei V^ als Ersatz für die kompakten
Mengen dient. Hierbei läßt sich ttli als System der offenen
Mengen einer Topologie deuten [24] und dann m2 in eine
(eineindeutige) Beziehung zu einem Beschränkungssystem
bringen. Seine Untersuchungen beschränken sich auf T-stetige
Maße, obwohl sein Ansatz aufgrund der obigen Bemerkungen
sowie der Def. 1.4.2 (c) dieser Arbeit auch die Untersuchung
straffer Maße gestattet. Einen weiteren Ersatz für die kom-
pakten Mengen führte bekanntlich Marczewski [30] (vgl. auch
Pfanzagl-Pierlo [35]) ein. Die zugehörige Maßtheorie erfaßt
jedoch im wesentlichen nur die straffen und beschränkten
Maße.
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Das Problem 2° führt auf ähnliche Überlegungen wie bei
Problem 1°. Ausgangspunkt bei Varadarajan ist eine endlich-
additive Mengenfunktion auf der von den z-Mengen eines
topologischen Raumes X erzeugten Algebra ^. Auch hier
legt der Versuch, nicht beschränkte Maße auf X sinnvoll zu
definieren, die Einführung eines Beschränkungssystems %
auf X nahe. Anstelle der Algebra St tritt dann der von den
beschränkten js-Mengen erzeugte Ring .̂ Analog können
dann die Baireschen bzw. Boreischen Mengen von (X, S>)
definiert werden als der von den beschränkten z-Mengen bzw.
abgeschlossenen und beschränkten Teilmengen erzeugte
a-Ring. Dies entspricht im Falle eines lokalkompakten
Raumes X mit den kompakten Mengen als Beschränkungs-
system dem Standpunkt von Halmos [18]. Da sich die (verall-
gemeinerten) Maße auf dem Ring St^ und die stetigen Linear-
formen auf 3t(X, %) eineindeutig entsprechen, führen die
Probleme 1° und 2° in der Tat auf das gleiche Konzept von
Maßen auf lokalbeschränkten Räumen.

Die Maße auf einem lokalbeschränkten Raum (X, %)
unterscheiden sich jedoch in einem wesentlichen Punkt von
den Radonmaßen. Während diese stets straff sind, können die
Maße auf (X, ä?) rein-unstetig sein. Es ist daher eine Klas-
sifizierung der Maße nach ihren Stetigkeitseigenschaften, wie
sie von Le Cam [28] eingeführt worden ist, erforderlich. Die
weiteren Aufgaben dieser Arbeit bestehen somit in :

3° Charakterisierung der Stetigkeitseigenschaften der Maße
auf (X, %) mit Hilfe der %-Kompaktifizierung;

4° Untersuchung der Zusammenhänge zwischen der Struk-
tur eines lokalbeschränkten Raumes und der Stetigkeit seiner
Maße.

Die Arbeit gliedert sich in fünf Paragraphen. § l ist den
grundlegenden Eigenschaften eines lokalbeschränkten Raumes
sowie des Raumes seiner Maße gewidmet. In § 2 wird das
Maß (x auf die Menge der pi-integrierbaren Funktionen fort-
gesetzt und der zugehörige Maßraum (X, SSu, p.) abgeleitet.
Die verwendete Fortsetzungsmethode ist rein funktionalana-
lytisch und unabhängig von dem speziellen Stetigkeitscharak-
ter von a. Anschaulich gesprochen bedeutet dies, daß eine
gemeinsame Konstruktion des Riemann- und des Lebesgue-
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Integrals angegeben wird. In den Abschnitten 2.3 und 2.4
wird dann die Beziehung zu den Fortsetzungsmethoden von
Daniell-Stone und Bourbaki mittels des Oberintegrals p.*
hergestellt. Es zeigt sich, daß beide Methoden äquivalent sind.
Das eigentlich überraschende Ergebnis ist jedoch, daß die
gleiche Fortsetzungsmethode auch für das Riemann-Integral
durchführbar ist.

In § 3 werden die erhaltenen Ergebnisse mit denjenigen der
Integrationstheorien von Loomis [29], Daniell-Stone [II],
[39] und Bourbaki [7] verglichen. Es zeigt sich, daß der in § 2
entwickelte Integralbegriff je nach Stetigkeitseigenschaft des
zugrunde liegenden Maßes entweder dem Riemann-Integral
nach Loomis oder dem ersten bzw. zweiten Stoneschen Integral
oder, falls der Raum lokalkompakt ist, dem Bourbakischen
Integral entspricht. Die in § 2 entwickelte Fortsetzungs-
methode faßt demnach die genannten Integrationstheorien
zusammen. Ferner wird gezeigt, daß sich die abstrakten Integra-
tionstheorien von Loomis und Stone stets auf den konkreten
Fall eines Maßes auf einem lokalbeschränkten uniformen
Raum zurückführen lassen. Im Gegensatz zu der Rückführung
auf die Theorie der Radonmaße mittels Kompaktifizierung
durch Bauer [3], [4], wird hierbei der ursprüngliche Maßraum
beibehalten, und es stimmen nicht nur die Äquivalenzklassen
L^, sondern auch die Räume ^ der p-fach integrierbaren
Funktionen in der abstrakten und in der konkreten Theorie
überein. Im Falle des zweiten Stone-Integrals (auch « ab-
straktes Bourbaki-Integral» genannt) machte Kölzow [23]-[25]
bereits analoge Aussagen.

§ 4 bringt eine Charakterisierung der Stetigkeitseigen-
schaften der Maße auf (X, %) mittels der %-Kompaktifi-
zierung X^. § 5 untersucht die Zusammenhänge zwischen der
Struktur eines lokalbeschränkten Raumes und der Stetigkeit
seiner Maße. In 5.4 werden insbesondere eine maßtheoretische
Kennzeichnung der reellkompakten Räume oder Q-Räume von
Hewitt [20] gegeben und damit die — leider falschen —Charak-
terisierungssätze von Go-Din Hu [15] und Knowles [22] rich-
tiggestellt. Aus diesem Charakterisierungssatz folgen einige
Resultate, die auch für Radonmaße auf lokalkompakten Räu-
men neu sind. Ferner enthält dieser Satz Ergebnisse der
Arbeit von Choquet [9] als Spezialfall. Schließlich wirft der
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Charakterisierungssatz neues Licht auf das « allgemeine
Problem der Maßtheorie » — nämlich auf die Frage nach der
Existenz meßbarer Kardinalzahlen.

Grundlegend für diese Untersuchungen waren die beiden
Arbeiten von H. Bauer [3], [4], die die Beziehungen zwischen
den abstrakten Integrationstheorien von Loomis und Stone
und der Theorie der Radonmaße herstellen. Der Verfasser
dankt seinem verehrten Lehrer, Herrn Prof. H. Bauer, für
sein Interesse und seine Anregungen, wodurch diese Arbeit
sehr gefördert worden ist, sowie den Herren Prof. K. Jacobs
und D. Kölzow für einige sehr wertvolle Hinweise.

Bezeichnungen.

Für jeden topologischen Raum X bezeichnet C(X) den
Ring der stetigen reellen Funktionen auf X und 6&(X) den
Teilring der beschränkten Funktionen. Ist Y ein Unterraum
von X, so bezeichnet g |Ye6(Y) die Restriktion von
ge6(X) auf Y.

Für jeden Vektorverband 3{ (bzgl. der üblichen Ordnung
« ^ ») von reellen Funktionen auf X bezeichnet /*V g das
(punktweise) Supremum von /, g e Ä. Analog f/\ g das
Infimum. Mit dieser Schreibweise ist /*+ = /*VO, f~ = — j fVO
sowie \f\ == />+ + f~. ä{+ oder +91 bezeichnet die Menge aller
fe=ä{ mit f = /'+. Für jedes fe=ä{ sei ferner :

[f^ a]: = { x ^ X : f(x) ^ a}
Z(f): =[f=0]
W ' ' =[f=^}
P(f): = [ f > 0 ] '

S(Ä) bezeichnet das System {Z(f): /"eäi}. Analog 8(%)
sowie S{3{]. Die Elemente aus S(C) werden z-Mengen
(« zero-set » [13]) genannt. Die Dualräume von S{ werden wie
folgt bezeichnet:

äV topologisches Dual;
äi* algebraisches Dual;
ä{° ordnungstheoretisches Dual.

Eine Teilmenge § einer geordneten Menge heißt aufsteigend
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filtrierend (kurz : auf st. filtr.) bzw. absteigend filtrierend (kurz :
abst. filtr.), wenn jede endliche Teilmenge von ^ eine
Majorante bzw. eine Minorante in ^ besitzt. Ist % = (SJagA
speziell ein System von Teilmengen einer Menge X, so
bedeutet die Schreibweise Sa \ ^, daß ^ bzgl. « c »
abst. filtr. ist und gilt || Sa = ̂ .

aeA
Die charakteristische Funktion einer Menge A wird mit IA

bezeichnet.

l. Maße auf lokalbeschrankten Räumen.

1.1. Lokalbeschränkte Räume.
Die Forderung, daß jeder Punkt eines topologischen Raumes

eine kompakte Umgebung besitze — m.a.W. daß der Raum
lokalkompakt sei — ist u.U. recht weitgehend. Für einen
separierten topologischen Vektorraum z.B. bedeutet diese
Forderung bekanntlich, daß der Raum endlich-dimensional
ist.

Man kann jedoch die Voraussetzung der Lokalkompaktheit
abschwächen, ohne die wesentlichen Strukturen eines lokal-
kompakten Raumes zu verlieren, indem man für jeden Punkt
nur die Existenz einer beschränkten Umgebung fordert. Dies
ist der Sinn der folgenden Definitionen, die auf Gould [16]
zurückgehen.

DEFINITION 1.1.1. — (X, %) heißt ein lokalbeschränkter
Raum, wenn gilt:

1. X ist ein vollständig regulärer topologischer Raum;
2. S> ist eine Familie von abgeschlossenen Teilmengen B

von X mit folgenden Eigenschaften:
(B l) % ist aufsteigend filtrierend
(B2) S> überdeckt X /d.h. X c (JB\

\ Be^ /
(B3) Zu jedem B, e % existieren ein By e S> und eine

stetige reelle Funktion f auf X, derart daß gilt:

ff^ _ (1 ^e=B .
lw- fö ^eCB,
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DEFINITION 1.1.2. — Eine Teilmenge des lokalbeschränkten
Raumes (X, S>) heißt genau dann beschränkt, wenn sie in
einem Element von S> enthalten ist.

DEFINITION 1.1.3. — (X, %) heißt ein beschränkter Raum,
wenn (X, %) lokalbeschränkt und X als Teilmenge von (X, %)
beschränkt ist. In diesem Fall heißt das Beschränkungssystem %
entartet.

Man verifiziert leicht die folgenden Eigenschaften der be-
schränkten Teilmengen eines lokalbeschränkten Raumes :

SATZ 1.1.4. - (Gould [16]) :
(a) Jede endliche Vereinigung von beschränkten Mengen sowie

jede Teilmenge einer beschränkten Menge ist beschränkt;
(b) Der Abschluß einer beschränkten Menge ist beschränkt;
(c) Jeder Punkt von X besitzt eine beschränkte Umgebung;
(d) Jede relativ kompakte Menge ist beschränkt.

Die Eigenschaft (c) insbesondere rechtfertigt die Bezei-
chnung « lokalbeschränkt » in Analogie zur Definition der
lokalkompakten Räume. Diese können als spezielle lokal-
beschränkte Räume aufgefaßt werden, in denen die kompakten
Mengen ein Beschränkungssystem bilden. Genauer gilt:

SATZ 1.1.5. — X sei ein vollständig regulärer Raum und
S!) = ̂  das System aller kompakten Teilmengen wn X. Dann
gilt: (X, %) ist genau dann lokalbeschränkt, wenn X lokal
kompakt ist, und das System S> = St ist das gröbste Beschrän-
kungssystem auf X.

Beweis. — Die Bedingung ist notwendig, da nach Satz 1.1.4(c)
und Def. 1.1.2 jeder Punkt von X eine relativ kompakte
Umgebung besitzt. Umgekehrt erfüllt das System S> offen-
sichtlich die Bedingungen (Bl) und (B2). Da n. Vor. jeder
Punkt von X eine kompakte Umgebung besitzt, folgt (B3)
aus der vollständigen Regularität von X. Der Rest der
Behauptung folgt aus Satz 1.1.4 {d). D

Weitere Beispiele von lokalbeschränkten Räumen (X, %)
sind :

(i) X sei ein metrischer Raum und S> das System aller
abgeschlossenen Kugeln von X;
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(ii) X sei ein separierter topologischer Vektorraum und %
ein aufsteigend filtrierendes System von symmetrischen
konvexen Körpern in X, das X überdeckt. (Die Eigen-
schaft (B3) zeigt mit Hilfe des Minkowski-Funktionals);

(ii') X sei ein lokalkonvexer Hausdorff-Raum, dessen
Topologie durch die Familie der Halbnormen (pi)iei gegeben
ist. S>1 sei das System

{[Pi ^ ^DneN

Dann ist für jedes i <= I (X, %1) lokalbeschränkt;
(iii) X sei ein separierter topologischer Vektorraum und %

das System aller im üblichen Sinne beschränkten abgeschlosse-
nen Teilmengen von X, d.h. aller abgeschlossenen Mengen,
die von jeder Nullumgebung absorbiert werden. Dann gilt
nach [26], S. 163, sowie Satz 1.1.4 (c) : (X, S>) ist dann und nur
dann lokalbeschränkt (im Sinne der Def. 1.1.1), wenn X
quasinormierbar ist. In diesem Fall stimmt somit die Defi-
nition der Lokalbeschränktheit mit der von Köthe [26] für
topologische Vektorräume gegebenen überein.

1.2. Definition eines Maßes.

I.f. bezeichne (X,%) stets einen lokalbeschränkten Raum X
mit Beschränkungssystem ä5. Für eine stetige Funktion f
auf X bezeichne Ty den Träger von /*, d.h. den Abschluß
der Menge [f + 0] in X. Mit 3t(X, %) (oder kurz 3^
oder 31) werde die Menge aller stetigen und beschränkten
reellen Funktionen auf X, deren Träger (bzgl. %) beschränkt
ist, bezeichnet. 3t(X, %) ist wegen (B l) offensichtlich ein
Unterring des Ringes 6&(X) aller stetigen und beschränkten
reellen Funktionen auf X und ein Vektorverband bzgl. der
induzierten Ordnung.

Man verifiziert leicht, daß das System

^o = (E(g)),e^

ebenfalls ein Beschränkungssystem auf X bildet, das zu S>
äquivalent ist, d.h. die beschränkten Mengen in X bzgl. %g
und % stimmen überein. S>Q heißt das kanonische Beschrän-
kungssystem von X.

Für jede nichtleere beschränkte Teilmenge Y von X
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bezeichne 3t(X, Y) den Banachraum aller Funktionen aus
Cft(X), deren Träger in Y enthalten ist, versehen mit der
Topologie 3^ der gleichmäßigen Konvergenz auf Y. Der
Ring 31^ ist p. Def. die Vereinigung der aufsteigend filtrie-
renden Familie der Banachräume 3t(X, B)ße^- Fü1' BI c B./
ist die kanonische Injektion von 3t(X, B^) in 3t (X, B^)
^B, — 3ß. — stetig. Somit existiert der induktive Limes

% = lim ind %<
Be^

Nach [8], chap. 2, ist % eine lokalkonvexe Hausdorff-
Topologie auf 3t ,̂ und (3i% %) ist als induktiver Limes von
Banachräumen tonneliert [8], chap. 3.

3% bezeichne den ordnungstheoretischen Dualraum von 3t ,̂
d.h. 3%= A-A

DEFINITION i.2.l. — Maß auf (X, %) Aei/?( jedes Element
(JL e 3t .̂ jKb(X, 33) ^oder ^IA)^ bezeichne die Menge aller Maße
auf (X, %).

Nach [7], chap. n, ist JKb(X, S>) identisch mit der Menge
aller relativ beschränkten Linearformen auf 3t(X, £8) und
ein vollständiger Rieszscher Raum bzgl. der zu 3t dualen
Ordnung.

THEOREM 1.2.2. — jKb^ ist der Dualraum von (3t^, %).
M.a.W.: Eine Linearform pi auf 3t̂  ist genau dann ein

Maß auf (X, S>), wenn sie folgender Bedingung genügt:

(l) V B e % 3MB > 0, Vg€=3£(X, B) : |(Ji(g)| ^ MB||g||

Beweis. — Die Bedingung ist hinreichend. Sei nämlich (JL
eine Linearform auf 3t und ge=3i^. Dann gilt für alle /*e3t
mit l/') ^ g: T^cT^cB für ein B e %. Aus (l) folgt die
Existenz einer positiven Zahl MB, derart daß gilt :
\^(f)\ ^ Mall/l ^ Mal lgH. Somit ist pi relativ beschränkt.

Für den Beweis der Notwendigkeit genügt es zu zeigen,
daß jede positive Linearform auf 3t stetig ist. Nach Axiom
(B3) existiert zu jedem B e % ein go e 3t+ mit B c E(go)-
Somit gilt für alle g e 3t(X, B) : | g| ^ || g|| go. Für jede positive
Linearform ^ auf 3t und jede Funktion ge3t(X, B) folgt
somit: |^(g)| ^ (x(|g|) ^ p.(go)||g||. n
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DEFINITION 1.2.3. — ^&(X, S)) (oder kurz Jll^) bezeichne
den Dualraum vom 3t(X, %) versehen mit der Topologie 3°
der gleichmäßigen Konvergenz auf X. jDie Elemente aus M>^
heißen beschränkte Maße auf (X, %).

Da für jedes Beschränkungssystem % auf X die Topo-
logie 3" gröber ist als die Topologie 3|%, gilt nach Theor. 1.2.2.
stets M)^ c Jllb. Jlfb^ ist ein Banachraum bzgl. der Norm

||pLl| =sup{|;JL(g)|: ge3^, ||g|| ^ l}.

Ist (X, %) beschränkt, so ist wegen % === 3° jedes Maß auf X
beschränkt (s. Bsp. (ii) und (iii)).

1.2.4. — Beispiele von Maßen:

(i) Sei (X, S>) lokalkompakt (d.h. % sei das System der
kompakten Teilmengen von X — vgl. Satz 1.1.5). Dann ist
jlb(X, %) die Menge aller Radonmaße auf X [7].

(ii) Sei (X, %) beschränkt. Dann ist 3^ die Menge C&(X)
aller stetigen und beschränkten reellen Funktionen auf X.
Nach Theor. 1.2.2. ist Jllb(X, %) == JKb^(X) der Dualraum
e&(X), d.h. die Menge aller Maße auf X im Sinne von Alexan-
droff-Varadaraj an [l], [41].

(iii) Sei (X, %) beschränkt und JIU^X, %) die Menge aller
Linearformen pi auf 3t̂  == e&(X) mit der Eigenschaft:

(s, K) Ve > 0 3kp. K c X Vgee,(X):
llgll < l, g |K==0——|(x (g ) | < e.

Dann ist Jllb^X, S>) die Menge aller Maße auf X im Sinne
von L. Schwartz [37]. (Die Maße, die der (e, K) Bedingung
von Schwartz genügen, sind genau die straffen Maße auf
(X, %) — vgl. Def. 1.4.2 (c)).

1.3. Verschiedene Topologien auf JI)b(X, £8).
Für ein beliebiges System @ von beschränkten Teilmengen

von 3t̂  ist auf Jlfb^ die lokalkonvexe ©-Topologie der gleich-
mäßigen Konvergenz auf den Mengen von @ erklärt ([8],
chap. 3). J1H)8(X, S>) (oder kurz Mx^) bezeichne den lokal-
konvexen Raum <Jlfb(X, %) versehen mit der ©-Topologie.
Ist die Vereinigung der Mengen aus @ eine totale Teilmenge
von 3t^, so ist «Jllb^ hausdorffsch; überdeckt @ den Raum


