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ABBILDUNGEN HARMONISCHER RAUME
MIT ANWENDUNG AUF DIE LAPLACE
UND WARMELEITUNGSGLEICHUNG

par Wolfhard HANSEN

Einleitung.

Mit unterschiedlichen Zielen sind schon in verschiedenen Arbeiten
(z.B. in [3], [S]) Abbildungen harmonischer Raume studiert worden.
In dieser Arbeit werden Abbildungen eines harmonischen Raumes E
auf einen harmonischen Raum E mit solchen Eigenschaften betrachtet,
dass einerseits Fegen in E vollstandig zuriickgefuhrt werden kann auf
Fegen in E und andererseits diese Eigenschaften fur die Projektion
der Warmeleitungsgleichung auf die Laplace-Gleichung fast trivial
erfullt sind. Damit ldsst sich insbesondere die Entscheidung fiber
Dunnheit oder Polaritit einer Menge A fur die Laplace-Gleichung
zuriickfuhren auf Entscheidung i{iber Dunnheit oder Polaritit der
Menge A x R fir die Warmeleitungsgleichung.

Als Beispiel fur den Nutzen einer solchen Moglichkeit mag fol-
gendes dienen : In [4] ist fur die Warmeleitungsgleichung unter ent-
scheidender Heranziehung von Absorptionsmengen bewiesen, dass eine
in einem Punkt parabolisch zusammenziehbare Menge genau dann
dinn in diesem Punkt ist, wenn ihr “unterhalb> dieses Punktes gele-
gener Teil polar ist. Da fur eine zusammenziehbare Menge A die Menge
A x R parabolisch zusammenziehbar ist, erhdlt man daraus fur die
Laplace-Gleichung das in [4] mit ganz anderen Methoden bewiesene
Resultat : Eine in einem Punkt zusammenziehbare Menge ist genau
dann dunn in diesem Punkt, wenn sie polar ist.
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1. Abbildungen harmonischer Riume.

Es seien E und E streng harmonische Radume im Sinne von H.
Bauer (s. [1]). Eine stetige Abbildung 7 von E in E heisse harmonisch,
wenn fur jede offene Teilmenge ® von E und jede in ® harmonische
Funktion # die Funktion hew in 7rl((9) harmonisch ist (vgl. [3]).
Entsprechend fur Abbildungen T von E in sich.

Im folgenden sei m eine offene harmonische Abbildung von E
auf E, so dass fur alle kompakten Teilmengen K von E gilt
inf  R7 NGk =g
KkpeCE
Weiter sei © eine Familie von harmonischen Abbildungen von E in
sich, die in folgender Weise mit 7 verbunden ist : Fiir alle X € E ist

T @R) ={TX): TEDB).

Bemerkung. — Ein Beispiel fur eine solche Situation gibt die
Laplace-Gleichung (Raum E) und die Warmeleitungsgleichung (Raum
E=Ex R) mit der Projektion 7 von E auf E und der Familie B der
Zeittranslationen in E. Darauf werden wir im folgenden Paragraphen
ndher eingehen.

Es sei J¢ die Menge aller harmonischen, *¥€ die Menge aller
hyper- und $ die Menge aller superharmonischen Funktionen auf E.
Weiter sei %2 die Menge aller Potentiale auf E und %, die Menge
aller stetigen reellen Potentiale auf E, die ausserhalb einer kompakten
Menge harmonisch sind. Entsprechend fur E.

Ist % eine Menge numerischer Funktionen auf E, so bezeichnen
wir mit o 7 die Menge aller Funktionen f o # mit f €g. Elne nume-
rische Funktlon f auf E heisse ‘-invariant, wenn f o T = f fur alle
T E€ B ist. Ist 97 eine Menge numerischer Funktionen auf E so be-
zeichnen wir mit 5’ die Menge aller G-invarianten Funktionen aus &

Sa1z 1.1. — Es ist *J& o m C *38 und *He o TC * 5@ fiir alle
T €8. Insbesondere sind ® und alle T €6 fein-stetig,

Beweis. — Fiir den ersten Teil kann man den Beweis von Theorem
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3.1 in [3] ubernehmen. Der zweite Teil folgt dann daraus, dass die
feine Topologie jeweils die grobste ist, beziiglich derer alle positiven
hyperharmonischen Funktionen stetig sind.

KOROLLAR 1.2. — Fiir alle numerischen Funktionen f= 0 auf E
gilt
Riow <Rjom |, Ry, <Riom.

Insbesondere ist fiir alle u € *3€* und Teilmengen A von E

»—l ~
, RIMIKRAGT.

-1
RFTMKRAo 7

Beweis. — Seif=20 eine numerische Funktion auf E. Ist v € *¥¢*
mit v 2> f, so ist v o m € *4€" nach Satz 1.1 und v o > f o m. Daher
ist

Reon S<Rpom
und nach [4], Lemma 3.5

N T -
Rign SRiom=Rom.

Satz 1.3. — Fiir alle lokal-beschrinkten p €EX. ist p o 1 € % und
lokal-beschrinkt.

Beweis. — Sei p €% lokal-beschrankt. Nach Satz 1.1 ist
pemES.

Sei nun ¥ €E, € >0 und x = n(X). Da p ein Potential ist,
gibt es zunichst eine kompakte Teilmenge K von E mit

RCX(x) <e .

Nach Korollar 1.2 ist daher erst recht

RET®F) < .

pom

Da p lokal-beschrankt ist, gibt es ein a > 0 mit p < o auf K. Dazg
gibt es dann nach Voraussetzung uiber 7 eine kompakte Teilmenge K
von E mit

_l - >
RF ®NCK ) o &
(43
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also
s K ~ —1 K ~.
RT (K)ﬁCK(x) < R;' (K)ﬂCK(x) <e .

pon

Damit folgt

= 1. -1 =
R, ) <TG + RN F) < 2e
Also ist p o m ein Potential.

Ist L eine kompakte Teilmenge von E, soist L : = w(f) eine
kompakte Teilmenge von E, also p beschriankt auf L und damit p o 7

beschrankt auf ?(L) O T. Also ist p o w auch lokal-beschrinkt.

SATZ 1.4. — Esist Je o 1r=5é‘, *3e o 1r=*5~é‘und8o T=8.

Beweis. — Sei u €*¥€. Dann ist u o 7 € *# nach Satz 1.1. Da
® mit m verbunden ist, ist 1 o T = 7 fur alle TE %, also

womoT=uom.
Sei nun umgekehrt ¥ € *5~é9. Firr alle x € E ist dann @ konstant auf
7 (x), es wird also durch
u(x) = (T X)) (x €EE)

eine numerische Funktion u auf E definiert. Offenbar ist

uomw=1u.
Zu zeigen ist u € *Je .

Da m offen und stetig ist, gilt nach [4], Lemma 3.5
o N ~ ~
Aom=uomM=u=u=uom.

Wegen w(ﬁ) = E folgt daraus # = u. u ist also nach unten halbstetig.

Sei weiter U eine regulire Teilmenge von E und f eine stetige
reelle Funktion auf E mit f < u. Es sei A definiert durch

Sraw , xeu,
h(x) =
) , x€CU.
Dann ist & eine stetige reelle Funktion, die in U harmonisch ist. Es ist

Y:i=w-hoem=u—homw.
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v ist daher eine nach unten halbstetige Funktion auf E. Da 7 harmo-
nisch ist, ist # o # harmonisch in 7rl (U), also ¥ hyperharmonisch in

7). InCUistu—h=u—f>0,also ¥ =0 in C 7'(U). Schliess-
lich gibt es ein p ER, mit (u — h) + p=>0inU,also v + pow >0

in 7!1 (U). Nach Satz 1.3 ist aber p o # €. Aus dem Randminimum-
prinzip ([1], 2.4.3) folgt daher

Y=0.

Wegen n(E) = E bedeutet das
u—h=0.

Fir alle x € U ist also | fdul < u(x). Daher ist u € *3e.

__ Damit ist *Homw= "‘9~€, bewiesen, also auch ¥ o 7 = 9’\é¢ . Da
7#(E) = E und = offen und stetig ist, ist eine Teilmenge A von E

genau dann dicht in E, wenn T (A) dicht in E ist. Damit folgt dann
auch Sow = gq .

- LEM'LLA 1.5. — Sei ? eine nu@erische Funktion auf E mit
foT2=f fiiralle TES. Dann ist f W-invariant.

Beweis. — Sei TE®, ¥€E und 5 = T(%). Dann ist
1(¥)=m°T(X) =7(X),
es gibt also ein S € W mit S(¥) = X. Wegen 7 oS= ? ist daher
FE=FesM2FG)=7F-1®.
Also ist auch 7 = 7 o T und damit ?‘B-invariant.

SATz 1.6. — Sei sE€ 8" und h die grosste harmonische Minorante
von s. Dann ist h o w die grosste harmonische Minorante von s o .

Beweis. — Sei T die grosste harmonische Minorante von s o .
Firr alle T €% 1st dann % o T harmonischund %0 T < s ome T=s o,
also % o T < 7. Nach Lemma 1.5 (angewendet auf — &) ist daher A
%-invariant. Nach Satz 1.4 existiert daher ein 7, € € mit

7{=h101r.
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Wegen A <somund ﬂ(E) E ist by <35, also h, <h. Andererselts
ist h o m eine harmonische Minorante von s o m, also hon<T und
damit auch 2 <h, .

KOROLLAR 1.7. — Es ist Row = éc.

Beweis, — Nach Satz 1.4 ist 8" o 7 = g: . Die Behauptung folgt
daher aus Satz 1.6.

SATZ 1.8. — Fiir alle nach unten halbstetigen numerischen Funk-
tionen f 2 0 auf E gilt
Ren =Rpom.

Insbesondere ist fiir alle u € *3€* und offenen Teilmengen © von E

R"(” Rlom.

uom

Beweis. — Sei f 2 0 eine nach unten halbstetige Funktion auf E.
Nach Korollar 1.2 ist R;,, < R, o m. Jetzt ist aber sogar

v :=R,, € x|
da fo m nach unten halbstetig ist. Fur jedes TE® ist ¥ o T € *56*
nach Satz 1.1 und Ve T=>fomo T=fom also vo T = 7. Nach
Lemma 1.5 ist daher Vv ®-invariant, es existiert also nach Satz 1.4
ein v € *¥¢" mit
Y=vom.

Wegen ¥ = fo 7 und 1r('l:f) = E ist v 2 f. Daher 1st auch
Ry =V=vom>Rom.

Bemerkung. — Die Halbstetigkeit von f ist nur fur R, , € ;"
verwendet. Daher geniigt es, dass f o m fein nach unten halbstetig ist
bzw. © eine fein-offene Teilmenge von E.

LEMMA 1.9. — Sei p €X,, und K eine kompakte Teilmenge von
E. Dann ist

RY o1r<R" ®

por
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Beweis, — Sei Z€E und € > 0. Da p o m nach Satz 1.3 ein
Potential auf E ist, gibt es eine kompakte Teilmenge K von E mit
CK
Rpo,,(z) <eg.

Da p o m eine stetige reellwertige superharmonische Funktion ist, gibt
es eine offene Teilmenge © von E mit 7 (K) C © und

RS, (2) < R;,,(,K)(z) +e.
Sei (0,,) eine antitone Folge offener Teilmengen von E mit ©,,,

co,
und nlen = K. Da K\ O eine kompakte Teilmenge von
n=

CT(K) =

nC3

L C7®,)
ist, existiert ein n €N mit ﬁ\@ cCT (®,). Es ist dann

T©,)CCKUE,
also nach Satz 1.8

-1
~ ~ ©,) ~
REo m(Z) <R)" o 1(2) = R, oy " ()
C
Rp‘f,,,(z) + Rm(z)
< R;ng’(z) +2e.
Satz 1.10. — Fiir alle Borelschen Teilmengen B von E und alle

u € *ye* gilt

R"(B)—R"ow

uomw
Beweis. — Sei p €%, und B eine Borelsche Teilmenge von E.
Nach [1], 3.2.5, dem Choquetschen Satz uiber Kapazititen und
Lemma 1.9 ist
Rpom= sup Rfow<

su R" (K)<R1r (B)
Kkp.CB P KkaCB pow pow >
also

R"(‘”—R"on

pom

nach Korollar 1.2. Uber aufsteigende Folgen in %€, folgt dann die
Behauptung fur alle u € *3€ ",



210 WOLFHARD HANSEN

Es sei OIt, die Menge aller positiven Radonschen Masse auf E,
fur die alle p €%, integrierbar sind. Entsprechend sei 91T, definiert.

LemMA 1.11. — Zu jeder Teilmenge A von E existiert eine Gg-

-1 -1
Menge B von E mit A C B, uB=p? fiiralle p €My und v ™ (B) = p 7(A)
fiir alle v €I .

Beweis. — Nach [2], Lemma 1.2 existiert eine G;-Menge B, in E
mit A C B, und u"l = A fir alle p € 1T, und eine G,-Menge Bin E
— ~ ~ -1 ~ ~
mit 7 (A) C B und »® =»™ @ fir alle » €I, . Es seien O, offene
Teilmengen von E mit
®

1 ne

Ds

B=

n
Es sei

B,:=Cn(CB)= 0 Cn(CT,).

Dann ist 7 (B,) C B und A CB, wegen 7 (A) C B.

Fur alle n €N ist C’(\E)',l eine K -Menge, also auch w(C 5,,), daw
stetig ist. Daher ist B, eine Ggz-Menge in E. Setzen wir

B=B,NB,,

so ist B eine G;-Menge in E mit A CB. Wegen A CB C B, ist fur alle
REI
uB = A .

Wegen 7 (A) C 7 (B) C B ist fur alle » €,
L@ = T @
Satz 1.12. — Sei A eine beliebige Teilmenge von E. Dann gilt

fiir alle u € *3¢*

L =1 .
RIV=Ryem.

Fiir alle vE 27’720 mit w(v) € IR, ist

T@™ W) = (@) .
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Beweis. — Sei u € *4@*. Nach Lemma 1.11 gibt es eine G;-Menge
B in E mit
-1 -1
RT (B) — R (A) DB _ DA
R =R, on und R, =Rj .

uom

-1
Nach Satz 1.10 ist R ® = RB o 7, also

uom

-1 /\
D B) _ B — DB
RI® =RBogqg=RBonm,

. =1 .
da 7 stetig und offen ist. Daher ist auch RT ) = R4 o 7,

Sei nun v€0’f~to mit 7(») €M, . Dann ist fur alle p € R
[ &2 a@on = [RAonav
. =1 -
= f R;’off‘) dv = f perw d(v”l(“))

= [ pd@e™ Wy .
Also ist

@E)A = 7T W)

KoroLLAR 1.13. — Eine Teilmenge P von E ist genau dann polar,

wenn 7 (P) polar ist.

Beweis, — Sei PCE und u € *j¢* streng positiv. Wegen

A1 ~ ~ A1
RT® =RPorm und n(E)=E ist RT, P =0

uom uom

genau dann, wenn R: = 0 ist. Also ist T (P) genau dann polar, wenn
P polar ist.

KoROLLAR 1.14, — Sei A eine Teilmenge von E und z €E. Ist
A diinn in z, so ist 7rl(A) diinn in jedem Punkt aus ra (2). Istz¢E A
oder { z} total-diinn und umgekehrt T (A) diinn in einem Punkt aus

-1 . .,
m (2), so ist A dinn in z.

Beweis. — Ist A dinn in z, so gibt es ein u € *J¢* mit
R2(z) < u(z). Fur jedes 7 € T (z) ist dann nach Satz 1.12
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RE®(F) = RA2) <u@) =u o n(3)
also 7 (A) diinn in Z.

Sei nun umgekchrt 7 (A) diinn in cinem Punkt % € 7' (z) und
zunichst z € A. Dann ist 7 (z) N 7 (A) = O und es gibt ein ¥ € *5e*
mit

—1 ~
RI M@ <u®?).
Es gibt also ein % € *#* mit 7 = ¥ auf 7 (A) und 7 (2) < % ().

Sei ¥ € 7 (z). Dann gibt es ein T € € mit T(X¥) = Z. Nach Satz 1.1
sind Vo T, WoTE*Y . Esist Vo T=uo T auf

T(@A) = @o T)! (A) = 7 (A)
und ¥ o T(%) = ¥(Z) < 4 (Z) = % o T(X). Daher ist 7 (A) diinn in
x.
'1-rl (2) ist daher disjunkt zum feinen Abschluss von 7rl(A), also
-1 -
8_;,’ A T (z)) = 0. Nach Satz 1.12 ist daher wegen 1r(€2) =g,

-1 -1 -
EA(Z) = 1(e] M) (z) = €] D(T (2)) = 0
Also ist €2 #¢,, d.h. A dinn in z.

Ist {z} total diinn und 7 (A) dinn in einem Punkt aus 7 (2), so
ist aufgrund der eben angestellten Betrachtungen A\{z} diinn in z
und damit auch A = (A\{z}) U{z}.

KOROLLAR 1.15. — 7 ist fein-ogen. Die feine Topologie von E
ist die von der feinen Topologie von E vermdge w induzierte Topologie.

Beweis, — Sei G eine fem-offene Teilmenge von E G= 1r(G)
und x € G. Dann gibt es ein X €G mit w(X) = x. Es ist CG dinn

in %, also erst recht @ (C G). Nach Korollar 1.14 ist daher C G diinn
in x. Also ist G fein-offen.
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2. Anwendung auf die Laplace- und Wirmeleitungsgleichung.

Es sei mEN und E eine offene Teilmenge des R™, relativ-
kompakt, falls m < 2. ¥ sel das Garbendatum der Lodsungen der
Laplace-Gleichung in E und %6 das Garbendatum der Losungen der
Wirmeleitungsgleichung in E E x R. Dann sind (E , ¥€) und (E 5e)
streng harmonische Raume (vgl. [1]).

‘Es sei w die Projektion von E auf E und B die Familie aller
durch T,(x, s) = (x, s + t) mit ¢t €R definierten Translationen in E.
Dann sind alle im vorigen Paragraphen gemachten Voraussetzungen
trivial erfullt bis auf die zusédtzliche Eigenschaft von w, die durch die
beiden folgenden Lemmata bewiesen wird.

LEMMA 2.1. — Sei m = 2. Dann ist fir jede offene relativ-
kompakte Teilmenge © von E

lim R{*Cl=m*nl=0 .

n-—>

Beweis. — Da die Gefegte der Funktion 1 auf ® x C[— n, n] bei
Vergrosserung des Grundraumes E und der Menge O nicht kleiner wird,
dirfen wir fur diesen Beweis annehmen, dass E = R™ fur m = 3, E
eine offene Kreisscheibe fur m = 2 und O eine offene Kugel in E ist.

Es sei nun x €EE, t€R, X = (x, ¢) und fur alle n €N
2 1
L,=t+[-n*,+n%* , 6, =x +;~((9—x)

und Q, definiert durch
Q) =%+P,F-% (Z€b).
n

Dabei sei P, wie in [4] definiert durch P oy, ) = (ay, a?s). Fi‘xr
alle n €N ist dann Q, eine Abbildung von E in sich mit Q,, =%
und

Q,©xCI1,) =0, x CI,
Nach [4], Satz 3.4 ist daher fur alle n €N

ReGCI G )<Rn"CI1( ).
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N~ o . i
Setzen wir © = E x I, so ist R| harmonisch in ©.

Nach Korollar 1.2 (bei dessen Beweis die zusitzliche Eigenschaft
von 7 noch nicht verwendet wurde) ist aber fur alle n

Cr A
R <RI @D <R o,
also
. 0, xCI . )
lim Rl”x '< lim Rl"01r=R£"}01r.

n-> n—>e

Da {x} polar and die linke Seite als harmonische Funktion stetig in [
ist, folgt in ©

xCIy

im R ' <Ror=0.

n—>

Insbesondere ist also

lim RO*C-%m1(%) = lim RS < im RV E) =0,
n—»o n-—>oo

n—yo

LEMMA 2.2. — Sei m = 1. Dann ist

lim RiExC[—n,+n] - O .

n—>o

Beweis, — Seix €E, t€R und X = (x, t). Wie beim Beweis von
Lemma 2.1 dirfen wir E vergrossern, konnen also annehmen, dass
E=]x—a x +a[ mit a>0 ist. Da {(y,s): y€E, s <t} eine
Absorptionsmenge ist, ist fiir alle n €N

2 21 ~. oo t_n2],~.
Rli:xC]t—n ,tt+tn [(x) — Rli:x] ,t—n ](x)

und das ist nach [4], Korollar 1.5
— Rli:x{t—nz}(’i‘) .

Definieren wir Q, wie im Beweis von Lemma 2.1, so ist
a a
Q,(E x{t —n?}) = ]x"; > X +;[ x{t— 1},

also nach [4], Satz 3.4

x-S x4+ 2 (x{t-1} _

RE 3 <R, " )



ABBILDUNGEN HARMONISCHER RAUME MIT ANWENDUNG 215

Da (x, t — 1) polar ist, gibt es zu jedem € > 0 eine offene Umgebung

U von (x, ¢t — 1) mit RU(x) < e. Fir alle hinreichend grossen n ist
I1x-2, x+-';[x{t 1}

daher Rl n (%) beliebig klein. Daher ist

hm REXc[ n, +n](x)__ llm RExC]t—n ,f""l [( )__ 0

n—>o
Damit gelten also alle Satze des vorigen Paragraphen. Insbesondere
erhalten wir :

SATZ;\;2'3' - EsiStyeoﬂzg’\éﬁ>*ge°ﬂ=*@g’8°ﬂ=§ﬁ,
@°7f=92g.

SATZ 2.4. — Fiir alle Teilmengen A von E, u € *32* und v Effto
mit T1(») €M, ist

RUIR=RGem , 70*®) = o)t
KOROLLAR 2.5. - Eine Teilmenge P von E ist genau dann polar,
wenn P x R in E polar ist.

KOROLLAR 2.6. — Sei A eine Teilmenge von E, x €EE und t €ER.
Dann ist A genau dann diinn in x, wenn A x R diinn ist in (x, t).

KOROLLAR 2.7. — w ist fein-offen und fein—stetig. Die feine Topo-
logie von E ist die von der feinen Topologie von E vermédge w indu-
zierte Topologie.

Bemerkungen.

1) Es ergibt sich damit der schon in der Einleitung an einem
Beispiel erlauterte Zusammenhang zwischen Dunnheitskriterien fur die
Wirmeleitungsgleichung und Dunnheitskriterien fur die Laplace-
Gleichung. Die Sitze des Paragraphen 6 in [4] erweisen sich damit als
Folgerungen der Siatze des Paragraphen 4.

2) Ebenso kann man naturlich aus der Laplace-Gleichung Koor-
dinaten herausprojizieren. An die Stelle der parabolischen Zusammen-
ziehungen bei den Beweisen von Lemma 2.1 und 2.2 treten dann die
gewdhnlichen Zusammenziehungen.
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