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SOLUTIONS D'UN SYSTEME
D’EQUATIONS ANALYTIQUES REELLES
ET APPLICATIONS

par Jean-Claude TOUGERON

Dans cet article, nous démontrons que toute solution formelle
Y (x) d’un systéme d’équations analytiques réelles f(x, y) = O se reléve
en une solution C~ y(x), homotope a une solution analytique Y(x),
aussi proche que l'on veut de y(x) pour la topologie de Krull. Si le
systéme d’équations est polynomial (ou plus généralement de Nash),
on peut supposer que Y(x) est de Nash ; si, en outre, y(x) est déja ana-
lytique, on peut supposer que y (x) = ¥y (x) et que la déformation trans-
formant y(x) en Y(x) est analytique. Ce résultat précise un théoréme
de M. Artin [1] ; la démonstration suit assez fidélement celle d’Artin ;
toutefois, certaines différences (on applique une fois de plus le théore-
me des fonctions implicites) nous ont obligé a revoir la démonstra-
tion (§ 1).

Ce théoréeme se révele un outil remarquable pour aborder le genre
de probléme suivant. Fixons d’abord quelques notations : soient &(x)
Panneau des germes de fonctions numériques C™ a lorigine de R” ;
R{x} I'anneau des germes de fonctions analytiques a I’origine de R”, a
valeurs réelles ; R[[x]] ’anneau des séries formelles en x a coefficients
réels ; 9Ux) I'anneau des germes de fonctions de Nash réelles a 1’ori-
gine de R". (Rappelons que 9U(x) est le sous-anneau de R{x} formé
des germes algébriques sur le corps des fractions rationnelles R (x)).
On a des inclusions : 9 (x) = R{x} > &(x) et une projection :
&(x)D ¢ = ¢ € R[[x]] associant i tout germe, sa série de Taylor
a lorigine. Cette derniére application est d’ailleurs surjective (théoréme
de Borel). Soit T un idéal de R[[x]] ; les problémes que nous envisa-
geons sont de trois sortes :



110 J.C. TOUGERON

1) Peut-on relever I en un idéal de type fini I de &(x) ayant de
bonnes propriétés ? Par exemple, on peut exiger que I soit un idéal
“fermé”, ou que V(I), germe des zéros de I, soit stratifiable et posséde
des propriétés analogues a celles d’un ensemble analytique.

2) Sous certaines hypothéses raisonnables sur I, peut-on relever
1 en un idéal I tel que V(I) soit difféomorphe (C~ ou C?, v fini)a un
germe d’ensemble de Nash ? De méme, soit I un idéal de R{x} ; sous
certaines hypothéses, le germe V (I) est-il difféomorphe (C* ou C”,
v fini) 4 un germe d’ensemble de Nash ?

3) Peut-on relever I en un idéal de type fini I de &(x) et cons-
truire une “bonne” déformation C~ de V(I) en un germe d’ensemble
de Nash ? Bien entendu, le méme probléme se pose pour un idéal I
de R{x}, en exigeant alors que la déformation soit analytique.

Dans cet article, nous abordons essentiellement les problémes (2)
et (3) (les problémes (1) seront étudiés dans un article ultérieur). Par
exemple, si I est un idéal de R{x} tel que V(I) soit cohérent et admette
une singularité isolée a I’origine de R” (resp. V(I ©® C) admet une sin-
gularité isolée a I'origine de C"), nous démontrons que V(I) est C*-dif-
féomorphe pour tout » fini (resp. C* -difféomorphe) a un germe d’en-
semble de Nash (§ 2). On généralise ainsi des résultats bien connus
lorsque V(I) est une intersection compléte.

Dans le paragraphe 3, nous construisons diverses déformations et
démontrons entre autres le résultat suivant : tout germe d’ensemble
analytique X a l'origine de R" peut étre déformé (par une déformation
plate) en un germe d’ensemble de Nash Z, ; si Z = X est irréduc-
tible (resp. normal), chaque X, est irréductible (resp. normal) ; enfin,
Pentier v 2 0 étant fixé, on peut supposer que X, et = ont, pour tout
t € [0,1], un contact d’ordre » a lorigine (i.e. : J(Z,) + m**! =
) + m**!, m : idéal maximal de R{x}).

1. Solutions d’un systéme d’équations analytiques.

Posonsx = (x;,...,x,);y = IV, - o yp) et soit R{x ; y}I'an-
neau des séries convergentes a coefficients réels en les variables x, y.
Nous avons précédemment défini les anneaux 9U(x), R{x}, R[[x]], & (x).
Sip € &(x)P, désignons par ¢ € R[[x]]? sa série de Taylor a 'origine
(Papplication ¢ — @ est surjective) ; si ¥, ¥' € R[[x]]? et v € N,
nous écrirons ¥ = ' lorsque ¥ — ' est v-plate a I'origine. Enfin ,
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soit & l’anneau des germes en {O}x [0,1] des applications C” de
R" x [0,1] dans R ;siy(x,?) € &P, on note y,(x) € &(x)P le germe
d’application C* : x = y(x, 1).

DEeFINITION 1.1.— Soit f(x,y) = (f,(x,¥), ..., f(x,¥)) € R{x,y}
telle que f(0,0) = 0 et soient y(x), y'(x) € &(x)P telles que y(0) =
y'(0) = 0 et f(x,yx)) = flx,y'(x))= 0. Siv €N, les deux solu-
tions C y(x), y'(x), du systéme f(x , y) = 0, seront dites v-homotopes,
s’il existe y(x,t) € &P telle que :

Vi€ [01]. P,(x) £ Px) (1.1.1)
fx,y(x,0)=0 (1.1.2)
YVo(x) = y(x)ety, (x) = y'(x) (1.1.3)

Le théoréme suivant précise un résultat de M. Artin [1] sur les
solutions formelles d’un systéme. d’équations analytiques :

THEOREME 1.2 — Soit f(x,y) = (f,(x, ¥), .., f,(x, YD) € Ry ¥
telle que f(0,0) = 0, et soit y(x) € R[[x]]? telle que 7(0)= 0 et
flx,yx)) = 0. Alors :

(i) 1l existe y(x) € &(x)P, solution C* du systeme f(x,y) =0
vérifiant p(x) = y(x), et pour tout v € N, une solution analytique
Y¥(x) € R{x}?, v-homotope a y(x).

(ii) Si f est polynomial (et plus généralement, si f est de Nash),
on peut supposer que pour tout v € N, Y (x) € I (x)P.

(iii) Si f est de Nash et si y(x) € R{x}?, on peut supposer que
y(x) = y(x), que 'homotopie est unalytique, et que pour toutv € N,
Y¥(x) € J(x)P.

Ainsi, toute solution formelle d’un systéme analytique se reléve
en une solution C”, v-homotope pour tout » € N a une solution ana-
lytique. La démonstration du théoréme 1.2 (nous démontrons (i), les
deux autres parties admettent des preuves analogues) suit pas & pas
celle du théoréme d’Artin. Nous procédons par récurrence sur n = dim
R{x} Sin = 0, le résultat est trivial. Soit # = 1 : nous supposons le
théoréme démontré lorsque dim R{x} << n — 1, et nous le démon-
trons lorsque dim R{x} = n.
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LemME 1.3. — Soient A(x,y) € R{x ; y}; yx) € R[[x]]? tels
que y(0) = 0 ; A0,0) =0 ; flx,y(x)) =0;Ax,y(x) # 0. 1l
existe w(x) € &(x)P telle que Ww(x) = y(x) et pour tout v' € N,
wix, t) € & telle que :

Vi€ [0,1], B,(x) £ Fx) (1.3.1)
Vi=1,...,qilexiste £,(x, f) € & telle que
filx, wix, 1)) = g, .0, wix, )2 (1.3.2)
wy(x) = wx) et w,(x) est analytique (1.3.3)

Preuve. — Aprés un éventuel changement linéaire de coordonnées, on peut
supposer que A(x, y(x))? est réguliére d’ordre s en x,. D’aprés le

théoréme de préparation formel, en posant x’ = (x,,..., x,_,) et
FO) = GG, ..., T,00)
yix) = g;(x) . Alx, y(x))? + Z;(x) (1.3.4)

otl Zx) = Y x50 + ¥ g0 € RlIx]];
k=1

7 &) € R[[x']] et ¥,0)=0;y) €R.

En outre, z;(0) = 0, i.e. yﬁs = 0.

Posons : z(x) = (z,(x), ..., zZ, (x)) ; visiblement, A(x, y(x))—
A(x, Z(x)) appartient a I'idéal engendré dans R[[x]] par les )7].(x) —
z—j(x), et donc d’apres (1.3.4), A(x, y(x)) et A(x, z(x)) engendrent le
méme idéal dans R[[x]] ; en outre, A(x, Z(x))? est réguliére d’ordre s
en x,,. Introduisons des variables auxiliaires y; , et posons :

s
— s—k 0
z; = Y X O T Vi)
k=

etz = (zl,...,zp).

Si x’ et les y; , sont nuls : A(x, z) = Alx, z(x)). 1l en résulte que
A(x, z) est réguliére d’ordre s en x,,. D’apreés le théoréme de préparation

s
analytique : fi(x,z) = Pi(x ; {y; ;D). Axz)* + Yoxshg, (x
=1

{y,-,k}) ol P,' € R{x; {yj,k}}Qg,',l € R{x'; {y,',k}}- (1.3.5)
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Par substitution, on déduit de I’égalité (1.3.5) :
filx, Z(e)) = Pi(x 5 {3; , (x) D) . Alx, Z(x))* +

2 x;‘;—l - 8i1 (x'"; {}-)—i,k(x,)}) (1.3.6)

1=1

Mais fitx, Z(x)) = fix, z(x)) — f;(x, y(x))
est divisible par A(x, ¥(x))?, donc par A(x, zZ(x))?, laquelle est régu-
liere d’ordre s en x,,. D’aprés l'unicité de la division (1.3.6) :

81 ("5 {y; (x)H =0 (1.3.7)

D’aprés ’hypothése de récurrence (dim R{x'}= n — 1), ilexiste
des yl-'k(x’) € &(x') tels que f/i’k(x') = }i,k(x') et, pour tout v’ € N,
des germes C” y; . (x', 1) tels que :

Vi, Vk, V€ ([0,1] P, xNLF &) (13.8)
Vi, VI g, (x'; (v, D) =0 (1.3.9)

Vik o(X) = yj’k(x’) et yj'k,l(x') est analytique. (1.3.10)

S
Posons : z]-(x, t) = 2 x;‘,“"(yiyk(x’, t) + ygk) et z(x, 1)
k=1

(z,(x, 0),...,2,(x, £)). Enfin, soit g;(x) € &(x) telle que Zil.(x) =
cij(x) et soit Qi(x) le polynome de Taylor de degré v' de qj(x). Consi-
dérons le systéme d’équations implicites en I'inconnue y = (v, . ., ¥,):

y; =1 =0 qj)+1Q;(x) . Alx, ¥)* +z;(x, 1), j=1,...,p
(1.3.11)

D’apres le théoréme des fonctions implicites ordinaire, ce systéme
admet une solution unique w(x, ) = (w,(x, 1), ..., wp(x, ) €&,
telle que w(0, ) = 0. Posons w,(x) = w(x) ; visiblement, w(x) est
indépendant de »' ; en outre, W(x) = y(x), car w(x) est d’aprés
(1.3.11), I'unique solution nulle a I’origine du systéme :

Y; = q(x) . Alx, p)* + Z,(x)

(car Ej,o(x) = Z;(x), d’apres 1.3.10 et ci].(x) = q;(x)) et il suffit de
comparer avec (1.3.4)). Vérifions que w(x) et w(x, ) vérifient les
conditions (1.3.1), (1.3.2) et (1.3.3) du lemme.
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Vérifions (1.3.1). Ecrivons (1.3.11) sous la forme y = u(x, y, ¢).
D’apres (1.3.8), le polyndome de Taylor de degré v’ de u,(x, y) a l'ori-
gine, est indépendant de ¢. Il en résulte que les w,(x) ont méme poly-
nome de Taylor de degré v’, d’ou (1.3.1).

Vérifions (1.3.2). D’aprés (1.3.5) et (1.3.9) :
filx,z2Ge, 1) = Pilx 5 {y; &, ). Ax, 2 (x, 1))?

w(x, t) étant solution du systéme (1.3.11), on voit immédiatement
que A(x, w(x, t)) et A(x, z(x, t)) engendrent le méme idéal dans & ;
en outre, on vérifie que f;(x, w(x, #)) — f;(x, z(x, t)) est divisible
dans & par A(x, w(x, t))*. Ceci démontre (1.3.2).

Enfin, nous savons déja que w,(x) = w(x) ; en outre, w, (x) est
d’aprés (1.3.11) solution du systeme Ly = Qi(x) CAGe, y)? z].,,(x).
Ce systéme est analytique, d’apres (1.3.10), et donc w,(x) est ana-
lytique.

1.4. Preuve de 1.2. — On peut supposer (cf. [1], la preuve est
D(y, ... )
D(yq ..... yq)
5(x,y(x)) #0.Posons A(x, y) =x,.6(x,y);alors A(x, y(x)) #0
et A(0,0) = 0. Appliquons le lemme 1.3 a la solution y(x) et a
A(x, y). D’aprés (1.3.1) et (1.3.2), si v’ = v est assez grand :

exactement la méme) g <p, et si 6(x,y)= que

vie[0,1] , £,0020 (1.4.1)
En outre, puisque ﬂ)o(x) =px)=ykx):
E,0)=0 (1.4.2)
Puisque w, (x) est analytique :
§; 1 (x) est analytique (1.4.3)
Considérons alors le systéme d’équations implicites :
gx,t;Y)=f(x,Y+wkx,?)=0 i=1,...,q
D’aprés (1.3.2) :

D(g,,....8&y) ot 0))2

g(x,t ;O)=fi(X,w(x»t))=‘Ei(x’t)'(D(Y Y )
preees Y
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D’aprés le théoréme des fonctions implicites [2], (1.4.1), (1.4.2)
et (1.4.3), il existe Y(x, ) € &P telle que :

g, t;Yx, ) =fi(x, Yx, )+ wl,t)=0 , i=1,...,q
Vi€ [0,1], Y,x) £0
?0 (x) = 0 et Y,(x) est indépendant de v
Y, (x) est analytique.

Posons y(x) = Y,(x) + w(x) : y(x) est une solution C* du

systeme f(x,y) =0 telle que y(x) =y(x) ; en outre, y(x, t) =
Y(x, t) + w(x, t) est une v-homotopie transformant y (x) en une so-
lution analytique Y*(x) = Y, (x) + w, (x).
N C’QROLLAIRE 1.5. — Soient A et B deux R-algébres analytiques ;
A et B les algébres C™ associées @ A et B respectivement. Tout mor-
phisme formel de A dans B, i.e. tout R-homomorphisme de A dans B,
se reléve en un morphisme C~ de A dans B,

2. Analyticité et algébricité des variétés a singularité isolée.

Soit I un idéal de A = R{x} R[[x]]ou&(x).Sik € N, 1 <k <n,
on note J,(I) I'idéal engendré dans A par I et tous les jacobiens
D(p,, .- 9i)
DOy v oy X))
note o, (I) I'idéal engendré par tous les 6 € A tels que .1 soit contenu

dans un sous-idéal de I engendré par k éléments ; enfin, on pose :
R, D =1, (D No (D

y Pl €A et 1< <...<i,<n; on

DEFINITION 2.1.— Un idéal 1 de R{x}ou &(x) est elliptique, s’il
existe ¢ € 1, des constantes C > 0 et o > 0, telles que |p(x) | = Clx|®
dans un voisinage de l'origine de R" (p est un représentant de ¢). Un
idéal 1 de R[[x]] est elliptique s’il existe ¢ € &(x) tel que ¢ soit ellip-
tique (i.e. l'idéal engendré par ¢ est elliptique) et ¢ € L

2.2. Soit V un germe d’ensemble analytique 4 I’origine de R”.
On vérifie facilement que les conditions suivantes sont équivalentes :
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(i) V est analytique cohérent et V\{0} est un germe de variété
analytique de codimension k (éventuellement vide)(!).

(ii) II existe un idéal I de R {x } vérifiant V(I) = V, tel que R, (I)
soit elliptique.

2.3. Soit I un idéal de type fini de &(x). On démontre (cf. [3],
chap. V), I’équivalence des deux conditions suivantes :

(i) L’idéal I est fermé (i.e. I est induit par un idéal fermé de
type fini de &(U), U voisinage ouvert de l'origine de R") et R (1)
est elliptique.

(ii) L’idéal R, (I) est elliptique.

Visiblement, si 'une des deux conditions précédentes est satis-
faite, V(I)\{0} est un germe de variété C™ de codimension k (éven-
tuellement vide).

Soit 8v(x) I’anneau des germes de fonctions numériques de classe
C? al'origine de R".

THEOREME 2.4. — Soit 1 un idéal de R[[x]] tel que @k(i) soit
elliptique. Alors, il existe 1, idéal fermé (de type fini) de &(x) vérifiant
I1=1 et pour tout v € N, un difféomorphisme de classe C? a l'origine
de R"(C™ en dehors de 0) transformant l'idéal 1. & ,(x) en unidéai de
&,(x) engendré par des germes de Nash (donc, pour tout v € N, V(1)
est C¥-difféomorphe a un germe d’ensemble de Nash(*) vérifiant les
conditions 2.2 ; en outre, 1 vérifie les conditions 2.3).

Preuve. — Par hypothése, il existe une famille ¢, ..., Py de
générateurs de Pidéal Tet §,,..., &, € R[[x]] tels que :

(i) A touti =1,...,s on peut associer une suite :

1<i, <iy <...<i, <p,

et des £, € R[[x]] tels que, pourj=1,...,p

ijl
—_ k -— —_
5; . g = Z ‘Eijl -9

=1

(1) 11 existe des germes d’ensembles analytiques réels, admettant une singu-
larité isolée a l'origine et non cohérents, par exemple le germe des zéros de
x? — X5 xg i Porigine de R3.

(2) Un germe d’ensemble de Nash est toujours la réunion de certaines
composantes analytiques irréductibles d’un germe de variété algébrique.
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(ii) L’idéal engendré par les 5,. est elliptique ; de méme que I’idéal
D@, s -+ Pay)
DGxg, .-y xg,)

D’aprés le théoreme 1.2, il existe ¢, (x), ..., ®p x);6,0x),...,
5,(x) et des ‘g’,.]-,(x), tous éléments de &(x), tels que pour tout i et j :

engendré par les ¢; et tous les jacobiens :

k
5;(0) . g(x) = 2 £;(x). ¢, () (2.4.1)
=1

et 300 = 5 8,00) = §; 1 £ 00 = En (2.4.2)

En outre, pour tout »' € N, il existe des «,o;(x, 1), 8;(x, 1),
éi].,(x, t) appartenant a & tels que :

ve € [0, 1], ‘;i't(x) £ «,Bj(x) ; Si,t(x) 2 Si(x) > gi/l,t(x) L gijl(x)
Pour tout i et tout j : (2.4.3)
k
8,x, ). g0, )= ¥ £y, ). 9(x, 1) 2.4.4)
=1

‘pj'o(x) = ‘P,-(x) N Si’p(x) = 6,'(x) N giji,o(x) = Eiil(x) ; en outre, ¥;, l(x)s
6,., 1 (), E.-,-;, ; (x) sont de Nash.

Soit I, I'idéal engendré par les ‘pi,t(x), 1 <j<p, dans &(x).
D’aprés (2.4.1), (2.4.2) et 2.3, I'idéal I, = I (indépendant de »’) vérifie
i=1 ; en outre, I est fermé de type fini. L’entier » étant fixé, il suffit
de montrer que si ¥’ est assez grand, il existe un difféomorphisme de
classe C” qui transforme I .& ,(x) en’l; . &, (x) (I, est de Nash d’apreés
2.4.5)). 2y

Posons ¢(x,t) = (p,(x, 1), ..., cpp(x , 1)) et soit % &,

&" — &P la matrice jacobienne de p(x, #). Le théoréme résultera du
lemme suivant :

LEMME 2.5. — Si v' est assez grand, on a :

at
ou u(x, t), v(x, t) sont des matrices n x 1 et p x p respectivement, a
coefficients de classe C”, vérifiant :

(x,t)=%%(x,t).u(x,t)+v(x,t).¢(x,t)

3
u©.0=0:220.,6)=0;:v(0,1=0.
ox
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Preuve. — Posons B = (B,,...,0;), 1 <p, <...<B, <met
D(\oil(x,t):"':pik(xrt))
D(xﬁl,...,xﬁk)

la suite (i,,..., i) est associée 4 i, 1 <i < s). Démontrons tout
d’abord que :

soit A, 5(x, 7) le jacobien (on rappelle que

oy _ 0p
5,-(x,t).A,-,é(x,t).a—t(x,t)—g;-(x,t).ui,é(x,t)+

+ vi’ﬁ(x, ).px,t) (2.5.1)
ol u; g et v; g sont de classe C” et U g, +(x) ) 5 55,¢(X) X 0.
Pour simplifier, posons §;, =6 ; A; g = A ; et supposons que
Gpseees i) =@,...,B)=(,..., k), cequin’est pas restrictif.

Posons ¢(x, 1) = (p'(x, 1), p*(x, 1)), avec ¢'= (¢, (x, 1),....,

o (x, 1)) ; g = W1, 8), ..., ®p (x, t)). Puisque A est 'un des
1

mineurs d’ordre k de la matrice jacobienne {— , d’aprés (2.4.3) :
X

oy’ dp!
Ax, ). — (x,)=— (x, ). ut(x, ) (2.5.2)
ot 0x
ot ul(x, r)est C*et, ¥t € [0, 1], ul(x) £ 0.

D’aprés (2.4.4) et (2.4.3) :
S5x, D). 0%(x, ) =§x,0 .9 (x, 1)

ou &(x, t) est une matrice (p — k) x k a coefficients C* ; puis par
dérivation :

1

3¢? 2 2 .
6(x,t).§£—(x,t)=£(x,t). ‘i G0+ Y e, 0., D

T i=1
(2.5.3)
g2 3p!
5(x, 1). 3";— .0 =Ex,0). a_“;—(x,t) + o, 1) .o, 1)
(2.5.4)

ou ¥(x, 1), n(x, t) sont respectivement des matrices @ —k)xnet
(p — k) x p a coefficients C*, avec V¢ € [0, 1], n,(x) = 0.
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D’aprés (2.5.2), (2.5.3) et (2.5.4) :

0y? 0yp?
S(x, ). A(x, ). — (x,0)=06(x,1t) — (x, ). u'(x, )+
ot 0x

+n'(x,1).0x, 1)

ol n'(x, t) est une matrice a coefficients C*, vérifiant V¢ € [0, 1],
n/(x) L' 0. Visiblement, (2.5.1) résulte de I’égalité précédente et de
(2.5.2).

Par hypothése, I'idéal engendré dans & (x) par ¢, (x), ..., ®p x)
Dlp, , X), ..o 9, (X))

D(Xﬁl, Cees Xg) ’
<o <p, 1 <B, <B, <...<P; <n, est elliptique. Puisque 6,(x)I.
C (¢il x),..., ¢;, (x)), ona 8,(x)* . J (D C I, @i, (XD, oo, 9, (X))
(vérification immédiate). Ainsi I'idéal engendré par ¢, (x),..., ®p x)
et les 6,(x). A,.‘ﬁ’o(x) est elliptique. Il existe donc Y(x) appartenant
a cet idéal et des constantes C > 0 et o > 0 telles que :

et les §,(x). I1<i<s, 1<, <, <...

1Y) =Cix|®

D’apres 2.4.3, les ¢; ,(x) et §; ,(x). Aw’,(x) ont un jet d’ordre
v' — 1 a lorigine, indépendant de ¢. Si v’ — 1 > «, il existe donc
Y(x, ) appartenant a l'idéal engendré dans & par ¢, (x,1?),..,
@, (x, 1) et les 6,(x, t).Ai'é(x, HA<Ki<s 1<4,<4,<... <
B, <n) tel que, siz € [0, 1] et | x| est assez petit :

Iy, 1=2C" x| (2.5.5)
D’aprés (2.5.1) :

Y, ). — 9 (x,t)=%(x,t).u’(x,t)+v’(x,t).w(x,t)

%
at
avec

u)(x) £ 0;vi(x) X0

Ainsi, pour x #0 :

u'(x,t) v'(x,t)
Y, Y.

dp 0y
——x,t)=——(x,t
Y (x, 1) ax(x )

o, 1)
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D’apres (2.5.5) et (2.5.6), si v’ est assez grand par rapport a o et
u'(x,t) ¢ v'(x, 1)
e
Yix, 1) Yix, 1)
classe C¥ en {0}x [0, 1], nuls ainsi que toutes leurs dérivées par

rapport 4 x sur {O}x [0, 1] ; ceci démontre le lemme. /

Preuve de 2.4 (fin). — La démonstration est standard (cf. [3],
chap. VIII, § 3). D’aprés le théoréme classique sur les solutions d’un
systeme d’équations différentielles, il existe 7(x, ¢) = (r,(x, ¢)),. .,
7,(x, 1)), de classe C”, tel que :

v, les quotients se prolongent en des germes de

oT
70,5) =0 ; a(O,t)EIR,, ; T(x, 0)=x

et : or
urx,t),t)=—(x,t
((x, 1), 1) or (x, 1)
D’aprés le méme théoréme, il existe M(x, ) matrice p x p a
coefficients de classe C?, telle que : M(0, ) = M(x, 0) = lnp’ et :

~ oM
v(r(x, ), ) =M (x,1). ?(x,t)

D’aprés 2.5 et ce qui précede :

0
—a M(x, 1) o(r(x, 1), 1) = M(x, 1) . (_“p T, 0,0 . ulrk,n,0) +
ot ax

v, 1), 0. o(r(x, 1), 1) + g—f (. 1),0) =0

Il en résulte que :

Mx, #) . o((x, 1),2) = M(x, 0) . p(7(x, 0),0) = p(x)

Visiblement, x = 7,(x) est un difféomorphisme de classe C* & I'ori-
gine de R" (C™ en dehors de Iorigine) qui transforme I, . &,(x) en
I, .&,(x), cq.f.d. /

On démontre de méme, en appliquant la partie (iii) du théoréme
1.2, le résultat suivant :
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THEOREME 2.4'. — Soit 1 un idéal de R{x }tel que R (1) soit ellip-
tique. Alors, pour tout v € N, il existe un difféomorphisme de classe
C¥ a l'origine de R" (analytique en dehors de Q) transformant l'idéal
1.8,(x) en un idéal de &,(x) engendré par des germes de Nash (donc,
pour tout v € N, V(I) est C’-diffé¢omorphe a un germe d’ensemble
de Nash).

Une question analogue a celle résolue par le théoréme 2.4 est la
suivante : soit I un idéal de R[[x]] ; ’algébre R[[x]]/f est-elle isomorphe
a la complétée d’une algébre analytique ? Ceci est évidemment faux
sans hypothéses supplémentaires sur 1. Par exemple, soit 1 I'idéal
engendré dans R[[x,, x,, x;]] par :

Xy (x2 +x2 +2x3) @2 +x+xy) 3 +x2—(0+x))xy)
(2 +xZ —y(x,)x;)

ol 7y est une série non convergente telle que y(0) = 2 ; la “variété
formelle réelle V(I)” admet une singularité isolée a I’origine et donc le
théoréme 2.4 lui est applicable ; cependant, y(x) est li€ée de maniere
intrinséque 2 la “variété formelle complexe V(I B C)’ (cf. [2], page
220, Pexemple s’inspire de Whitney [4]). Ainsi R[[x]]/T ne peut étre
isomorphe a la complétée d’une algebre analytique. En modifiant
I’exemple, on peut d’ailleurs supposer que R[[x]]/T est intégre.

Le théoréme suivant est démontré par H. Hironaka [5], dans le

cas analytique ; la démonstration se transpose sans difficulté au cas
formel :

THEOREME 2.6. — Soit 1 un idéal de R[[x]] tel que R[[x])/1 soit
réduite et équidimensionnelle de dimension n — k. Posons pour tout
v €N, I, =T+ J,(D?C®). Il existe un entier v, >2 vérifiant la
condition suivante :

Pour toute algébre R[[x]]/J_, réduite et équidimensionnelle de di-
mension n — k, la condition R[[x]]/Tv0 o~ R[[x]]/fp0 implique

R[[x])/T =~ R[x]1/7

(3) L’algébre RL[x]]/T étant réduite et équidimensionnelle de dimension
n — k, les idéaux J,(I) et @  (I) ont méme racine (voir [3], chap. II).
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THEOREME 2.7.(4)—Avec_ les hypothéses et notations du théoréme
2.6, supposons que R[[x])/1,, soit isomorphe a la complétée d’une
algebre analytique (resp. de Nash) ; alors R[[x]]/1 est isomorphe a la
complétée d’une algébre analytique (resp. de Nash).

Preuve. — Nous démontrons uniquement le cas analytique.On
peut supposer que T‘,o est égal a j, ou J est un idéal de R{x}. D’apreés
le théoréme d’Artin-Rees, il existe », € N tel que I:() N m't C m
IUO (m désigne I'idéal maximal de R{x} et donc = est 'idéal maximal
de R[[x]]). D’aprés 3.8, version analytique, il existe un idéal I de R{x}
tel que : I C J ; R{x}/I est réduite et équidimensionnelle de dimension
n—k; Pt =T 4+

Puisque I C T + Jk(I)Vo,onaJk(I) C Jk(T) et donc :

L, =1+ Lm°cT+ 10" =1,
~ V1

Visiblement : ivo +mt = fvo + m ~ etdonc:

L, €L, + @ nL)CL, +m.T,

D’aprés le lemme de Nakayama : TVO = qu ; d’aprés le théoréeme

2.6, les algébres R[[x1]/1 et R[[x]]/1 sont isomorphes.

En particulier, on a le résultat suivant (comparer avec 2.4) :

COROLLAIRE 2.8.—Soit T un idéal de R[[x]] tel que R, (I) con-
tienne une puissance de m ; alors R[[x]]/1 est isomorphe d la complétée
d’une algébre de Nash.

Preuve. — Si 1 contient une puissance de m, le résultat est trivial ;
sinon, I = T N T', ot ht I'" = n et les idéaux premiers associés 4 I'
sont de hauteur < n (considérer la decomposmon primaire de ). Visi-
blement, le(l ) contient une puissance de m ;il existe donc & € R, (I ),
non diviseur de zéro dans R[[x]]/1" ; d’aprés le critére 3.6, chap. 11, [3],
R[[x]]/I' est réduite et équidimensionnelle de dimension n — k, donc
isomorphe a la complétée d’une algébre de Nash, d’aprés 2.7. Le corol-
laire 2.8 est alors évident.

Remarques 2.9. —

(i) Pour appliquer le théoréme 2.7, il suffit de connaitre un idéal
Jde Rix} telqueTCJC i:o' En effet, des inclusions précédentes, on

(4) Les résultats de ce théoréme sont contenus dans [8].






