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QUELQUES THEOREMES DE DECOMPOSITION
DES ULTRADISTRIBUTIONS

par André LAMBERT

I. INTRODUCTION

Dans ce travail, on s'intéresse aux ultradistributions construites
sur des classes de fonctions indéfiniment différentiables non quasi-
analytiques. On se propose de répondre aux deux questions suivantes :

a) Soit T une ultradistribution de classe {M^} de support
S : S = S"^ U S~ A = S4' H S~ ¥= 0 . Sous quelles conditions sur
S, et éventuellement sur {MyJ, peut-on construire deux ultradis-
tributions T4^ et T~ de même classe que T telles que

T = T+ + T- ; supp T± C S± .

b) Soit T une ultradistribution de classe {M^}. On sait [l] ,
[2] que T peut être décomposée en une série de dérivées de me-
sures : T = ^ D" ̂  (1.1), le support des mesures étant inclus

n
dans un voisinage arbitraire du support S de T.

Sous quelles conditions sur S, et éventuellement sur la suite
{MyJ, le support des ^ peut-il être pris inclus dans le support de
T, la série (1.1) convergeant toujours dans le même espace d'ultra-
distributions ?

Au chapitre V, on montre que la décomposition T = T'̂  4- T~
est possible si S"^ et S~ ont, à leur intersection, des points de
contact d'un type imposé par la suite {MyJ, situation décrite par
la propriété de "séparation M-régulière" de S'̂  et S" définie au
chapitre III où nous suivons une méthode connue dans le cadre de
la théorie des distributions [3], [4].
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Au chapitre IV, où les techniques de constructions de prolon-
gements de fonctions dues à Whitney ([6], [7]) sont largement uti-
lisées, on montre que les supports des ^ peuvent être pris inclus
dans le support de T, si celui-ci possède une propriété locale de
régularité, trivialement vérifiée pour les ensembles convexes et qui
généralise la régularité au sens de Whitney des ensembles fermés de
R^ [5]. Cette propriété est étudiée au chapitre III.

Dans les deux questions étudiées, il se pose un problème de
stabilité : T'̂  et T~ , ^ D" JL^ appartiennent-ils au même espace

n
que T ? On peut répondre par l'affirmative pour un ensemble assez
large de suites non quasi-analytiques étudiées au chapitre II où l'on
construit une suite de fonctions à supports compacts dont les pro-
priétés (supports, dérivées) sont essentielles dans la construction de
fonctions (S00 par le procédé de sommation de Mittag Leffler (uti-
lisé au chapitre IV).

Dans un article en préparation, on donne quelques applications :

— application du découpage des supports à la construction de
séries des perturbations renormalisées issues de théories quantiques
des champs locales et à lagrangiens non polynomiaux (Epstein et
Glaser [9],[10]).

— grâce à la décomposition en mesures, on peut, par l'intermé-
diaire de la transformation de Fourier-Laplace, montrer l'hypo-
ellipticité de l'opérateur d'onde dans les espaces d'ultradistributions,
et donner une caractérisation complète des ultradistributions à sup-
ports coniques en termes de fonctions analytiques dans des tubes.

Donnons brièvement la définition des espaces fondamentaux
pouf lesquels on pourra consulter [l], [2], [11], [12], [13], [14].

Soit {M^} n ç N"^ une suite strictement positive. Soit u un
ouvert de R^ et A une constante strictement positive ; on désigne
par ê (^ ,A,{M^}) l'espace vectoriel des fonctions 0 définies sur
u, à valeurs complexes, indéfiniment différentiables dans u et
vérifiant :

110 IL A = Sup (Sup
' M<=Ny VY(=*/MGN^ ^XGU

D^^IX
— — — — — — — — ) < ° ° (L l)
Al"l M /
A — 1 ^ 1
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où | ^21 = ^i + ̂  + . . . 4- ̂  ; n = (^ , ̂ , . . . , n^) ;
a'"'

D" = ————-—————•
^y"l ;)y"yUA! ? • • • » "^y

La topologie de ê (^ ,A , {M^,}) est définie par la norme 11011^ A »
qui en fait un espace de Banach.

Soit Î2 un ouvert de R" . On définit ê(ft, {M^}) par:

ê ( î2 ,{M^})= H ( u ê ( ^ , A , { M ^ } ) ) .
u,uCÇ:^A>0 /

Du point de vue topologique, on prend pour ê(î2, {M^}) la
limite inductive suivant A des â ( ^ , A , { M ^ } ) puis la limite pro-
jective suivant u des Q(u , {M^}) = U ê( t<, A , {M^}).

A^ 0

Les ôy convergent vers zéro (resp^ : forment un ensemble
borné) dans S(S2, {M^}) si et seulement si : Vu ; ~uCC Sî 3A > 0
tel que 1 1 0 y l l u , A — ^ 0 (resp^ : forment un ensemble borné dans
chacun des &(u , {M^}).

On désigne par 6 D ( ^ , A , { M ^ } ) le sous-espace des fonctions
de ê ( ^ , A , { M ^ } ) ayant un support compact contenu dans ~u,
muni de la topologie définie par la norme (1.1) qui en fait un espace
de Banach.

On définit 6D(Î2 , {M^}) par :
û)( , î2,{M^})= _U ( n o ? ( ^ , A , { M ^ ) ) .

u,uCCSÎ VAX) " /

On munit 6D(Î2 , {MyJ) de la topologie limite inductive des
(D(u, A , {M^}). Du fait que 6D(Î2,{M^}) est une limite induc-
tive d'espaces de Banach, il suit [ 1 ], [2] :

THEOREME (1.2). — Pour qu'un ensemble soit borné dans
CD(Î2, {M^,}), Ïl faut et il suffit qu'il soit contenu dans un 0)(u, A, {M^})
et y soit borné.

THEOREME (1.3). — Pour qu'une forme linéaire sur CD(Î2, {M^})
soit continue, il faut et il suffit que l'image de toute partie bornée
soit bornée.

On appelle ultradistributions de classe {M^} sur Sî les élé-
ments de (Q'(SÎ , {M^}) dual de ®(Î2 , {M^}). On munit û)'(î2, {M^})
de la topologie forte du dual (topologie de la convergence uniforme
sur les parties bornées de Q)(Sî , {M^}) -
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®'(Î2,{M^}) est un espace de Fréchet dont la topologie est
définie par la famille des seminormes :

Te0)'(î2, {M,}) ; H I T I I I ^ = Sup |T(0)[. (1.4)
II^II^A^ 1

Rappels et notations concernant la formule de Taylor.

Soit / une application G ^(Fn à valeurs complexes

Le polynôme et le reste de Taylor seront notés • x x G R"kCN^ • - o »

Ax )=(T^ / ) (x )+(R^ / )M= S °L-^D^).
n,\n\<,k n-

On a les formules suivantes :

W/) = T^/ (1.5)

Wyf) = ̂ f - -T^f = R^/ - R^f (1.6)
D^T^/) = T^-l01 (D"/) (1.7)

et donc : D^R^l/) (x) = D0/^) - D"/(.».) (1.8)

R^(T^/)=0. (1.9)
Soit {M^}^M, une suite (>0), on posera :

MW = _^i
M^ \n/k

(-^1\k[ 1

(1.10)

II. CONSTRUCTION D'UNE SUITE PARTICULIERE
DE FONCTIONS A SUPPORTS COMPACTS

THEOREME (II. 1 ). -Soit {M,,} une suite appartenant à S< ;
il existe une suite {e^}^^ de fonctions indéfiniment différentiables,
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à valeurs réelles positives, à supports indépendants de k, inclus dans
la Boule unité <B(0,1) de R1', d'intégrale unité, invariantes par
rotation autour de {0}, analytiques dans le domaine Ô3(0,l)\{0}
et dont les dérivées satisfont à : 3 des constantes A , B , C posi-
tives telles que, pour tous n G N^ , kG. N+ , x ^ R1'

|D"^(x)| <CA^ B^M^)

où B ^ dépend que de {M^}.

L'ensemble des suites Si est défini et étudié au paragraphe
(11.1). La démonstration du théorème est faite en (11.2 et 3), des
applications en sont données en (11.4).

1. Propriétés de certaines suites non quasi-analytiques.

DEFINITION (II. 1.1). — On désigne par ^ l'ensemble des suites
{M^} ^ E N + strictement positives, possédant les propriétés (11.1,
2, 3, 4, 5 ) avec MQ = M^ = 1 .

(11.1.2). — {M^} est logarithmiquement convexe : V ^ ^ N + :
M^ < M^-i ^-n+i • Ceci implique en particulier M^ M^ < ^n+k ̂ n ?
f c G N ^ .

(IL 1.3). — {M^} ^^ ^stable par convolution" : 3B tel que
M^ < B"^ M^ M^ V^, Â : e N ^ . Cette propriété assure que le
produit de convolution de deux ultradistributions de classe {M^},
dont l'une au moins est à support compact, est une ultradistribution
déclasse M^ [l], [2], [12].

(11.1.4). — {M^} est fortement non quasi-analytique '. 3A > 0

tel que Vp e N : S -MM- < Ap • -M^.
n>p M^+i l^tp+i

M
La non quasi-analyticité ordinaire : V —"— < oo implique

n M^
la non trivialité de ^(R^, {M^}) [15]. Roumieu [2] a montré que
l'on ne peut pas, en général, décomposer une ultradistribution à
support ponctuel en une série de dérivées de mesures de Dirac. La
non quasi-analyticité forte est adoptée pour permettre cette dé-
composition.
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(IL 1.5). - La suite M,, est "très régulière": ceci signifie que
M- i

p" = /^T est régulière [2] pour tout 0 < a < - ; c'est-à-dire

Pn A

qye -^— est croissante. La régularité de {?„} assure ([2]) que

si 0 est de classe {P,,}, ^ l'est aussi partout où elle est définie.

On remarque que (II. 1.5) implique (II. 1.2).

PROPOSITION (IL 1.6).-Si {M,,} vérifie(II. 1.4), alors. Va:
Y y^

0 < a < ̂  . Za 5Mîtë P^ = —£— ^/ ^ow quasi-analytique.

Démonstration. - Soit XpOc) la fonction caractéristique du
segment [p, p + ï] et f(x) = ^ Xp(x) M/- ; il suffît de

p=o ""p+i

montrer: f^f(t)tctdt < oo pour 0 < a < -î-. (IL 1.4) implique :
G(x)= C" f(t) dt < A x /Oc).

•'x

G(x) est positive, décroissante, lim G(x) = 0 , et -d- G(x) = — f(x) ;
G(l )= 1; G(x)<-- ^-G(x).

Donc, en intégrant G(x) < ——- , alors •
x 1 ' "

f^f(t) f-dt =- ̂  t-dCd) = - [^GWr^-af" G(t) t^1 dt

^^r^-^^r^^^' "^r
PROPOSITION (IL 1.7). -Soit {M,,} une suite vérifiant (11.1.4)

et (11.1.5). Soient A la constante qui intervient dans (11.1.4) et
1 M

e : 0 < 2e < ̂  . La suite Q,, = ——— est fortement non quasi-
analytique.

Démonstration. - D'après (11.1.6) Q,, et ?„ = -^ sont non

quasi-analytiques, et puisque ?„ est régulière :
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y ^^Ll̂  y 1 .
À Q..I Pp.i A (n + 1)^

/»oo û^ je 1
D'après: / '-,77 == — —T; 1 la suite (^O^ est forte-^jc ^1 € e x^x f1 T€ e je

ment non quasi-analytique pour e > 0.
1 ^ 1C'est-à-dire : 3 B tel que : V ————— < Bp ————-—

À (^ + D1" (P + D1"
et, par conséquent, ^ —"— < Bp • —^ •

n>p QM+I ^p+l

PROPOSITION (11.1.8). - Si {1SL} ^^ loganthmiquement convexe
N N

(N. = 1), ûto^ : N17" < ——1-- ^ effet, —r— est alors crois-
n ^n-l ^n-l

/ N \ « N N,
santé, donc : (^) > ^—— . . . ̂  = N, .

^n-l ^n-l ^O

PROPOSITION (11.1.9). - A" {N^} erf régulière (Nç = 1), ato/-5
/N^y/« _N^
\n\1 nN- ,^ w ! / "Nn_i

NnConséquence de la croissance de
"N«_i

PROPOSITION (II. 1.10). - Si {?„} est stable par convolution
et régulière, alors : 3 B > 0 tel que :

p(fc) p(fc)
-a- < B"-"^ -Ë- ; VÂ:eN+ ef n<p.
"' p!

Démonstration. — Posons p = n + fî ; / Î£N^

^ ̂  (n + g)! ^ ?„ «+g! / p^^/fc

n\ P% P^p ' n! ^k\î
a

d'après la proposition (11.1.9) : (-'^f'1' < p f c^——^, donc:
^ À; !/ P^ A: + JS !

a < " fc+g ",+ ^!/:'!. d'autre part, la suite d - " est stableP^Pfc M ! Â : + ^ ! ' " n\
par convolution. Ceci donne :

^ ̂  rf» ^+fc ^ g^+fc ^ ̂  ̂  ^ B^+fc
"n+fc"fc ^n+k^k
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PROPOSITION (II. 1 . 1 1 ) . - Soient {M,,} une suite de Si
M 1 '

Q" == ̂  ; ° < e < 2A (A est la constante (lui intervient dans

( I L 1.4)). .GIM, et 1̂ 1 le plus petit entier > n. Alors pour
L A J - ' -

e et r tels que e. r = 1 , on a : Qln/r},, < B"^ M^ .
(Q^)("/'-] D ^,

Démonstration. - Utilisant f " 1 < n et la proposition
(II. 1.10), on a : L r J

" 'QfnA] < n — — M ^ ["A-]'^"^
(Q^)("M ^ b M» • ^;e^,(«/.]/fc

< B"^ M^ /^!<l/'•-^) ^!"/t(e-l/r)

PROPOSITION (II. 1.12).-50^ {M^eg; ; /a îutfe [a^ définie

par o-fe = ——-.—— (H > 0) satisfait à :

"©•'>
lim Ofc = 0 et or^, < o^ < B 0^^,

fC—> oo

où B est la constante qui intervient dans (11.1.3).

Démonstration. - La suite P^ = —— fo < a < -\ est non
quasi-analytique et régulière

^ = f^-i\ /^-OP^ < /PoyP, ^ p, M p,_, ^•••^Ip;/^ = f^-i\ (^-DP^ ^YP, ^ P, M p,_, ^•••^Ip;/
1 /^v^ - l /^^i/fc i i i

ak H W " H ^ / IÏ^^H^^' cette demière

suite tend vers zéro lorsque k —> o°. En utilisant la proposition
(II. 1.9), on a :

/ °k y ^ Mfc^i ,k + l!M/(fc+i.)
^/ ( Â : + I ) M ^ V M ^ ^

D'autre part, en utilisant (11.1.3) :

"k ^ ^ Mfc^.^ ,k + l ! x i / ( f c + i ) _l_ M^t ^
-0^1 / M^ l M^i/ k + l " M^ < B •
/ °k Y ^ Mfc^i /Â :+ 1 K
Vo^i/ M^ l M^i/
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2. Etude d'une suite de produits infinis.

Dans ce paragraphe, on montre le résultat suivant :

LEMME (11.2.1). - Soient {M^} une suite §î et {Q^} l'en-

semble des suites défîmes pour Â : G N + par: Q^1 = (——\n Q
M 1 ^2k

avec : Q^ = —^ et 0 < e < — où A et B sont les constantes
n. -ZA

qui interviennent dans (11.1.3 et 4). On peut construire une suite
{I\} k^N+ de fonctions entières de Z G C satisfaisant aux es-
timations :

(i) V Z G D = { I Z G C I \x\ > \y\} on a :

^W^^ik ^{(^(Ixl2)}

(ii) Pour les valeurs réelles x de Z , on a :
| I \(x) |<exp(4AoÂ;|;c[)

(Ao ne dépend que de {M^} et de e).

Note. —Conformément aux notations usuelles [l] , [2], [11] :
/ M" \

exp {Q^1 (u)} = sup (-.T;) . C'est une fonction croissante,
MGN+ ^Q^ K j /

continue pour u > 0 si, comme c'est le cas ici, elle est construite
à partir d'une suite non quasi-analytique [15], et qui tend vers l'infini
avec u .

Démonstration de i). - Posons : q^ = —r— : a^ •= V^^+i .
C, = (^2fc et : Q"-1

zec:r,(Z)=r:(Z).r,-(Z)= ^(l+-^-z) n (i-^z).n>k v a^ / p>k \ a /

Les fonctions F^ , F^ , F^ sont entières ( ̂  — < oo) de
v ^ 1

type exponentiel nul ([1] p. 100) et leurs zéros sont situés sur l'axe

< K e Z = = 0 : x = 0 ; y=±01—. n > k . VZ = x + iy ç C, on a :
-k
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l i \ ( Z ) | = n /(i-^+^l //i+2S.V+Z^^+i^L //,.2^.\2.,^_c2

">fc y ^ a,, / ^ y i1 + a^ + ^
/ |Y [2 (^2 .n ( l x l ^}

n>k \ a2 /

D'autre part, dans le domaine D = {Z\x2 - y2 > 0}: 14- Z2C^ > i
I\(Z) satisfait donc à : ^ ^

ip ^7M ^ o / 1-^1" C? \ 2 ) ( ijci^r2" oi r^(Z) i> sup (—————£——y >syp 'J(:' ^ ^2fc
«ŒN, ^,,a,,,,...,a,. ,/ .p n.n^ { ^o^...,^^/ ) " ( Q̂2n+2k

et, avec (11.1.3) : |r^(Z)| > —— Sup ! /M^V" J^ (B n ( v B / Q^r
Démonstration de ii). - On a V^n ^2/2+1 ^ ^2^ = Q2" et,

Q Q2M-1

d'après (IL 1.8): C^ < 2fc , utilisant la non quasi-analyticité
forte de Q, : y2fc-1

r v 1 < 02^ y. 1c^ 2d ~ ̂  7.—— ^ —
">fe V^2r! ^2M-1 ^2^-1 «>2A: ^M

^^(Ao^.^)^^Q2.-i v o Q
,2^2^^=,^.('+^)<.^.('^y v^"

et, par conséquent,

r \ (x )<exp /2 |x [C \ ^ ——====:) <exp (4 Ao ^ | x [ ) .
v n>k \/^2M ^2^2+l /

LEMME (iï.2.2). - Soit { M ^ G g ï . // existe une suite {<i^}
/; G N+ de fonctions analytiques dans un ouvert (jù C C contenant
le segment ]—1,0[ et satisfaisant à : II existe des constantes A,
et C telles que: Vjce]- l ,0[ , n et Â : G N +

ID^OOI^CAÏB^M^
où B ne dépend que de la suite {M } .

Démonstration. - Les fonctions I\ définies plus haut dépendent
de e (o < e < —) puisque Q^ = —— en dépend.M^

2A/ t————!- ^ - ^6
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On pose W) = TTTTTTTr où Z e C ; r€ N^ et :
Li \Lt ' 1 )

$,(Z) == (i\ o ^a) (z)
Désignons par L la famille, lorsque 0 < h < — . des losanges ou-
verts C C construits à partir des points Z = 0, Z = — 1 et tan-

gents au cercle de centre Z = — — et de rayon -r ; soit 0 le TT

angle au sommet (Z = 0) de ces losanges.

On a : sin 0 = h ; cos 0 = \/l — h2 et cos 20 = 1 - 2h2 .
Posant Z = p^ ê10! = p^ e1^2 — 1 , on a, dans un losange quel-

conque de la famille L : |cos (0^ + 0^)| > |cos 201 = 1 —2/z2 et,
1 1 - 2h2

par conséquent : Û<e ————— > ————? pour tout rGN^. ,
Z(Z + 1) p^ p^

on peut choisir /z assez petit (disons hy) pour que l'on ait dans

le losange ly correspondant : cos(r(0^ + 0^)) > ——= cos — •

L'application ^ : Z —^ ? envoie alors tout point Z € ly
dans le domaine E = {? G C| |C%^?| > |^m?|} .

Donnons une minoration de \(3ie'U(Z)\ pour Z ^ - l y . On a :

nkR^ZKZ)! = |cos^(0i + 0 2 ) 1 . IZKZ)! > v— mz)\

\v\ h2 x2 x2
1 ^ 1 ^ T 1 / ? ^ " » • A 1 ^ l - ? ^ -^=^=<^ donne: ^ < -^ ; donc ^ + y- < -^ .

D'autre part, |Z + 1|2 = (1 - \x\)2 + ^2 < 1 + y2 < ——— et,
1 — h~

, l 1 y . (1 - h^
par conséquent (^rîzTTi) > "TeT' •

II existe donc une constante A,, telle que, pour tout Z £ /,. :

|(%(? <U(Z) | > A;: ——^ > A;. (11.2.3)
1 ̂  1

L'application '11 : Z —^ ? envoie donc tout point Z de ly
dans le domaine Ey = { ? G C| \Ûie^\ > |^w?| et |<Ké?? l>A^ .
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E^ étant disjoint de l'ensemble des zéros de (I\ o ̂  (Z), la

fonction <i>^(Z) = —————— est analytique dans ly où, d'après
\\ k 0 < ^ ) (z)

le lemme (11.2. l)i), elle satisfait à :

1<Î>^(Z)| < B2^ exp {-Q^l (\(f^e U(Z)\2)}

et, puisque exp {-Q1^} est une fonction décroissante :

|<Î>,(Z)| < B^ exp -Q^l ((Aî-)2') 1 . (11.2.4)

Pour estimer les dérivées des ^(Z) en un point u du segment
réel ] — 1 , 0 [ , on applique la formule de Cauchy au cercle 7 de

centre u et de rayon ——— ; <i^(u) étant symétrique par rapport

à u = — — . il suffit de faire le calcul pour u G — — -> 0 .

^"iîlX^-
^(^r^^h

Soit, avec (11.2.4) :

|D"$,(«)| < n\ (-)" ̂  Sup (̂  exp j -Ql^' ((^-)") j ) .
^y7 o<u<i vy ( W il 1 ' ) /

Q^' r " 1 "O1 - r M 1 yy
Si Q^1 = ^ et — est le plus petit entier > —, on

(Ay. ) [_ LY J 2r
a, pour 0 < u < 1 :

ID^^I^^yB^ Sup ( — — — e x p S - Q ^ ( - ^ ) j ) .
^ A ^ ^ 0<u<l ^V^12^ \ \V 1 1 1

Le dernier facteur est, par définition [l], [2], [15], la "régu-
larisée convexe par l'intermédiaire des log" de la suite {Q^^^eN

(pour la valeur — de l'argument) qui, puisque cette suite est

(comme Q^), logarithmiquement convexe, est égale à Q^ , :

———L*——— of —— ûo+ lu i-tinc' t-ta+i'f ûi-i+î i. "-> ———

2 ^
ID^^l^^C^^^B^Q;^.y^r^i <n\(——Y B^ o^1

h. A2;/ ^n/
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Or: r " 1 < 2 M < p 1 + l .
\ . r ] \.2r] i r ]

Ceci donne : Q;̂ , = (^)["/2r] O .̂] < ̂ 'gi •

Prenant alors r et e tels que r. e = 1 , on obtient :

M^ M^nl^l <^ D3«+2fc ^ <- Tï3n+2k ^n
^Wr}^15 ^ ^ D ^

nr>3
et, par conséquent : |D"<i>^(^)| < (——-^J B^ M^ .

hy Ay

Ceci achève la démonstration du lemme (11.2.2) qui généralise
un résultat de Dzanasija [8].

3. La suite des fonctions e^ à supports compacts sur R 1 ' .

A partir des $^ construites au paragraphe précédent, on
définit la suite de fonctions bjç :

0 pour x < — 1
b^Çx) == ^j,(x) pour - 1 < x < 0

0 pour x > 0

bjç est une suite de fonctions positives, nulles ainsi que toutes leurs
dérivées pour x = 0 et x == — 1 , et prolongeables analytiquement
dans un voisinage complexe de ]— 1,0[ .

On définit la suite de fonctions a^ par :

/ x b k ( t ) d t
a^(x) = —^—————— pour - 1 < x < 0 et :

f_\ b,(t)dt

ajç(x) = û^(- x) pour 0 < x < l et a^Çx) = 0 partout ailleurs.
Les djç sont des fonctions indéfiniment différentiables sur R ,

positives, paires, vérifiant û^(0) = 1 et \fn : D" û^(0) = 0.
D""1b ( x )

Donnons une estimation des dérivées : D" a^(x) =—-;——k—— •
j h^(t)dt
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b^(x) est symétrique par rapport à x = - 1 et prend en ce point
sa valeur maximum ; donc :

!w< 4»,(4)--^ (4)
' _1__ , - 16'

,n (,+^)^(E) ou ^T-
n>k \ a2 /n

La partie ii) du lemme (11.2.1) : b^(- ^-) > exp (-4 A(,E ̂
donne, avec le lemme (11.2.2) et la proposition (II. 1.10) :

\ / n , k e N ^ - . ^"^^KCiBfAÏM^ (11.3.1)
avec Ci = 2CB et Bi = B4 exp (4 AgE).

On définit alors la suite {f^en. d'applications de R" dans
R+ par: +

f^(x)=a^ x?) (n.3.2)
< = i

et la suite {e^^ par : e^(x) = fk(x)——. (n 3 3)
]Wdvt

Le support des ^ et f^ est inclus dans la Boule unité (8(0,1)
de R". Ces fonctions sont positives, analytiques dans le domaine

(B(0 , l ) \ {0}={x |0<S x ? < l } et invariantes par rotation au-
tour de l'origine. '

Si (^y(u) est le volume de la sphère de rayon u dans R" ,
o n a : /^^>^)^).^(^.

Cette estimation, et la formule donnant la dérivée n^ d'une
fonction composée, nous conduisent aux estimations suivantes :

II existe des constantes A , B , C positives B ne dépendant que
de la suite {M,,} <= 9) telles que, pour tout x G R", k £ IM^, n G N" :

|D" e^(x) | < C A'"l B^ M^(k) (11.3.4)

et, puisque les fonctions ^ sont analytiques sur le segment ]0 1 [
on obtient pour e, : V l'ouvert S2 Ctf?(0,l)\{0} il existe des
constantes A^, Ci telles que V;c G Sî, n e N^ :

|D"e i (x ) |<CiA^ | / î | ! (H.3.5)
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4. Construction de suites de fonctions subordonnées
à un ensemble fermé de R" .

Soient S un ensemble fermé de R1' , {M^} une suite Ç ̂  et
o^ une suite positive, décroissante, tendant vers 0 lorsque A : G N +

tend vers l'infini, définie par Oj.. = ——————-, où H est une cons-^^
tante positive. ^!

On désigne par {S^J^^ la suite d'ensembles de R^ suivante :

Sj, = j xER^ûfOc.SX- 0 1 ] ; r f (x ,S)= InfrfOc.x').
( 2 ) x'^s

Soient Xg la fonction caractéristique de S^ , et e^ la fonc-
tion d'intégrale unité définie à partir des e^ (11.3.3) par :

^) <)'<)•
Les relations — < H" (—*-)"< H" B^ donnent, pour

°k ^fc-l'
les dérivées de êy :

3 C Q , G Q , B Q (constantes positives: Bp ne dépendant que
de {M,,} et v) telles que :

V^GR" , Â :e iM^ , M G N : : |D"e^ (x ) [<Co(HGo) l " lB^Mi^ .
(11.4.2)

Définissant la suite {W^} par: W^(x) = (Xs^ * e^) (x),
on obtient :

PROPOSITION (11.4.3). - Les fonctions W ^ G e°°(R1') satô-
/onf a :

(i) 0 < Wj,(x) < 1
( 1 \/x t.q. d(x , S) < CTfe

(ii) W^(x) = 2

\ 0 Vx t.q. d(x , S) > fffc
(iii) 3 BI > 0 et V le compact K C R" , 3 Ci, G, t.q. Vx G K ,

Â : G N + e/ neN^ :
F (-•1"1 ffe uW

|D"^(^| < " l l J l^, l M l"l = Ci (HGi) '" ' B^ M ^ i .
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D'après (II. 1.12) : o^, < a^ < Bo^i , on a :

PROPOSITION (11.4.4). - Les fonctions (W^-w^+i ) satisfont
pour tout k G N^. a :

d(x , S) > Ofc
(i) (W^ -^)^)(;c)=0 Vx t.q.

^,S)<^

(ii) ,̂ ûi^c des constantes différentes, à des inégalités ana-
logues à ( I I . 4.3, iii).

Rappelons, en le complétant, un résultat de Whitney (voir [7]).

LEMME (11.4.5). - Soit S un ensemble fermé de W , {M^}
une suite G g/, on peut, pour tout / : G N + , construire une suite
{0^y}y de fonctions possédant les propriétés suivantes :

(i) les (t>kj ont des supports compacts indépendants de k ;
elles appartiennent à (^(R^S), sont positives et telles
que ^ <^,(x)= 1 Vx^S .

(ii) tout compact C Fr\S intersecte seulement un nombre
fini de supports de 0^ y .

(iii) il existe des constantes positives FQ et GQ telles que
V / î G N ^ et x G R ^ V S :

Ç D"0^,0c) ^G^x.Sr^M^.

(iv) il existe une constante C indépendante de j , k , S, telle
que : diam(Supp 0^ y) < C ûf(Supp 0^ ., S).

Ces résultats (à l'exception de iii) qui doit être précisé), sont
montrés par Whitney pour le cas d'une suite de fonctions 0. (au
lieu de 0^y) construite à partir d'une seule fonction 0(x) E ^(R^).

Si y^ est le centre d'un cube C. d'arête 5. < d ( y . , S) et

^•(x) = <f)(———L} , Whitney montre :

||M|C'-i|D" V/,(x)| < Sup ID^Oc)! , (11.4.6)
x U yX , >jj
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On remplace ici ^Ax) par la suite :

^(^-(X,*^)^^)

où e^ ^(x) = e^ ( —) ; ^ est la suite définie en (11.3.3), a une cons-
^ a '

tante > 0 et X^(x) la fonction caractéristique d'une cube de
côté b choisi convenablement. On a alors, à la place de (11.4.6) :

|D" ̂ ,(x)| < A^' B^ M,<:,> ̂ ^ (IL4.7)

La suite 0^.(x) = ^.(x)/^ ^g(x) utilisée par Whitney est
c /= i

remplacée par: <Pkj(x) = \l^kj(x) H (1 - ^g(x)) qui au voi-
sinage de chaque point n'a qu'un nombre N au plus de facteurs
différents de 1 . En effet, il existe N G N^ tel que tout x ^ S
possède un voisinage qui n'intersecte que N supports de V/^ • .
La formule de Leibniz donne alors iii) avec Fç = B^.

Définissons la suite des x. G S et pour x ^ S le point je* G S
par :

û?(S, Supp 0^ ? = d(x^ , Supp 0^ p
rf(;c,S) = r f ( ; c ,x*)

Comme conséquence du point iv) du lemme (11.4.5) on a [7] :

PROPOSITION (11.4.8). — // existe deux constantes C^ et C^
indépendantes de 7 , ^ , 8 telles que Vx G Supp 0^ .

d(x , x,.) < Ci d(x , S) et ûfQc*, .̂) < C^ d(x , S) .

III. SUR DEUX PROPRIETES DE REGULARITE
D'ENSEMBLES DE FT

On expose ici deux propriétés de régularité d'ensembles (aue nous
prendrons fermés) de R1' , introduites respectivement par Lojasiewicz
[3], [4] et Whitney [5], [16] p. 98, [17] p. 19.




