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SUR L'EXISTENCE DE PROCESSUS
DE DIFFUSION

par Kazuaki TAIRA

0. Introduction.

Soit D un domaine borné d'un espace euclidien R^ D étant une variété
compacte à bord SD déclasse C°°, de dimension N.

On introduit les définitions suivantes (cf. [l], [8]) :

DÉFINITION 0.1. — Soit {Tj^o un semi-groupe fortement continu d'opéra-
teurs linéaires bornés sur l'espace C(D) des fonctions à valeurs réelles et
continues sur D. On dira que {Tj est un semi-groupe de Feller sur D si, pour
tout t ^ 0, /eC(D) et 0 < f(x) ^ 1 sur D =>»0 ^ T,/(x) ^ 1 sur D,
i.e., si les {Tj^o sont positifs et contractants sur C(D).

DÉFINITION 0.2. — Soit A le générateur infinitésimal d'un semi-groupe de
Feller {Tj^o sur D- On dira que {Tj est un A-processus de diffusion sur
D si A satisfait aux conditions suivantes :

a) Au = Au pour toute ue^(A) n C^D), où

A = ô^ox2, + o^ôxî + • • • + ô2/^

et ^(A) est le domaine de définition de A.

b) A est l'extension fermée minimale dans C(D) de A restreint à
Q{A) nC^D).

Nous nous intéressons alors au :

Problème I. — Trouver tous les A-processus de diffusion sur D.

Remarque 0.3. — Dans le cas où N = 1, ce problème a été résolu par
Feller, Dynkin, Itô-Mckean et Ray. On suppose donc que N ^ 2.
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Ventcel' [13] a démontré que, si A est le générateur infinitésimal d'un A-
processus de diffusion {Tj^o sur ^» il existe un opérateur frontière F
d'ordre 2 de type intégro-différentiel à coefficients mesurables bornés sur 8D
et une fonction mesurable 8 bornée et positive sur 8D tels que, pour toute
«e^(A) nC^D),

Lu(x') = ru(x') - Ô(X')AM(X') =0, x' e 8D

(cf. [l], th. XIII). La relation L sera appelée la condition aux limites de
Ventcel'. Nous renvoyons à [l], chapitre II pour les détails sur la forme de F.

Nous sommes alors ramenés au

Problème II. — Savoir pour quelle condition aux limites de Ventcel' L il
existe un A-processus de diffusion.

Dans cet article, on considère le problème II lorsque F est un opérateur
différentiel à coefficients C°° sur 8D et 8 est C00 sur 8D, et on donne des
conditions suffisantes pour l'existence de A-processus de diffusion {Tj^o
sur D, en généralisant des résultats de Bony-Courrège-Priouret [1] au cas
où les conditions aux limites de Ventcel' L sont non-coercives. Les résultats
obtenus sont résumés au paragraphe suivant.

D'après une variante du théorème de Hille-Yosida tenant compte du
principe du maximum (cf. [l], [8]), on ramène le problème de la construction
de A-processus de difusion {Tj sur D à la résolution de problèmes aux
limites suivants :

(*)o { (a—A)M = / dans D,
Lu = 0 sur 8D,

où a > 0 est une constante.

En utilisant les résultats obtenus dans [11] et [12], on étudie le problème
(^)o dans le cadre des espaces de Sobolev et on démontre que, pour tout
a > 0, le problème (*)o admet une solution unique u e FP'^D) (s ^ 3)
pour toute / e îîs~2(D) ; ce qui, compte tenu du lemme de Sobolev, montre
que, pour tout a > 0, le problème (^)o admet une solution unique
ueC^D) pour toute /eC°°(D).

En raisonnant comme dans la démonstration du théorème XIX de [l], on
obtient les A-processus de diffusion cherchés.

Je tiens à remercier B. Heiffer dont les conseils m'ont permis de simplifier
ou même totalement de modifier certaines démonstrations initiales.
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Le plan de cet article est le suivant :
1. Énoncé des résultats.
2. Opérateurs de Green et harmonique.
3. Construction de processus de diffusion.
4. Démonstration du théorème 1 : cas du second ordre.
5. Démonstration des théorèmes 2, 3 et 4 : cas du premier ordre.

Quelques résultats de cet article sont annoncés dans [10].

1. Énoncé des résultats.

1.1. On va introduire et étudier une classe de conditions aux limites de
VentceF de type différentiel à coefficients C°° sur le bord.

On ne considère que des cartes locales (U,/) de D pour lesquelles ^(U)
est un ouvert de

R N = { z = ( ^ „ Z 2 , . . . , Z N ) e R N ; Z N ^ O } ,

la coordonnée x^(^=(x^x^.. .,x^)) définissant le bord 8D :

f ^ e U n D ope\J et x^(p) > 0 ;
[p e U n 8D o p e U et x^(p) = 0.

Soit (x',^) = (xi^,.. .,XN-I,^I,^- • -^N-1) des coordonnées locales du
fibre cotangent T* 8D à SD. La condition aux limites de VentceP L que
Fon étudiera dans la suite est la forme (cf. [l], (11.3.1), (11.2.16) et (11.2.1)) :

Su
(1.1) Lu(x') = n(x') — (x') + Q^(x') - ô(x') A^(x')

Sn
ou F ^ - 1 82u

=^(x')-(x')+ ^ ^(^———(x')
on Li , j=i oxi cxj

+ Y PW^-OC') + 7(^(^)1 - Ô^AuM^eC^D)),
1 = 1 8Xi J

où

— n est la normale unitaire intérieure à 8D,
- \i est une fonction positive de C^D) :

(1.2) n(x') ^ 0 sur <9D,
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— ou bien Q est un opérateur différentiel du second ordre à coefficients C00

réels sur 8D ; la matrice (o^Oi^^N-i est symétrique et le symbole
principal q^{x'^) de — Q

q2^^)= Ï ^M^
i,j'=i

est positif sur le sous-espace des covecteurs non nuls du fibre cotangent
T* 8D\0 :

(1.3) q,(x\^) = Y o^x')^^ 0 sur T* BD\0,
ij=l

— ou bien Q est un opérateur différentiel du premier ordre à coefficients
C°° réels sur SD,
— le terme y d'ordre 0 de Q est une fonction négative de C^ÇôD) :

(1.4) y(x') ^ 0 sur 3D,

— 8 est une fonction positive de C^ÇSD) :

(1.5) ô(x') ^ 0 sur BD.

On dira que la condition aux limites de VentceP L est du second ordre
(resp. du premier ordre) si Q est du second ordre (resp. du premier ordre).

ou
Remarque 1.1. - Dans (1.1), u(x')—(0 est un terme de réflexion;

8n

N-I fflu N-1 ou
^ ^(x /)———(x /)+ ^ P1^)—^)

^.=i Sx.Sxj ^i ôXi

est un terme de diffusion sur le bord ^D; y(x')u(x') est un terme d'absorption
et ô(x') Ai^x') est un terme de viscosité.

Nous introduisons une définition qui nous servira dans la suite :

DÉFINITION 1.2. (cf. [l], § 11.2.8). - On dira que L est transversal sur ÔD
si, en tout point x ' e ^D où ô(x') est nul, [i(x') est strictement positif.

Remarque 1.3. — D'après (1.2) et (1.5), L est transversal sur 8D si et
seulement si

(1.6) n(x') + 500 > 0 sur SD.

1.2. Le cas où L est du second ordre. — On va tout d'abord introduire
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une quantité positive Tr H (x',^') déterminée par le hessien Hg (x',^') du
symbole principal

'̂̂ ') = Ï o^W
» , J = 1

de - Q par rapport à (x',^) (cf. [4], [5]).

Soit (^ij(x'))i^,^N-i là métrique riemannienne de <3D induite par la
métrique naturelle de RN et (^(x')) la matrice inverse de ( g^x ' ) ) .

Posons :

S = {(x'^)eT* 8D\0 ; |̂ | = 1 et q^x'^) = Y ^-(x')^, = ol,
l » , j = i J

où ________
^——————

1 ^ 1 = JE ^V)^.v i,j=i
Soit p e Z. Pour tout vecteur tangent u à T* ÔD en p, on choisit un

champ de vecteurs v sur T* 8D tel que v = u en p. On peut définir une
forme quadratique dp(u, u) par l'équation :

dp(u,u) = (1^2)? •

En effet, puisque q^ s'annule au second ordre sur E d'après (1.3), a^(u,ù) ne
dépend pas du choix de v.

Soit Tp(T* 8D) le complexifié de l'espace cotangent Tp(T* 8D) à T* 8D
N-l

en p. On considère la forme symplectique CT = ^ ^j A ^j et ^a forme
j^i

quadratique ûp(u,M) comme des formes bilinéaires sur
Tp(T* 8D) x Tp(T* 8D). Puisque a est non-dégénéré, on peut définir pour
tout p e S une transformation linéaire

A p : îp(T*5D) ^ Tp(T*âD)

par l'équation :

a(M,Api;) = âp(M,y), u,ve Tp(T* BD).

Melin [5] a démontré que les valeurs propres de Ap sont sur l'axe imaginaire
et symétriques par rapport à l'origine. Pour tout p = (x',^') e S, on pose :

Tr H^(x',Ç') = la somme des valeurs propres positives de —=== Ap.
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On sait que le symbole sous-principal

îi(x',ç') = y^r ( s' o^ (x')̂  - "f B'(fz'^^'^-E'P^^..)
\i,^=l i-1 /\*,^=i »-i

de — Q est invariant sur

Ici

ï = {(x^eï^O; |̂ | = 1 et ^ a^^ol-
1 t.j=i J

^^^ax"^^'
En utilisant le théorème 5.9 de Hôrmander [4] comme dans la démonstra-

tion du théorème 2 de [12] et en raisonnant comme dans la démonstration du
théorème XIX de Bony-Courrège-Priouret [l], on démontrera le

THÉORÈME 1. - Soit
ou N-I .52

LM(x /)=^(x /)-(x /)+ ^ aV)———^)ôn ij=i ôx,8xj
N-1 ou

+ Z y^'^^ + Ï^W) - ^(x^AMM^eC^D))

MM^ condition aux limites de Ventcef du second ordre satisfaisant à (1 2) (13)
(1.4)^(1.5).

On suppose que L ^sî transversal sur 3D et que :

(H) en tout point (x',^) ^

E ^^^eT^D^ ; IÇ'I = 1 et q,(x\^ = N^ ^(x')^ = ûl,
1 » . j= i )

^frH^) + n(x') + Y o%(x^ - N^1 p-(xX- > 0.
ij=l '-l

// existe alors un ^-processus de diffusion {Tj^o sur D tef que, pour le
générateur infinitésimal A de {TJ, on ait :

(^) @(A) nC^D) = {ueC^D) ; L^=0 sur 8D},

Remarque! A. - 1° Ce théorème comprend, comme cas particulier, celui
de [1] dans lequel q^x'f,) > 0 sur T* 8D\0 (cf. [l], théorème XIX). 2°
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Notons que l'hypothèse (H) ci-dessus est plus faible que l'hypothèse (A.l)
dans le théorème 1 de [10].

1.3. Le cas où L est du premier ordre. — En utilisant le théorème 1 de
[12] et le théorème 5.1 de Sato-Ueno [8], on démontrera le

THÉORÈME 2. - Soit

8u N-1 Su
Lu(x-) = ̂ -(x') + ^ p(x') —(x')

8n ,=1 Sxi
-h YOQMOc') - ô(x') Au(x')(u e C^D))

une condition aux limites de VentceF du premier ordre satisfaisant à (1.2), (1.4) et
(1.5).

On suppose que L est transversal sur ÔD. I l existe alors un semi-groupe de
Feller {Tj^o sur D tel que, pour le générateur infinitésimal A de {TJ, on
ait :

fi) ^(A) n C^ÇD) = {ue C^ÇD) ; Lu = 0 5^r £»D},
[ii) Au = Au pour toutë u e ̂ (A) n C2'K(D).

Ici C2tK(D) (0 < K ^ 1) désigne le sous-espace vectoriel de C^D) formé
des fonctions / telles que, pour 0 ^ |p| ^ 2, les dérivées Wf satisfassent à
la condition uniforme de Hôlder avec exposant K dans D.

Sous des hypothèses plus restrictives, on obtient les théorèmes suivants :

THÉORÈME 3. — Soit

8u N-1 8u
Lu(x') = nM-M + ^ P1^')—^)

on t=i oXi
+ y(x')M(x') - ô(x') ^u(x')(u e C^D))

une condition aux limites de VentceF du premier ordre satisfaisant à (1.2), (1.4) et
(1.5).

On suppose que L est transversal sur 8D et que :
(H.2) il existe une constante CQ > 0 telle que

^ P1^ ^CoUMI^I sur T*3D.

I l existe alors un ^-processus de diffusion {Tj^o te^ ^l(^ pour le
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générateur infinitésimal A de {Tj, on ait :

(+) ^(A) nC^D) = {«eC^D); LM=O sur BD}.

THÉORÈME 4. — 5'oî'r
BM N-1 . ou

L«(x') = uM—M + ^ P'M—M
^ ,=i ÔXi

-h y(x'Mx') - SOQAMQc'KMeC^D))

une condition aux limites de VentceV du premier ordre satisfaisant à (1.2), (1.4) et
(1.5).

On suppose que L est transversal sur 8D et que :

(C.2) le champ de vecteur ft=(^1,^2,.. .,^-1) sur 8D est non nul sur
M= {x' e SD ; H(x')==0} et aucune courbe intégrale maximale de P n'est
entièrement contenue dans M.

77 existe alors un A-processus de diffusion {Tj^o tel que, pour le
générateur infinitésimal A de {TJ, on ait la propriété (+) .

Remarque 1.5. — 1° Les théorèmes 3 et 4 comprennent, comme cas
particulier, celui de [1] dans lequel a(x') > 0 sur cD (cf. [l], théorème
XIX). 2° Notons que l'hypothèse (C.2) ci-dessus est plus faible que les
hypothèses (A.3), (B.3) et (C.3) dans le théorème 3 de [10].

2. Opérateurs de Green et harmonique.

2.1. On considère le problème de Dirichlet suivant : pour deux fonctions
/ et (p définies dans D et sur SD respectivement, trouver une fonction u
dans D telle que

(D)
f(a - A)u = / dans D,
[u\sD = (p sur 8D,

où a est un nombre réel. On résout le problème (D) dans le cadre des
espaces de Hôlder.

Soit m un entier positif et 0 < K < 1. On désigne par C^^D) (resp.
C^^D)) le sous-espace vectoriel de (^(D) (resp. C^oD)) formé des
fonctions / telles que, pour 0 ^ \p\ < m, les dérivées Dpf satisfassent à la
condition uniforme de Hôlder avec exposant K dans D (resp. 8D).
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Rappelons le résultat classique suivant (cf. [7]) :

THÉORÈME 2.1. — Soit m un entier positif et 0 < K ^ 1. Pour tout
a ^ 0, l'application: u -> ((a - A)M,u|^) est un isomorphisme de
Cm+2)K(D) sur Cm'K(D)(SCm+2-K(8D).

En vertu du théorème 2.1, pour tout a ^ 0, on peut définir des
opérateurs linéaires continus G^ : C^^D) -^ C2'K(D) et H, :
C2'K(8D) -> C2'^) par les relations suivantes :

a) Pour toute /eC^D),

f(oc-A)G,°/=/ dans D,
/ lG,°/|âD=0 sur 8D.

b) Pour toute (peC^D),

f ( a - A ) H , ( p = 0 dans D,
[H,(p|^ = (p sur 8D.

Notons que G^ (resp. HJ se prolonge en un opérateur linéaire borné et
positif, encore noté G^(resp.HJ, de C(D) (resp. C(ôD)) dans C(D) qui
sera appelé opérateur de Green (resp. opérateur harmonique) (cf. [8],
théorèmes 2.4 et 2.5).

Du théorème 2.1, on déduit le

COROLLAIRE 2.2. - Soit a ^ 0. On a alors :

i) Pour tout entier positif m, G^ est un isomorphisme de C^^D) sur
{y e 0+2, K(D) ; v\g^ = 0 sur 8D} .

ii) Pour tout entier positif m, H, est un isomorphisme de Cm+2'K(8D) sur
{weC^^D) ; (a-A)w = 0 dans D}.

2.2. Soit L une condition aux limites de VentceF du type considéré au
paragraphe 1.1. :

Su
Lu(x') = H(x')—(x') + Qu(x') - Ô(X')AM(X')

8n
8u r^1 • • ^u N-1 su

^^xf)-(xf)-}-\ ^ o^(x')———(x') + ^ PW—tx')
SM L,j=i 3x^x^ ^i Sx,

+ Y(X')M(X') - 8(x') AM(X')(M e C2(D)).
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L applique continûment C2'K(D) dans CofK(8D). En outre,

LEMME2.3 ([8], lemme 4.2). — Soit L une condition aux limites de VentceV
satisfaisant à (1.2), (1.3), (1.4) et (1.5). Alors, pour tout a > 0, l'opérateur
LG,° :

/ -> LG^.A/eC^D))

se prolonge en un opérateur linéaire borné et positif de C(D) rfans C(3D).

On notera LG^ l'opérateur de C(D) dans C(8D) ainsi introduit.

D'autre part, d'après le corollaire du lemme 4.1 de Sato-Ueno [8], on a le

LEMME 2.4. — Soit L une condition aux limites de Ventcef satisfaisant à
(1.2), (1.3), (1.4) et (1.5). Alors, pour tout a ^ 0, V opérateur LH, :

(p ^ LH.q> ((peC^D))

se prolonge en un opérateur linéaire fermé de C(8D) dans C(8D).

On notera LH, l'opérateur de C(8D) dans C(8D) ainsi introduit et
^(LHJ son domaine de définition respectivement.

Notons que LH, est un opérateur pseudo-différentiel à support propre sur
le bord 8D et que LH, se prolonge en un opérateur linéaire borné de
^(8D) dans ^(8D) (cf. [3]) ; on le désignera par LH,.

La relation entre les opérateurs LH, et LH, est donnée par le

LEMME 2.5. — Pour tout a ^ 0, on a :

LH, Œ L H .

Démonstration. — Soit (p e ̂ (LHJ. Par définition, il existe alors
une suite {<P^}yeN c C^^D) telle que (p^ -+ (p dans C(ôD) et
LH,(pj -> LH^cp dans C(8D} lorsque j -> + oo. Puisque l'application :
v|/-> \|/ de C(5D) dans ^(ÔD) est continue, on en déduit :

LH,(p = lim LH^j
j~* + oo

=LH.(p

dans Si'(8D). D'où LH. c: LH.. c.q.f.d.
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3. Construction du processus de diffusion.

La démonstration des théorèmes 1, 3 et 4 reposera sur le théorème
suivant :

THÉORÈME 3.1. — Soit L une condition aux limites de VentceF satisfaisant
à (1.2), (1.3), (1.4) et (1.5). On introduit un opérateur linéaire non-borné
01 : C(D) -^ C(D) de la manière suivante :

a) le domaine de définition de OC est

2(0) = {u e C^D) ; Lu = 0 sur 8D}.

b) du = Au pour toute uçQi(ft).

On suppose :

(I) 11 existe un K ^ 0 et une fonction positive §o de C(:C(8D) tels que,
pour un a ^ 0, le problème

f(a - A)M = 0 dans D,
\(k — Lo)u == (p sur 8D

admette une solution u€C2(D) pour toute (p dans un ensemble dense de
C{8D), où Lo = L - ôo A.

(II) Pour tout a > 0, on a :

(3.1) v|/e^(LHJ et LH,v|/6C°°(aD) => \|/eC°°(aD).

Alors, si L est transversal sur 8D, l'opérateur OC est préfermé ions C(D)
et sa fermeture A est le générateur infinitésimal d'un /^-processus de diffusion
{Tj^o sur D ^ ̂

(-h) ^(A) nC^D) = {ueC2(D}, Lu=0 sur 8D}.

Démonstration. — D'après l'hypothèse (I), en utilisant le théorème 5.1 de
Sato-Ueno [8], on voit que, pour tout a ^ 0, l'opérateur L()H, est le
générateur infinitésimal d'un semi-groupe de Feller sur 8D ; donc aussi que,
pour tout a ^ 0, l'opérateur LH^ est le générateur infinitésimal d'un semi-
groupe de Feller sur 8D en vertu du lemme 6.4 de [8]. D'après le lemme 5.1
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de [8], on en déduit que, si L est transversal sur <9D, pour tout a > 0,
l'équation

(**) LH,\|/= (p sur ÔD

admet une solution unique v|/ e ̂ (LHJ pour toute (p e C(ôD). Pour tout
a > 0, on définit l'opérateur de Green G,, : C(D) -> C(D) du problème

Wo

par :

{(a — A)u = / dans D,
Lu = 0 sur 8D

GJ=GOJ-H^-lLG^f)

pour toute / e C(D) (cf. [8], (5.6)).

On obtient alors :

(3.2) /eC°°(D) => GJ'eC°°(D) et u = GJ

est une solution du problème ( * )o.

En effet, si /eC°°(D), on en déduit que LH^^LG^/) est dans C°°(âD)
d'après la propriété (3.1); par conséquent GyfeC^ÇD} d'après le corollaire
2.2 et u = Gyf est une solution du problème (^)o d'après (2.1) et (2.2).

On va appliquer le théorème de Hille-Yosida-Ray à l'opérateur Ci
comme dans la démonstration du théorème XIX de Bony-Courrège-
Priouret [1] :

THÉORÈME de HILLE-YOSIDA-RAY. - Soit OC : C(D) -^ C(D) un opéra-
teur linéaire et Q){OC} son domaine de définition. On suppose :

(i) Pour tout a > 0, F opérateur a — OC applique Q){Œ} sur un sous-
espace dense de C(D).

(ii) Pour toute u e 2{pC) telle que sup u(x) > 0, il existe x e D tel que
xeD

u(x) = sup u et (2u(x) ^ 0.

(iii) 2{Œ) est dense dans C(D).

Alors, l'opérateur OC est préfermé dans C(D) et sa fermeture A est le
générateur infinitésimal d'un semi-groupe de F eller {Tj^o sur D.
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Fin de la démonstration du théorème 3.1. — Pour tout a > 0, l'image de
(a — OC} est dense dans C(D) puisqu'elle contient (^(D) d'après la
propriété (3.2) (propriété (i)). La propriété de maximum (ii) requise est une
conséquence du théorème XI de [1] et de l'hypothèse de transversalité faite
sur L. La propriété (iii) résulte, d'une part de ce que, pour tous a > 0 et
/eC°°(D), 2(0} contient les fonctions GJ'(6C°°(D)) d'après la propriété
(3.2), et d'autre part de ce que, pour toute fe C(D),

lim aiGJ = f dans C(D)
a — » + o o

d'après la proposition III.2.7 de [1] et l'hypothèse de transversalité faite
sur L.

D'après le théorème de Hille-Yosida-Ray, on en déduit que l'opérateur OC
est préfermé dans C(D) et que sa fermeture A est le générateur infinitésimal
d'un semi-groupe de Feller {Tj^o sur D.

Pour démontrer que le semi-groupe {Tj est un A-processus de diffusion
sur D, il suffit de montrer que

(+) ^(A) nC^D) = 2(0)
= {ueC^D) ; Lu = 0 sur SD}.

Par construction du semi-groupe {Tj , on a

2(0) c= ^(A) nC^D).
Inversement, soit u e ̂ (A) n C2(D). Puisque u e ̂ (A) et que A est la
fermeture de Ci dans C(D), il existe une suite {^}^N c= Q)(Œ) telle que
Mfe -> u dans C(D) et que A^ -> Au dans C(D) lorsque k -> + oo. On
en déduit que A^ -^ AM dans ^'(D) lorsque k -> + oo et donc que
Au = au dans ^'(D), d'où Au = AM dans C(D) car ueC2(D). En
remarquant que l'application v -^ v (resp. (p -^ (p) de C(D) (resp. C(5D))
dans L2(D) (resp. L^ôD)) est continue, on obtient donc :

u^ -> u dans L^D),
AM^ ->- Aî^ dans L^D),
AM^D ->- AM^D dans L^BD),

/ au \
lorsque ^ -^ + oo. Rappelons que l'application : u -> [ u\^— ) de

\ on '

HF = {ueL^D); AueL^D)}

dans H - l/2(aD) © H ~ ̂ (âD) est continue d'après la proposition 2.1 (iii) de
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[9]. Il en résulte que

, ou N_I ^u N_I Su
Lu = H— + ^ o^——— + ^ p— + yu - ÔAubo

3yi i^i 8x,ôXj .-n ôx,

M-fë-X^^:^-.-^-)
= lim Lui,

k-»+oo

= 0^€^(^))

dans H"572^). D'où LM(^) = 0 pour tout point x ' e S D , car
ueC^D); ce qui montre que uç^(0). La propriété (+) est ainsi
démontrée, c.q.f.d.

Remarque 3.2. - Si, pour tout a > 0, l'opérateur pseudo-différentiel
LHa est globalement hypoelliptique dans ÔD :

\|/e^(ôD) et LH,\|/eC°°(ôD) => ^eC°°(8D),

on a la propriété (3.1) en vertu du lemme 2.5.

4. Démonstration du théorème 1 : cas du second ordre.

4.1. Il suffit de montrer que les hypothèses (I) et (II) du théorème 3.1 sont
vérifiées. Pour cela, en utilisant le théorème 5.9 de Hôrmander [4] comme
dans la démonstration du théorème 2 de [12], on démontrera le théorème
suivant :

THÉORÈME 4.1. - Soit s ^ 3 et L une condition aux limites de VentceF du
second ordre satisfaisant à (1.2), (1.3), (1.4) et (1.5) :

8u N-1 ô^-u
L«(x /)=^(x /)-(x /)+ ^ a^)———^)

on i,j=i cx^ox.
N-1 Su

+ E PW—M + y(x'Mx') - ÔOQAuOQ^eC^D)).
i=l OXi

(1.2) ^(x^O sur SD.

(1.3) q^x'^) = Y ^(x^ ^ 0 sur T* aD\0.
u=i

(1.4) y M ^ O sur 9D.
(1.5) S(x')^0 sur 8D.
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On suppose que L est transversal sur 8D et que :

(H) en tout point (x\^) de
N-l

E={(x',Ç')€T*aD\0; |^|=1 et <?2( '̂) = Y aV)^=ol,
•. «,y=i J

1 Tr H^(x',Ç') + n(x') + S' a%(x')Ç, - N^1 ̂ (x')^ > 0.
2 i . l= l 1=11 » , J = 1

Ators, poMr tout a > 0, <e problème

f (a -A)M=/ dans D,
[LM = (p sur 8D(*)

adw^r MU^ solution unique MeH S ~ l (D) p<?Mr rou^s /eïP'^D) et
(peH^-^D).

D^ p^5, pour tout a ^ 0, l'opérateur pseudo-différentiel LH^ ^
hypoelliptique dans 3D.

Ici H^D) (resp. H^^D)) désigne l'espace de Sobolev sur D (resp. 8D)
d'ordre 5.

Ce théorème sera établi au paragraphe 4.2 ci-dessous.

Démonstration du théorème 1. — On déduit du théorème 4.1 que
l'hypothèse (I) du théorème 3.1 est satisfaite avec À- = 0 et §o = 0 d'après le
lemme de Sobolev et que l'hypothèse (II) du même théorème est satisfaite
d'après la remarque 3.2.

4.2. Démonstration du théorème 4.1. — 1) En utilisant l'opérateur de
Green G^ et l'opérateur harmonique H, comme dans [11], on ramène
l'étude du problème (*) à celle de l'opérateur pseudo-différentiel LH^ :

ô N- I g^
v| /^ LH^=u-(H,v|/)|^ + $: o^-^ v aT/ l t /L» ' / ^ f\ M

on i , j = i cxi cxj
N-l Q^f

+ Z P l — - + Y V ^ - a ô v ^(=1 8Xi

du second ordre à paramètre réel a, sur le bord ÔD (cf. [Il], prop. 2.3) :

PROPOSITION 4.2. — Soit a ^ 0. Pour deux fonctions

/eîP-^D) et (p e H'-^SD)
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avec 5 ^ 3 , il existe une solution u e îî\D) (t ^ s) du problème

i (a - A)« = / Azns D,

, , \ Su N-.1 .. S2u N_I 3^
(*' t'"-^^/'^^/^"-6^»

' = (p si^r 3D

sf et seulement si il existe une solution v|/ e H^-^D) de l'équation

(**) LH,v|/= (p - LG^0/

= (p - H — (G°J) \^ + Ô/|,D sî r BD.
^n

2) En utilisant une variante d'une méthode de Agmon-Nirenberg comme
dans [11] et [12] (cf. [2]), on va étudier le comportement de l'opérateur
pseudo-différentiel LHg lorsque a ^ 0.

1° Soit S = R/2nZ le cercle unité. Pour toute

(pepr-^âDxS) avec t e R ,

il existe une solution unique w e H^D x S) du problème

[ / a2^
) A + — w = 0 dans D x S,
\ \ Sz2;

\ ^\ôDxs = <P sur BD x S.

Ici z e S. On définit l'opérateur harmonique

H : FT-^âDxS) ^ H^DxS) par w = H(p.

Notons que LH :

^^(fl̂ .£;..̂ .Z,|l..̂ ^

est un opérateur pseudo-différentiel du second ordre sur ÔD x S.

En raisonnant comme dans la démonstration du lemme 3.1 de [11], on a
le

LEMME 4.3. - Soit a' = l2 avec l e Z. On a alors :

fLH((p (x) e112) = LH^(p (x) ^fz po^r îoure (p e ̂ ' (BD) ;
[(LH)* (v|/ (x) ^z) = (LH^)*v|/ (x) e112 pour toute v|/ e 2' (ÔD) ,

OM (LH)* et (LH^)* sont les adjoints formels de LH ^r LH^ respectivement.
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La relation entre les normes 11^^ et 11^^ ^ ^ pour r ^ 0 est donnée
par le

LEMME4.4 (cf. [2], prop. 4). - Soit t ^ 0. I l existe une constante Ci > 0
dépendant de t telle que, pour tous (p e C00 (^D) ^ ^ e Z , on ait :

C^lq) ® ^|^DxS) ^ |(P|^DXS) + P|(P|^DXS)

^ CJcp®^2!^^).
2° On va calculer le symbole de l'opérateur pseudo-différentiel LH du

second ordre sur 8D x S.

Soit (x',Ç',z,Ç) = (x^x^.. .,XN-I,ÇI,^- • •^N-I^O des coordonnées lo-
cales du fibre cotangent T* SD x T*S = T*(<9DxS). En raisonnant
comme dans la démonstration des lemmes 2.2 et 2.4 de [12], on obtient le

LEMME 4.5 (cf.[12],lemme3.1). - i) Le symbole de - LH est donné par :

(4.1) q^x'f,'^) + ^(x',Ç',z,0 + des termes d'ordre < 0

=^Nfal^)^,+8(x')Ç2^
UJ=1 J

_________ ____N-l ~|
+ ^V|Ç12 + Ç2 + V- 1 ^ (-P1^'))^, + des termes d'ordre ^ 0.

i=ï J

ii) Le symbole de — (Lfi)* est donné par :

(4.2) ^(^^O-^iO^^^O + ^s ^rm^5 d'ordre ^ 0
""N-1

= PE a17^)^- + 8W1 +[^Mv/l^l2+Ç2z ^•(x') ,̂ + ô(x')Ç2 + uM^f+Ç2

JJ=1
,____ /N-l N-l (W'-7

^-^ Z PW^-2 E——(x')^
\ i= l (J=l C'̂ j

2 N_l ^p \-|

- — 2. al7 (x/) ̂  ̂  (x/) + des termes d'ordre ^ 0.x ) , ,= i 5x; 7/ /\ L^ — v — / -»i ^p(x),j=i ^

Jci p(x')=(dét(^.(x')))1/2.

3° En appliquant le théorème 5.9 de [4] à l'opérateur Lfl (resp. (Lfl)*),
on obtient le

LEMME 4.6. - Soit s e R , t < s — 1 et L une condition aux limites de
Ventcel' satisfaisant à (1.2), (1.3) et (1.5). On suppose que L est transversal sur
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8D et que :

(H) en tout point (x',^) de

Z = {(x^')eT^D\0 ; |^|=1 et q^^) == Y^V^-O},
»j=i

, fr HJx'.Ç') + n(x') + Y a%(x')^, - N^1 p1^)^, > 0.
L ij=l i= l

On a alors :

i) I I existe une constante C^ > 0, dépendant de s et t, telle que, pour
toute (peC°°(aDxS), on ait

(4.3) |$|^-3/2(aDxS) < C2(|Lfl(p|^-5/2^xS) 4- 1^1^-1/2^^)).

ii) I I existe une constante C$ > 0, dépendant de s et r , telle que, pour
toute v|/ e C°° (5D x S), on ûft

(4.3)* |vl/|^-3/2^^s) ^ C*(|(Lfl)*v[/|^-5/2(ÔDxS) + |v|/|^-l/2(aDxS)).

Z)^ plus, Lfl ^î (Lfl)* 5onr hypoelliptiques dans 8D x S.

Démonstration. — Notons d'abord que, le symbole principal

q,(x^,z,Q = Y (x^(x')^, + SOc'K2

'j=i
de l'opérateur pseudo-différentiel - Lfl (resp. — (Lfi)*) vérifiant la
condition du cône (1.2) de [4] d'après (1.3) et (1.5), l'inégalité (4.3) (resp. (4.3)*)
est localisable (cf. [4]). Il suffit donc de montrer que, si L est transversal sur
8D et si l'hypothèse (H) est satisfaite, alors Lfl et (Lfl)* vérifient les
conditions du théorème 5.9 de [4] (cf. [12], théorème 5.2).

Soit (U,3c) (resp. (W,T)) une carte locale de 8D (resp. S). Posons :

Suxw = {(x',^,z,06(T* aDxT*S)\0 ; (x',z)eU x W, |̂ |2 + i;2 = 1

et W^^Ç) = ̂  a1^)^, + SOQÇ2 = 0}.

D'après (1.3) et (1.5), on a :

£ - 5W i j ï^^ U x W - ^UxW ^UxW

= {{x'^^Q e T* ^D x (T*S\0) ; (x',z) e U x W, |̂ |2 + ̂ 2 = 1, ô(x') = 0

et ^ a^(x')Ç^, = 0} u {(x'.^z.O) e (T* aD\0) x T*S ; (x',z) e U x W, |̂ | = 1

et y^M^^o}.
»j=i
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D'après (4.1) (resp. 4.2)), en remarquant que sur îy^

IC'aVX^O (r^-<N-l)

d'après (1.3), on voit que le symbole sous-principal ff'i(x',£'zû (reso
r\(x',W)) de - Lfl (resp. - (Lfi)») sur î^ est :

(4.4) q\(x',^z,Q = îi(x',£'.z,0

^(X '̂2 '̂'2^ + ̂ (q2(x''w)))2^- 1 V^c^,^""^ " ôz8l,

= p(x') + yrr (̂  ̂ ,̂ _N^1 p.^^\
(4.5) r\(x\!,',z,!,) = r,(x'^',z,Q

1 /Nvl ô2 82 \
~ v r̂l?, ax^^2^'^ + ̂ (^ '̂'̂

= n0c') - ̂ /rT(I;l ̂ (x')^. - y P'MÇ.Y
\U-1 i-l /

D'où d'après (1.2)

f- Req\(x',^z,Q = - p(x') < 0 sur î^xw,
l- Re r'i (x',Ç',z,Ç) = - p(x') < 0 sur î,,,,v.

" U x W »

r-i ,̂t;',z,y = - u(x') < 0 sur îu,w

On en déduit que la condition du cône du théorème 5.2 de [12] est satisfaite
pour §2 et q\ (resp. ^ et r'i) et que, si L est transversal sur 8D (cf. (1.6)),
alors Reg'i=u(x') (resp. Rer'i=u(^')) est strictement positif sur

^w = {(^'AO e T* 3D x (T*S\0) ; (;c',z) 6 U x W,

IÇ'I2 + ̂ =1, 8(x')=0 et ^a-V^-O},
N-l

Z
v-i

i.e., que la condition ii) du théorème 5.2 de [12] est vérifiée pour Lfi (resp
(Lfl)*) sur £<J^. v p'

On va donc la vérifier sur £<j^. Pour cela, on calcule

fr H,,(x',Ç',z,Ç)
du hessien H^(x',^,z,Ç) de

^(x',Ç',z,0 = ^ ^(x'^+SÇx')^
v-i
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par rapport à (x'.^.z.Q sur

^w = {(^^,0)e(T*aD\0) x T*S;(x',z)eU x W, |Ç'| = 1

et ^ a'V^-O}.
'j-i

En remarquant que q^^^Q = q^x'^) + §(x')Ç2 et que

TrH^x'.Ç'.z.O^O sur 2^,

on déduit que, en tout point (x',^',z,Ç) de î^

TrH^(x^,z,0 = fi-HJx',Ç',z,0 + Tr H^2 (x'^.z.O
=TrHJx'^).

D'après (4.4) et (4.5), l'hypothèse (H) implique alors que la condition ii)
du théorème 5.2 de [12] est vérifiée pour LH et (LH)* sur î:̂  . c.q.f.d.

4° II résulte des lemmes 4.3, 4.4 et 4.6 la proposition suivante :

PROPOSITION 4.7. - Soit a' = l2 avec l e Z et L une condition aux
limites de VentceF satisfaisant à (1.2), (1.3) et (1.5). On suppose que L est
transversal sur 8D et que l'hypothèse (H) est satisfaite.

Pour tout s ^ 5/2, il existe alors une constante R > 0 dépendant de s
telle que, si a' = l2 ^ R, on ait :

l) il existe une constante €3 > 0 dépendant de s telle que, pour toute
(peH5-3/2^) avec LH^cp e H5-5/2^), on ait

(4.6) |(p|^-3/2(5D) + a5-3/2!^!^)

^ C3(|LH,,(p|H-5/2^) + a^ILH^I^));

ii) î7 ^xis^ une constante C^ > 0 dépendant de s telle que, pour toute
v|/e H5-3/2^) avec (LH^*v|/ e H5-5/2^), on ofr

(4.6)* |^-3/2^) + a5-3/2^!^)

^ C^KLH^I^/^D) + ^-^(LH^I'LW.

Démonstration. - Soit (p e H5-3/2^) telle que LH^(p e H5-5/2^). En
vertu de la remarque qui suit le lemme 1.4.5 de [3], il existe une suite
{^jU c C00 (5D) telle que (p .̂ -. <p dans W-^ÇSD) et
^îo^ -^ LH^(p dans H5-5/2^) lorsque 7 -^ + 0 0 . Il suffit donc de
montrer l'inégalité (4.6) pour toute (peC^D). De même, il suffit de
montrer l'inégalité (4.6)* pour toute v|/ e C°° (3D).
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La proposition 4.7 se démontre en appliquant l'inégalité (4.3) (resp. (4.3)*)
avec s^5 /2 et t = 1/2 à (p = (p (x) e112 (resp. v[/=v|/(x)^2) avec
(p e C00 (8D) (resp. \|/ e C00 (BD)) et / e Z, puis en utilisant les lemmes 4 3 et
4.4. c.q.f.d.

5° Soit a ^ 0. Pour tout s e R , on introduit un opérateur linéaire non-
borné et fermé ^(a) : H5-3/2^) -^ H5-5/2^) de la manière suivante :

a) Le domaine de définition de (F (a) est

^(^(a)) = {(p e H5-3/2 (8D) ; LH^cp e H5-5/2 (8D)}.

fc) ^(a)(p = LH^cp pour toute (pe^(^(a)).

Puisque ^(^(a)) contient C°°(aD), on voit que ^(g°(a)) est dense dans
H5-3/2 (5D) et donc qu'il existe l'adjoint

gr(a)* : ïî-s+^(8D) ^ H-^^D) de gr(a).

De même, pour tout s e R, on introduit un opérateur linéaire non-borné
et fermé ^(a)* : ÎÎ-^ÇSD) -^ H-^^D) de la manière suivante :

c) Le domaine de définition de ^°i(a)* est

^(^1(0)*) = {v|/ e H-^5/2 (ôD) ; (LH^i)/ e H-^3/2 (^D)}.

d) ^i(a)*\)/ = (LHJ^v)/ pour toute v|/e ^(^^(a)*).

En raisonnant comme dans la démonstration du lemme 4.1 de [11], on
obtient le

LEMME 4.8. - Soit a ^ 0. On a alors ^(a)* c ^i(a)*.

D'après la proposition 4.7, en utilisant le lemme 4.8, on obtient la

PROPOSITION 4.9. - Soit a' = l2 avec l e Z et L une condition aux
limites de VentceF satisfaisant à (1.2), (1.3) et (1.5). On suppose que L est
transversal sur 8D et que F hypothèse (H) est satisfaite. Pour tout s ^ 5/2, i7
éîxï5t<? ûJors MUÉ? constante R > 0 dépendant de s telle que, si a' = /2 ^ R,
l'opérateur gT(a') : H5-3/2 (^D) -^ H5-5/2^) est bijectif.

Démonstration. - II résulte du résultat i) de la proposition 4.7 que, si
a' = f2 ^ R, l'opérateur ^(a') est injectif. Il reste alors à vérifier que ^(a')
est surjectif.

En utilisant le lemme 4.3, il résulte de l'hypoellipticité de (LH)* (cf. lemme
4.6) que

v|/ e 2' (CD) et (LH,,)*v|/ e C00 (oD) => v|/ e C00 (BD).
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D'après le résultat ii) de la proposition 4.7, on en déduit que, si a' = l2 ^ R,
l'opérateur <?'i(a')* est injectif; donc aussi que ?'(a')* est injectif d'après le
lemme 4.8. D'où la surjectivité de (F (a'). c.q.f.d.

3) Par un argument de perturbation compacte, on va montrer que, pour
tout a ^ 0, l'opérateur <F(a) est d'indice zéro.

D'après (4.1) de [12], on voit que, pour tout a ^ 0 fixé, le symbole de
l'opérateur pseudo-différentiel — LH, sur 3D est donné par :

(4.7) Y ow^, + Lx'̂ 'i + y^r ï\- p1^))^]
ij=l L '=1 J

-h des termes d'ordre ^ 0 dépendant de a.

On en déduit que, pour tous a, a' ^ 0, il existe un opérateur pseudo-
différentiel K(a,a') d'ordre zéro sur 3D, dépendant de a et a', tel que

LH, = LH,, + K(a,o0.

D'où

Ind^(a) = Ind^(a'),

car l'opérateur K(a,a') : îîs-3/2(8D) -^ IP-^D) est compact d'après le
théorème de Rellich. On déduit donc de la proposition 4.9 la

PROPOSITION 4.10. — Soit a ^ 0 et L une condition aux limites de
Ventçef satisfaisant à (1.2), (1.3) et (1.5). On suppose que L est transversal sur
8D et que r hypothèse (H) est satisfaite. Alors, pour tout s ^ 5/2, l'opérateur
^(a) : W-^ôD) -> W-^SD) est d'indice zéro.

4) D'après le corollaire du théorème XI de [l], on obtient une variante du
principe du maximum au bord :

PROPOSITION 4.11. — Soit L une condition aux limites de VentceT
satisfaisant à (1.2), (1.3), (1.4) et (1.5). On suppose que L est transversal sur 8D.
Pour tout a > 0, on a alors :

et
MeC^D), LM(X') ^ 0 sur 8D

(A-a)M(x) ^ 0 dans D => u(x) ^ Q sur D.

Fin de la démonstration du théorème 4.1. — En vertu de la proposition 4.2
avec t = 5 — 1, il suffit de montrer que, si a > 0 et s ^ 3, l'opérateur
^(a) : H5"372^) -> tr'^^D) est bijectif. Pour cela, en remarquant que
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<F(a) est d'indice zéro d'après la proposition 4.10, il suffit de montrer que
l'opérateur est injectif.

Notons d'abord que, en raisonnant comme dans la démonstration du
lemme 4.6, on voit d'après (4.7) que, si l'hypothèse (H) est satisfaite,
l'opérateur pseudo-différentiel LH^ est hypoeiïiptique pour tout a ^ 0
sur 8D.

Supposons que ^ eîîs-3/2(8D) et ^(a)v|/ = LH,v|/ = 0(5 ^ 3 et
a > 0). On en déduit que \|/ est dans CCX)(8D) d'après rhypoellipticité de
LH,,; donc aussi que w = H^vj/eC^D) et w est une solution du problème
(*) avec / = 0 et (p = 0 d'après le corollaire 2.2. Par conséquent w == 0
d'après la proposition 4.11, d'où v|/ = \v\^ = 0, ce qui montre que <F(a) est
injectif.

Le théorème 4.1 est ainsi démontré.

5. Démonstration des théorèmes 2, 3 et 4 :
cas du premier ordre.

5.1. Démonstration 4u théorème 2. — l)Soit LQ une condition aux limites
de la dérivée oblique :

Su N-1 Su
Lo^x') = u^—M + ^ P1^)—^) + y^Mx^eC^D)).

OÏl 1=1 (7X(

On considère le problème aux limites suivant : pour deux fonctions / et (p
définies dans D et sur 8D respectivement, trouver une fonction u dans D
telle que

( (a — A)u =/ dans D,
8u\
~ôn)^ ̂  ^ôx,

W j(^- Lo)u = uf- a w ) + ̂ (^ P1)^ + (X-Y)^D = (P
f \ an/ /=i 8Xi

sur ÔD,

où a et À, sont des nombres réels.

Pour g et h dans COO(TÎI'3D), on désigne par {g,h} le crochet de
Poisson de g et h :

r,. ^(SgSh 8g 8h\
W1} = 2. \ ~^ ~^~ ~~ ~^~ ~^ } '^ \8^ 8xi 8x, 8î,J
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D'après le théorème 1 de [12], on obtient le

LEMME 5.1. - Soit s ^ [^/2] + 4. On suppose :

(H.l) uM ^ 0 et y(x') ^ 0 sur ÔD.
(B.l) ^ > 0.

(C), À <?sr assez grand pour que, en tout point x' de

M = { x ' e o D ; H(X') = 0},

(À-yM) + ,div (3(x') - 1 (5-3/2) {|^|2, N^1 p1^')^.} > 0
- 2 1=1

pour tout^ Ç' e T;, 8D avec 0 ^ |̂ | ^ 1. Ici div ? ^ /a divergence de
P = (P\P2,. • •,PN-1) par rapport à la métrique (g^x')) de BD.

Alors, pour tout a > 0, le problème (^y admet une solution unique
u e H^^D) pour toutes fe IP-^D) et (p e H5-3/2 (BD).

^ En effet, il suffit de remplacer R", Q, r, Fo, À, a, b, a, v et 0 dans [12] par
R^ D, ÔD, M, - a, u, ?i - y, - p, - n et (p respectivement.

En remarquant que H^D) c C^D) d'après le lemme de Sobolev
(5 ^ [»/2] + 4) et que C^D) Œ H^-^D) et C00 (BD) Œ H-^^D), on
obtient le

COROLLAIRE 5.2. - On suppose que Ï'hypothèse (H.l) est satisfaite. Il existe
alors un nombre \ > 0 tel que, pour tout a > 0, le problème W admette une
solution unique u e C^D) pour toutes fe C°°(D) eî (p e C00 (ÔD).

2) Soit L une condition aux limites de Ventcel' du premier ordre
satisfaisant à (1.2), (1.4) et (1.5).

Lu(xf)=^xf)^(xf)+^y(xr)8u-on ,=i oxi

+ y(x'Mx') - Ô(X')AM(O (ueC^D)).

(L2) HOO ^ 0 sur BD.
(L4) y(x') ^ 0 sur BD.
(1^) ô(x') ^ 0 sur BD.

Puisque C00 (ÔD) est dense dans C(5D), en utilisant le théorème 5.1 de
Sato-Ueno [8], on voit d'après le corollaire 5.2 avec/ = 0 que LoH^ est le
générateur infinitésimal d'un semi-groupe de Feller sur ÔD ; donc aussi que
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LHa (L = LQ — ô A) est le générateur infinitésimal d'un semi-groupe de
Feller sur 3D en vertu du lemme 6.4 de [8]. D'après le théorème 5.2 de [8],
on en déduit que, si L est transversal sur 3D, il existe un semi-groupe de
Feller {Tj^o sur D. De plus, d'après les lemmes 4.5 et 2.3 de [8], on a les
propriétés i) et ii) du théorème 2 pour le générateur infinitésimal A de {Tj.

5.2. Démonstration du théorème 3. — II suffit de montrer que les
hypothèses (I) et (II) du théorème 3.1 sont vérifiées. D'après le théorème 2
de [12], on obtient comme le corollaire 5.2 le

LEMME 5.3. — On suppose :

(H.l) u(x') ^ 0 et y ( x ' ) ^ 0 sur 8D.

(H.2) I I existe une constante CQ > 0 telle que

Z'PW ^CoHOQI^I sur T*3D.

(B.l) ^ > 0.

Alors, pour tout a > 0, le problème

( a — A ) M = / dans D,

|").Z'(-P1)^/ 8u\ N^1 du
( ^ - L o ) M = ^ - — + E ( - P l ) ^ + ^ - Y ) ^ D = ( P sur 8D

\ on/ i=i 8Xion/ i=i 8Xi

admet une solution unique u e C°°(D) pour toutes fe C°°(D) et (p e C°° (8D).

On déduit du lemme 5.3 que l'hypothèse (I) du théorème 3.1 est vérifiée
avec À, > 0 et §o = 8.

On va donc montrer que l'hypothèse (II) du même théorème est vérifiée.
D'après (4.1) de [12], on sait que, pour tout a ^ 0 fixé, le symbole de
l'opérateur pseudo-différentiel — LH,, du premier ordre sur 8D est donné
par :

.N-1 -|
(5.1) L(x')|̂ | + ̂ ~\ N^1 (- PW Î

4- [( - Y(x') + a 5(x')) + Jn(x') ( '̂l̂

i— ( i——N-I 8 S ( 1 \ I N - I S2 ^

+ [( - Y(x') + a 5(x')) + Jn(x') ̂ ^ - (N - l)M(x-))

+y-iH(x') [^{x) s —(a,- ^== - -E .-^-(i^i)
V j = i 8^ 8xj \/p(xy 2 ̂  Sx, 8^ }

+ des termes d'ordre ^ — 1 dépendant de a.
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Ici œ^(,) est la deuxième forme fondamentale en un point x' de l'hypersurfa-
ce 8D c: RN ^ M(x') est la courbure moyenne en un point x' de 8D et

^ = ̂ ^•(x')^2^^)^.. .^-^y.

D'après (5.1), en raisonnant comme dans la démonstration de la
proposition 5.1 de [12], on obtient le

LEMME 5.4. — Soit a ^ 0. On suppose :

(A.l) H(x') ^ 0 sur 8D.

(H.2) I I existe une constante CQ > 0 telle que

Ï PWÇf ^ CoH(x')|^'| sur T*8D.

(B.l) - y(^) + a 500 > 0 sur M = {x' e 3D ; n(x') = 0}.

Ators LH, est hypoelliptique dans 8D.

En effet, il suffit de remplacer R",Q,r,ro,^,û,fc,a,v,T(À-) et (p dans [12]
par R1'1, D, 8D, M, — a, n, — y + a 5, — P, — n, LH, et \|/ respectivement.

Puisque, si L est transversal sur 8D (cf. (1.6)), l'hypothèse (B.l) du
lemme 5.4 est satisfaite pour tout a > 0, on déduit du lemme 5.4 que
l'hypothèse (II) du théorème 3.1 est vérifiée d'après la remarque 3.2.

5.3. Démonstration du théorème 4. — D'après le théorème 2 de [11], on
obtient un lemme analogue au lemme 5.3 :

LEMME 5.5. — On suppose :

(H.l) n(x') ^ 0 et 7(0 ^ 0 sur 8D.

(C.2) Le champ de vecteurs P = (P1,?2,.. ..P1^"1) sur 8D est non nul sur
M = {x' e 8D ; H(x') = 0} et aucune courbe intégrale maximale de P n'est
entièrement contenue dans M.

(B.l) ?L > 0.

Alors, pour tout a > 0, le problème

( a — A ) M = / dans D,
/ Su\ N-1 ou

)(?i-Lo)u = n - — + ^ (-P1)^ + (^-Y)^D = <P sur 3D
\ on/ ,=i ^Xf

admet une solution unique u e C°°(D) pour rou^s /e C^D) ^ (p € C00 (3D).
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De plus, on obtient un lemme analogue au lemme 5.4 :

LEMME 5.6. — On suppose :

(A.l) nOQ ^ 0 sur 8D.

(C.2) Le champ de vecteurs P = (P1,?2,.. .,PN-1) sur 8D est non-nul sur
M = { x / e 8 D , ^(xf)=0} et aucune courbe intégrale maximale de P n'est
entièrement contenue dans M.

Alors, pour tout a ^ 0, LH, est globalement hypoelliptique dans 8D.

Démonstration. — D'après (5.1), en utilisant la théorie des opérateurs
intégraux de Fourier à phases complexes de Melin-Sjôstrand [6] comme
dans la démonstration du lemme 3.6 de [11], on voit que l'opérateur pseudo-
différentiel LH, sur 8D admet pour tout a ^ 0 une paramétrixe bilatère
EQ( , continue de W (8D) dans H5 (8D) pour tout s e R, au sens habituel :

LH,'E, = E^-LH^ == I^'(BD)»

où A ^ B si A — B est un opérateur régularisant. D'où en particulier
Fhypoellipticité globale de LH,. c.q.f.d.

On déduit des lemmes 5.5 et 5.6 que les hypothèses (I) et (II) du
théorème 3.1 sont vérifiées avec À- > 0 et ôç = S.
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