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STRUCTURE GALOISIENNE
DES ANNEAUX D’ENTIERS
D’EXTENSIONS SAUVAGEMENT RAMIFIEES, 1

par Jacques QUEYRUT (*)

Soit Z TI’anneau des entiers et soit Q son corps des fractions.

On fixe une cloture algébrique Q de Q et 'on note Z la cloture
intégrale de Z dans Q. Le groupe de Galois Go de Q sur Q est
un groupe profini. Les corps de nombres N, i.e. les extensions de
Q de degré fini incluses dans 6, sont en bijections avec les sous-

groupes ouverts Gy de Gq .

Tout groupe d’automorphismes I' de N opére sur la cloture
intégrale Zy de Z dans N. On se propose d’étudier la structure
de Z, entant que Z[I']-module.

Soit R(Z) I'’ensemble des nombres premiers de Z. Un auto-
morphisme vy de N est dit ramifié (resp. sauvagement ramifié) en
p € R(Z) sl existe un idéal premier § de Zy au-dessus de p et
un entier i supérieur ou égal a 1 (resp. a 2) tel que v(a) — a €EP’,
Va€Zy. On note S, ou S(I'), une partie de %(Z) contenant
I’ensemble des nombres premiers p tels que I' contienne un auto-
morphisme sauvagement ramifié en p.

On généralise, dans cet article, au cas ou S est non vide, les
résultats de Frohlich ([10]), Taylor ([22]) et Cougnard ([2] et [3])
obtenus pour les groupes I' ne contenant pas d’éléments sauvage-
ment ramifiés.

Soit gi(Z [’ le quotient du groupe abélien libre engendré
par les classes d’isomorphismes (M) des Z[I']-modules M de type

(*) Laboratoire associé au C.N.R.S. n° 226.
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fini sans Z-torsion par le sous-groupe engendré par les éléments
M -M)—M") ou M,M' et M" vérifient : il existe une suite
exacte

f g

0—m M — M —M'—0
telle que pour tout p €ER(Z) — S la suite
f,
0 — M, —2> M, —> M, — 0

est scindée. On note [M] la classe d’'un Z[I']-module M dans
83 (Z[T'] (voir [18]).

THEOREME 1. — Soit I' un groupe d’automorphismes d’un corps
de nombres N. Soit S un ensemble de nombres premiers contenant
les nombres premiers p tels qu’il existe un automorphisme de I' sau-
vagement ramifié en p. Alors [Zy]—r[Z[']] =0 dans G3(Z[I'])
ou r=[N': Q] estlerangde Z .

L’énoncé du théoréme suivant est une traduction du théoréme 1
([18], proposition 1.3) :

THEOREME 2. — Sous les hypothéses du théoréme 1, il existe
trois Z[I']-modules U,V ,W de type fini, sans Z-torsion et deux
suites exactes : )

0—mU—Vez, —W—20

0— U— VoZ[l' — W— 0
localement scindées pour tout p n’appartenantpasa S.

Si I' ne contient pas d’automorphisme sauvagement ramifié,
on peut prendre S vide et 'on retrouve le résultat suivant, dia a
Frohlich ([10], théoréme 11) :

COROLLAIRE 1. — Soit M wun ordre maximal de Z dans Q[I']
contenant Z[I']. On suppose que T' ne contient pas d’automor-
phisme sauvagement ramifié; alors M ®zZy et MZy sont des
M -modules stablement libres.

Cela se déduit du résultat bien connu suivant (voir [18], pro-
position 1.7): soient deux Z[I']-modules M et M’ localement
libres; M et M' deviennent par extension des scalaires des : -modules
stablement isomorphes si et seulement s’il existe un Z[I']-module
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X de type fini sans Z-torsion et un isomorphisme de M @ X sur
MaX.

Quelques résultats ont été démontrés par Frohlich et Cougnard
dans le cas ou I' contient des automorphismes sauvagement ramifiés.
En utilisant les exemples de [18], corollaire 6.4, on retrouve le résul-
tat suivant, di a2 Cougnard dans le cas ou NT = Q ([2]) et a4 Frohlich
dans le cas général ([11]) :

COROLLAIRE 2. — Soit M un ordre maximal de Z dans Q[I']
contenant Z[I']. Si T' est un p-groupe, M Zy est un M -module
stablement libre.

J. Cougnard ([3]) a montré que ED?@ZII.]ZN est isomorphe
aMZy®T ot T est un groupe fini dont les facteurs premiers de
Pordre sont les nombres premiers p tels que I' contienne un auto-
morphisme sauvagement ramifié en p et M est toujours un ordre
maximal de Z dans Q[I'] contenant Z[I']. On écrit T comme
quotient d’'un module libre ; on a donc une suite exacte

0— M —Mm"— T—> 0.

En utilisant les exemples de [18], on retrouve les résultats suivants,
dus a Cougnard ([3]):

COROLLAIRE 3. — Si I' est un groupe métacyclique d’ordre
pq (q/p— 1, p et q premiers) ou un groupe quaternionien d’ordre
4p™ ou diédral 2p™ (p premier)alors [MZy]— [M'] = [M"] — [M]
dans le groupe CR(M) des classes des M -modules de type fini sans
torsion.

Le choix de S fait dans le théoréme 1 entraine que Zy est
un Z[I'}-module localement projectif pour tout p n’appartenant
pas 2 S. On peut donc considérer la classe de Z, dans le groupe
de Grothendieck K 35(Z[I']) de la catégorie egp(Z[I‘]) des Z[I']-
modules de type fini sans Z-torsion, localement projectif pour tout
p n’appartenant pasa S (voir [18]).

CONJECTURE. — L’élément [Zy]— r[Z[I']] est d’ordre 2 dans
3€§(Z [T . 1l est méme trivial si les constantes de l’équation fonc-
tionnelle des fonctions L d’Artin valent + 1 pour les caractéres
symplectiques de T". '
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Cette conjecture généralise celle donnée par A. Frohlich dans
[10]. On trouvera une formulation plus précise dans [6]. Le théoréme
suivant et plus précisément son corollaire 1 montrent que cette conjec-
ture est vérifiée pour un groupe I' abélien. Ce résultat permet de
démontrer la conjecture précédente pour une large classe de groupes
(voir [6]).

Pour tout idéal premier ¢ de N, on note I'(q) le groupe de
décomposition de ¢ dans I' (i.e. le sous-groupe de I' formé des
automorphismes vy tels que Y(q) =q).

THEOREME 3. — Si ' ne posséde pas de caractére symplec-
tique irréductible et si pour tout idéal premier q de Zy , I'(q) est
abélien, alors [Zy]1— r[Z[']] = 0 dans XK3(Z[T]).

COROLLAIRE. — Si I' est abélien, alors [Z] est égal a r[Z[I']]
dans ¥ 5(Z[T)).

Ce résultat a été démontré par M.J. Taylor ([23]) dans le cas ol
I' ne contient pas d’automorphisme sauvagement ramifié.

Les démonstrations utilisent les notions algébriques introduites
dans [18] et font appel 4 1a I -théorie algébrique.

La premiére partie de cet article traite des sommes de Gauss.
On y rappelle la définition des sommes de Gauss non abéliennes.
On les décompose en produit de sommes de Gauss locales. -

Les sommes de Gauss abéliennes locales s’expriment simple-
ment comme des images par l'application Det, définie dans [10]
et [18], d’éléments de I'algébre de groupe 6[r]. Une nouvelle
propriété de congruence du conducteur d’Artin des -caractéres
réels permet de préciser le signe de la constante de 1’équation
fonctionnelle des séries L d’Artin pour les caractéres symplectiques.

La deuxiéme partie traite des résolvantes. On y rappelle tout
d’abord la notion d’invariant relatif de réseaux sur une algébre de
groupes. Ceci permet de définir le discriminant d’un réseau par rap-
port 4 une forme hermitienne 4 valeurs dans K[I']. On généralise
ensuite la notion de radical introduite par Frohlich ([8]). Ceci per-
met de donner une nouvelle définition de la résolvante d’une base
normale d’un corps de nombre introduite par Frohlich ([11]).
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Dans la troisiéme partie, on utilise la deuxiéme partie pour
étendre la définition des résolvantes des anneaux d’entiers d’exten-
sions modérément ramifiées donnée par Frohlich ([10]) & tous les
anneaux d’entiers. On donne leurs principales propriétés fonctorielles.

La derniére partie donne la démonstration des théorémes 1 et
3. Elle est basée sur une propriété fondamentale des résolvantes des
anneaux d’entiers (théoréme 4.1). Plus précisément, on démontre
que les résolvantes sont représentées par les sommes de Gauss. C’est
cette relation qui réalise le passage entre la structure algébrique et
la structure arithmétique des anneaux d’entiers.

Notation. — Pour tout anneau A, on note A* le groupe des
¢léments inversibles de A.

1. Sommes de Gauss galoisiennes.

Soit Gk un sous-groupe ouvert de Gg, K son corps des
invariants. Soit % (K) I’ensemble des places de K. On identifie
R(Zy) et Pensemble des places non archimédiennes de K. On a
RK) = RZ) VLK) ou % (K) est 'ensemble des places archi-
médiennes de K. L’indexation par un élément pE R(K) désignera la
complétionen p .

Soit R(Gg) le groupe de Grothendieck de la catégorie des G-
modules topologiques de dimension finie sur Q. Ce groupe est la
limite inductive Iimﬁco(a[GKlGF]) ou F parcourt I’ensemble des
extensions galoisierrnes finies de K incluses dans Q.

Soit V un Gg-module topologique de dimension finie sur Q.
Tout élément g de Gy définit un a-endomorphisme de V. On
obtient ainsi un homomorphisme de Gy dans End6 (V). En compo-
sant avec la trace, on définit une application de Gk dans Q ap-
pelée le caractére de V. L’application qui a V associe son carac-
tére définit un homomorphisme, noté Tr, de R(Gg) dans I'anneau
des fonctions centrales de Gy dans Q. Les deux applications qui
a tout Gyg-module topologique V de dimension finie sur Q asso-
cient la dimension de V sur Q et ’homomorphisme qui g€ Gy
associent le déterminant du a-endomorphisme de V défini par
g, définissent deux homomorphismes :
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dim: R(Gg) — Z
det : R(Gg) — Hom(Gy , Q*).

Si Gy est un sous-groupe ouvert de Gy, on définit VOF
comme étant I'ensemble des éléments de V fixe par Gg. Par li-
néarité on définit pGF pour tout p &€ R(Ggk). On appelle noyau
de p =[V] lensemble {gE€Gy,g(w)=v, YvEV}. Cest un
sous-groupe ouvert de Gy et JCO(a[GK/GF]) s’identifie au sous-
groupe de R(Gg) formé des éléments p tels que Ker p D Gg.

Si Gy est un sous-groupe ouvert de Gy, on définit les homo-
morphismes d’induction Ind‘;: R(Gg) — R(Gg) correspondant
a I'extension des scalaires p = [V] —> [Q[Gg/Ker p] ®Q[GF/KW,] V]
et de restriction Resg R(Ggx) —> R(Gy) correspondant a la res-
triction des scalaires.

A partir du conducteur d’Artin, on définit une fonction fy
de UE R(Gy) dans @Q* ou K parcourt I'ensemble des extensions
KC

de degré fini de Q incluse dans Q caractérisée par les propriétés
suivantes :

1 € R(Gy), | = I f
) YPERGW, (o) = T Typ(p)

2) Vpe @(K), TIapplication p —> fK’p(p) est un homo-
morphisme de R(Gy) dans Q*

3) Soit (G'i(),.ER les groupes supérieurs de ramification (voir
[19], p. 83) pour une place P de Q au-dessus de p ERXK). Soit
p € R(Gk) de dimension 1; on note ng,y(p) le plus petit entier
t telque p(Gy) =1. Ona

fK,p(p) = Card(ZK/p)"K""(p) si p est une place non archimédienne

frp(P) = (= l)"K' »(P) si p estune place archimédienne.

4) Soit Gy un sous-groupe ouvert de Gy, p € R(Gg) de
dimension 0, alors fy (IndF/K(p)) = s’BII f,.w(p) ou P parcourt

les places de F au-dessusde p € R(K).

o . Gt
On montre que nK,v(p) = f+ (dim p — dim p ¥) dt est un
1]

entier, ne dépendant pas du choix de la place B de Q au-dessus
de p. Ona Vp € R(Gg)
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fgp(p) = card(ZK/p)"K’”(p) si p est une place non archimédienne
fK,p(p) = (- 1)”K’¥’(p) si p est une place archimédienne.

L’entier nK’p(p) est égal a nx,p(Resio(p)) ou K, est le corps
d’inertie de ¥ . Le groupe G, opeére sur R(Gg), (voir [18], § 2)
etl’'ona:

VpERX), VgEGQ , VpE R(GK), nK,p(pg) = n](,p(p) .

Soit R?(Gg) (resp. R°(Gg)) le sous-groupe de R(Gg) en-
gendré par les classes des Gg-modules topologiques V munis d’une
forme bilinéaire non dégénérée invariante par Gy (resp. alternée).

ProposITION 1.1. — Pour tout p € RP(Gy) et pour tout
PER(Zy), Tx p(p) est congru a 0 ou a ix,p(det p) modulo 4.

Remarque. — Cette proposition est une généralisation du théo-
reme de Stikelberger sur les discriminants. En effet, soit Gy un
sous-groupe ouvert de Gg, et p la classe du Gq-module a[GQ/GF];
fK,p(p) est la valeur absolue du discriminant de F sur Q; detp
a pour caractére la signature de la permutation définie par les éléments
de Ggq/Gp sur luiméme; f (det p) est la valeur absolue du discri-
minant de FXer(@et?) sur Q, qui est une extension quadratique de
Q. Cesdeux discriminants ont le méme signe.

Démonstration. — Tout élément de R®(Gg) est combinaison
Z-linéaire d’éléments p des trois types suivants (voir [17]) :

typel: p=[VOV*] ol V est simple et V* est le dual
de V, laforme sur V& V* est la forme hyperbolique.

type2: p=[V] ou V est simple et la forme sur V est sy-
métrique.

type3: p=[V] ou V est simple et la forme sur V est al-
ternée.

Par linéarité il suffit de démontrer le résultat pour p de chacun des
trois types précédents. Comme fy  (p) =$T/I fF;‘B(Resip) ou F
; p F

est un corps de décomposition de p , on peut supposer que QKers
est une extension non décomposée de K.

Soit p =[V® V*] dutype l,ona fx.5(P) = f,(,p([V])2 d’ou
le résultat car det p est trivial.
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Soit p = [V] du type 2; le résultat est une conséquence du
théoréme de Serre ([21]).

Soit p = [V] du type 3; det p est trivial ; le groupe G /Kerp
est hyper-résoluble. Il existe donc un sous-groupe ouvert G, de Gy
contenant Kerp et o€ R(G) de dimension 2 tel que p = Indf(a)
et G_/Ker(o) est un groupe quaternionien H,,,, (voir [17]). On
adonc:

Tk,p(P) = Tx ,(Ind{{(0) =Ty \(Indfi(o — 2.1 )) fg,, (Indg 16, )?
= fK,p(Ind‘f‘(lGL)) ;BI/{, fLp0).
11 suffit donc de démontrer le résultat pour o.

Si I’extension aK"”’/L n’est pas totalement ramifiée, son groupe
d’inertie est inclus dans le groupe cyclique distingué d’ordre 2m de
G, /Ker(0). La restriction de o a ce groupe d’inertie est du type 1,
donc np y(0) est pair, ce qui démontre le résultat; on peut donc
supposer que I’extension QX°*® de L est totalement ramifiée.

Si 2€p, m est une puissance de 2, les propositions 4.4 et 4.5
de [13] montrent que ou bien les nombres supéricurs de ramifica-
tions de G /Kero sont des entiers ou bien Z;/® contient les ra-
cines cubiques de l'unité on en déduit que n; p(0) est pair dans le
premier cas et que Nj q(%) est un carré dans le deuxiéme cas, donc
fp s(0) estau carré.

Si p est un idéal au-dessus de p, p#2 et p=—1 mod 4,
alors m est une puissance de p; I'extension modérée maximale
de L dans QXer? est de degré 4, donc Z; /% contient les racines
quatriemes de l'unité. Comme p =—1 mod4, lindice d’inertie
de p dans L est pair; donc, NL/Q(‘B) et par suite {; p(0) sont
des carrés.

Soit J(K) le groupe des ideles de K; pour tout p € 2(K),
on plonge K’; dans J(K) et on plonge K* dans la diagonale de
J(K).

La définition des sommes de Gauss galoisiennes fait intervenir
la théorie du corps de classes. L application d’Artin est normalisée
de telle sorte que les Frobenius géométriques correspondent aux
uniformisantes (voir [7]). La théorie du corps de classes donne

donc un homomorphisme de J(K)/K* dans G‘I’(b; on le note
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x —> (x, */K), (voir [19], p. 226 ou [7]). Si 7 est une unifor-
misante de K,, on a donc (w, */K) = F;_‘p ou FK,v provient
de la substitution de Frobenius, générateur topologique canonique
du groupe de Galois d’une cloture algébrique du corps résiduel
ZKp/p ZKp de K, . Pour tout sous-groupe ouvert H de J(K) conte-
nant K* il existe une unique extension abélienne L de K telle
que H = K*Np,(J(L*), appelée corps de classes de H. Par
passage aux quotients, ’homomorphisme x +—— (x,*/K) induit
un isomorphisme de J(K)/K* NL/K (J(L*)) sur le groupe de Galois
de L sur K; on le note x —> (x, L/K). En particulier, soit

c= I p™® yn «cycle» de K (m(p) =0 et m(p) =0 pour
p E2(K)

presque tout p ); on appelle corps de classes de rayon ¢ , le corps
de classes du sous-groupe H, de J(K) égal 3 K* U, ou U, est
formé des idéles (ozp)peﬁ.(K) vérifiant : «, est une unité pour tout
PED(Zy) etsi m(p) >0 ‘

pour p une place non archimédienne, a, =1 mod pm»)

pour p une place archimédienne et réelle, o, est réel et positif.

Pour la suite on fixe un caractere additif non trivial Yy du
groupe A(K)/K dans Q*, ou A(K) est le groupe des adéles de K.
On note Yy , sa restriction a K,: ¥y  : K,— A(K)/K——w~> Q.

Si ‘l/;( est un autre caractére additif de A(K), il existe a € A(K)
tel que Yy(x) = Yg(ax), Vx € AKK) (voir [16], XW, § 6, théo-
réemes 10 et 11). Le caractére \1/;( est trivial sur K si et seulement
si a€ K. Soit dp ou simplement d un générateur de I'idéal p"ZKp
ou n .est le plus petit entier tel que wK,p(p”"ZKp) = 1. L’déal
p" ZK] est appelé le conducteur de xl/K’v. Tous les caractéres addi-
tifs de A(K) s’expriment a l'aide du caractére canonique de conduc-
teur la différente (DKMQ-p de K, sur Q,; ce caractére est donné
par la composition des homomorphismes

1) (2) 3)
va Qp Qp/Zp——> Q/z

(4)
—_—

C*
ol (1) estlatracede Kp sur Qp
(2) est la surjection canonique
(3) est linjection canonique qui applique Qp/Zp sur la p-
composante du groupe divisible Q/Z
(4) est 'application exponentielle x —> %™ |
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Soit N une extension abélienne K contenue dans Q. 1l
existe un plus petit corps de classes de rayon ¢ contenant N. On
note p% la p -composante de ¢ . Le cycle ¢ est le plus grand cycle
tel que :

Nyx J(N)) K* D K* U,.
On pose :

UE?’)p =2Zg, etpour i >0 U‘K‘?p =1+piZ, .
Si 2 est supérieur ou égal 2 1, on pose pour i compris entre 1 et £
BAK) = [UP UL Y X (x/ald, LK) gy, (x/rid).
’ ' x& Ugg))p /Ugf? »

Cet élément de E[GK/GL]* ne dépend pas du choix de l'unifor-
misante 7 de K, et ne dépend pas du choix du générateur d du
conducteur de l//K,p. Comme i est positif, [Ul((’?p: Ug)p] est
une puissance de la caractéristique p de pr/ ZKp ; il existe donc
un entier n telque: .

p" tH,(L/K) € Z[Gk/G,].
On note ¢ (N/K) I'image de t;(L/K) par la surjection :

Q[Gg /G 1* — Q[G¢/Gy1*.

Soit Det [P'application définie par A. Frohlich ([10]) (voir [18],

§ 2).

LEMME 1.2. — Soit p € R(Gg) tel que dimp =1 et
Kerp DG .

D) Sii<ng ,(p), Detp(tf,(L/K)) =0

2) Si i >max(ng ,(p), 1), Detp(tf,(L/K)) =0

3) Si ng ,(p) =0, Det, (¢,(L/K)) = — Det,((nd, L/K)).

Démonstration. — Ce lemme se démontre comme les résultats
classiques analogues sur les sommes de Gauss.

Comme dans [7], on peut unifier ces trois formules de la fagon
suivante : pour tout p € R(Gg), on pose

. ° te . G
swyg ,(p) = ng ,(p) — dim(p — %K) = fl (dim p — dim p K)dt.



ANNEAUX D’ENTIERS D’EXTENSIONS SAUVAGEMENT RAMIFIEES 11

DEFINITION 1.3. — Soit p € R(Gk) de dimension 1, on appelle

somme de Gauss abélienne l'élément ‘r,“(f’v’(p) = I 7%° (p), ou

K,p
. PET(K)
T;bp(p) est défini par :
si p est une place archimédienne, 'rﬁ”p(p) =1
si p est une place non archimédienne,

m@=( X ephdy ki dy)

©0) jy(m)
XEUK,p/UK,‘,J Det 0 (—‘ FK p )—1 s
oK '

ou p, estla composée des applications
K} — JK)/K* — G2 2> q

et vy est un élément de valuation n = swy ,(p) + 1.

THEOREME 1.4. — [l existe une unique application Ty de
KLC)G R(Gg) dans Q* ou K parcourt l'ensemble des sous-extensions

de Q de degré fini sur Q vérifiant :

1 = I jent p € Q
) Tx(p) ) a0 Tk,p(P) quels que soient p € R(Gg) et KCQ

2) Vo, p'€RGy), 1 (P +0) =1 (p) T (P")
3) Si p est de dimension 1, Ty ,(p) = T;';”p(p)
4) Soit Gy un sous-groupe ouvert d’indice fini de Gy et soit

p € R(Gg) de dimension 0, alors

K —
TK’ p(IndF(p)) - Ellp TK,p(p) .

On appelle somme de Gauss galoisienne I’application 7 définie
ci-dessus. on a : ’

TK’p(p)=l si nK,p(p)=0 et d,p=0

le produit 11 (p) adonc bien un sens.
pe(

T
K) K,p

Démonstration. — Soit m un plongement de Q dans C; la fonc-
tion p —> w(7k ,(p)) est égale 3 la fonction e(mo p, mo Y, dx)
définie par Deligne dans [7] pour dx la mesure telle que

i dx = pr /1;1/,(@1<,p/(),,)—1/2
Ky
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et o € R(Gg) de dimension 1. Deligne a montré que la fonction €
était prolongeable a Ua R(Gk) en une fonction vérifiant les quatre
KC

propriétés précédente's. L’image réciproque par m de cette fonction
répond a la question. L’unicité découle du théoréme de Brauer.

Remarque. — 11 serait intéressant d’avoir une démonstration
algébrique de ce théoréme. Ceci a été fait par A. Frohlich et M. Taylor
([15]) pour les représentations modérément ramifiées. Comme on
le verra plus loin, la détermination d’un élément tK,pea[G] tel
que Detp(tK,») =1Tg,p(P) VP E R(G), est fondamentale pour I’étude
de la structure des anneaux d’entiers.

Q.

>

PROPOSITION 1.5. — Soit L un corps de rayon divisible par p
pour tout p € R(Gg) tel que Ker p O G, on aen posant

Q
ty(L/K) = X th(L/K):
i=1
Det, (£, (L/K)) = 7 (p). Det o (~ Fy,).
0 K

Démonstration. — Par linéarité, il suffit de démonter le résultat
lorsque p est de dimension 1.
. G%
Si p ¥=0, sz,p(p) = nK’p(p) — 12 0. D’aprés les parties
e "
1 et 2 du lemme 1.2, Detp(z t (L/K)) = Det, (1;%*“ (L/K))
i=1

0
. I3 Y H G
est aussi égal & 7" (P). Si P K =p, ng ,(p) = 0=swg,(p).

= T pmdy xmd) (o) = p,(d).

_(0) (1
xtUg(’)p /U[((,L

Remarque. - La motivation du choix de la normalisation de
Papplication d’Artin précédente sont les suivantes : ’équation fonc-
tionnelle locale de Tate (voir [7], 3.3.1) conduit naturellement a
définir les sommes de Gauss abéliennes par la formule donnée dans
la définition 1.3 ; la normalisation de I’application d’Artin est imposée
par des raisons topologiques (voir [7], 3.6) et des raisons algébriques
(Paction de Gq sur les sommes de Gauss et sur les résolvantes est
identique, (proposition 1.6 et proposition 1.5 de [10])).
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Si p =[V], on note p* =[Homq(V,Q)]; on définit ainsi
une involution sur R(Gy), (voir § 2.b).
PROPOSITION 1.6.

1) 7% ,(p) . 7x,, (%) = Tx ,(p) (detp),(—1) ou (detp), est
le composé des applications
K — JK/K* — G —> @
2) Soit Verg,q le transfert de Gq dans Gg
VEEGy, grx(p? ) =1, (p) detp o Vergql(g).

Démonstration. — Elle découle du résultat 7.2 de [17] en tenant
compte de la normalisation choisie de ’application d’Artin.

ProrosITION 1.7.

1) Soit p €R(Gg) tel que det, =1. Pour tout pE % (K)
ng,,(p) est pair.

2) Soit m un plongement de Q dans C; il existe
vk € Homg (R(Gk), Z*)
tel que Yw€E Gy, Vp ER®(G) tel que detp =1,

o w(g(p) Tx(p) I (=1)"Ep)

PETL(K)
soit réel et positif.
Démonstration. —
1) Soit i un nombre complexe tel que > =—1. On a :

(PO = )R = (p) pour p ET(K). Si p est
de dimension 1, fK,p(p) = (det p)p(—1); donc, pour tout p,
fx,p(p) = (det p)y(—=1). Par la théorie du corps de classes, —1 cor-
respond au Frobenius a l'infini. Comme detp =1, (detp),(—1) =1.

Donc ny ,(p) est pair et ") et réel.

2) Soit Wk la constante de I’équation fonctionnelle de la
fonction L d’Artin.On a :

° .nl(,p(p)= °
Tow(rg(p)) I i Wi (m w(p))pegzx)\/fx,p(p).

PES (K)






