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DOMAINE DE LA RACINE CARREE
DE CERTAINS OPERATEURS DIFFERENTIELS
ACCRETIFS

par R.R. COIFMAN, D. G. DENG et Y. MEYER

1. Enoncé du théoréme et calculs préliminaires.

Soit A(x) = ((a;,x(X)): <) k<» une matrice a coefficients dans L®(R").
Soit <mn, £> = anEj le produit scalaire hermitien dans C" et
1

supposons qu’il existe une constante & > 0 telle que I'on ait presque
partout

(0] Re < A(X)E,§ > > 3lg
pour tout £e C".
A Taide de A(x), on construit, suivant Kato [4] la forme bilinéaire
J:H'(R") x H'(R") - C définie par
?2) J[u,p] = J {A(x) Grad u, Grad v) dx.
Rn

Ici H'(R") désigne I’espace de Sobolev usuel des fonctions fe L2(R"; dx)
dont le gradient, noté Grad f, pris au sens des distributions appartient a
L?(R*; dx).

A Taide de la forme J, on construit un opérateur T,, défini sur un
sous-espace dense V de L2?(R"), a valeurs dans L?(R") et tel que

?3) j T,w)vdx = Ju,v].

Pour que T; soit maximal (c’est-a-dire ne se prolonge pas en un opérateur
défini sur un domaine plus grand et respectant encore (3)), il convient de
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définir V comme P'ensemble de tous les ue H'(R") tels qu’il existe
C = C(u) de sorte que [J[u,v]] < C(u)llv|l, pour tout ve H!(R".

On montre alors facilement que V est dense dans L2(R") et dépend de
fagon non-linéaire de A(x). En particulier V n’est pas un espace
fonctionnel classique.

En outre T,:V - L%(R") est m-accrétif. Cela signifie que
Re { T,f,f) > 8||Grad f||? etque 1 + T;: V - L? est un isomorphisme.

Nous avons posé ici {(u,v) = | u(x)v(x) dx.
Rn

On désignera désormais par A [Popérateur défini sur (L2(R")", a

valeurs dans (L%(R")" et ou v = Au signifie que u est le vecteur colonne
n

des u,(x)e L(R"), v celui des v; et que v;(x) = Y, a; (X)uy(x).

0
On pose D; = — ia—x—a on appelle D le vecteur colonne formé des
J
opérateurs D;, D* = (D;,...,D,) et 'on a, formellement et sur le

domaine V de T,, T, = D*AD.

Kato [4] définit ./T; = L comme I’'unique opérateur m-accrétif dont le
carré soit T, et conjecture que le domaine de L est H!(R"). C’est le cas si
la matrice A(x) est auto-adjointe pour tout xeR".

THEOREME 1. — Il existe, pour tout n > 1, une constante g, > 0 telle
que, si ||A(x)—1|l, < &,, le domaine de l'opérateur ./T; défini ci-dessus
soit H'(R").

Dans cet énoncé 1 est la matrice identité et le choix de la norme sur

M, (C) n’a aucune importance puisque la valeur numérique de ¢, n’est
pas connue.

La premiére tdche pour démontrer le théoréme 1 est d’écrire un
algorithme définissant \/T—, a l'aide de la résolvante de T;. Ensuite il
importe d’avoir une bonne connaissance de cette résolvante. Enfin (et 1a
réside la difficulté), il faudra former un calcul pseudo-différentiel adapte a
la multiplication par les fonctions de L*(R").

Dans le lemme qui suit, il est commode d’appeler H I’espace de Hilbert
(L2(R")" muni de sa norme canonique. Supposons que
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B(x) = (b;, x(igjuscn ©OU  bj(x)eL®(R") et que la norme de
I'opérateur B: H — H défini par la multiplication matricielle par B(x)
soit strictement inférieure a 1. Ceseralecassi B(x) = 1 — A7 !(x) etsi
IN-AX), <€, ou g >0 est assez petit.

Posons R, = (1+t?DD*)"!:H —» H, opérateur dont la norme est
égale a 1 et Q = RgtD =PgtD ou P, = (1-t2A)"L.

Avec ces notations, on a

LEMME 1.
2 [+ o}
(4) vV TJ = E z Tk(Br - -aB)’
k=0
ou

® * k dt
(5) T«(B,...,B) = Q*(BR)*D e

0

La convergence a lieu au sens suivant : lorsqu’on se restreint au domaine V
de T,, on doit dabord pour R >¢g>0 fixés, sommer
R dt

Y | QF(BR) D—t— pour ensuite passer a la limite lorsque R —» + oo
k=0 Je

et € » 0. La vérification de ces identités est trés simple. Si X, Y, Z
sont trois éléments d’une algeébre associative ayant une unité 1, si
XYZ +1, Y et 1 +ZX sont inversibles et si Y ' =1 — B, ona

XYZ+1)"IXY = X(1+ZX)"1(1-B(1+ZX)" )1,
Dans notre cas, on obtient I’identité résolvante suivante
(6) (*D*AD+1) tD*A = tD*(1+¢*DD*)"!(1-BR))"*.

On utilise alors la formule de Kato donnant la racine carrée m-accrétive
d’un opérateur m-accrétif

© R
ALY =% f (BT, +1)"'Tydt = lim f .. dt
V] €

€JO.RT+

sur le domaine V de T,.
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Il vient, grace a (6),

8) JT = lim L®®B)D

el]O0.RT +
ou

= Y LER(B).

dt

2 (* .
Le0(B) = - J QF (1-BR)™!
Nous allons généraliser les opérateurs tronqués LM (B). On pose
? ' dt
) L.(B;M) = QF (BR)*M (1) 7
(1]

ou M(t) est un vecteur colonne dont les coefficients m;(t) appartiennent a
L®(R") et ou M(t) =0 si t est suffisamment petit ou grand.

Avec ces notations, on a le théoréme suivant.

THEOREME 2. — Il existe, pour tout entier n > 1, une constante C,

telle que la norme de l'opérateur L, (B;M): L2(R") - L?(R") ne dépasse
pas Cy|B|%IM]|,, .

2. Plan de la démonstration du théoréme 2.

2
Posons P,=(l—t2A)‘l ou A=<i> +...+(

0x,

G}

a 2
) et
xn
désignons par R; = J les transformations de Riesz {de
v—A
&

symbole —) Alors on a R, = (1+¢t*DD*)"! = 1—RR* + P,RR* ou

&l

R est le vecteur colonne des R;, 1 <j < n.

0
Ona RtD =Q, = PtD, (tD*R, = QF et té_t QF = — QF + 2PQF

A% 0
<t a—t> P=Q-8QRQQF et r o R = —2QQF.

Grace a ces identités et 4 une intégration par parties, nous allons ramener
la preuve du théoréme 2 a I’étude d’une fonctionnelle quadratique (a la
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Littlewood-Paley-Stein). On rappelle que H est I'espace de Hilbert
(L2(R™)" avec sa structure canonique. On écrira tout élément FeH
comme un vecteur colonne dont les composantes f;e L*(R"), 1 <j < n.
Finalement, si FeH, on pose

© dt 1/2
(10) G (F)(x) = (J Q¥ (BR)F|? 7)
0

et 'on désigne par vy, la plus petite constante > 0, éventuellement
+ oo, telle que I'on ait

(1) IG(Fll2 < YilIBIIFlli -
On a alors
ProprosiTION 1. — La norme, notée ||Lk(B)L| de l'opérateur L,(B):

H - L%(R") admet la majoration

(12) LBl < 100(yo+7,+ - - - +VlIBISIMI| -
Pour le voir, on note R%*! le produit R” x 10, + o[ que I’on munit de la
mesure dx ? On désigne par K P’espace de Hilbert <L2<R"++ Lodx ?)) "
muni de la structure canonique. Un élément G € K sera écrit comme une
colonne de fonctions g;e L2<R"+“; dxt;dt>, 1 <j < n et pour presque

tout t, G,eH désigne la fonction x+— G(x,t).

LEMME 2. — Avec les notations précédentes, on a pour tout
g e L*(R"; dx),
dt
t

® 1
(13) J QeI — = 3 llgll3 -

0

La preuve est immédiate : on calcule, pour tout ¢ fixé,
n
IQelli = Y. IItD;P.gll3
1

par la formule de Plancherel. On obtient

_ 1 R
Qi = (3. f (T3 ey B de.
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On intégre alors en t et le calcul se termine aisément.

LEMME 3. — Pour tout GeK, on a

(14 —= lIGlI|

L2(R™) f

j Q* (G,) -

. dr\ %
ou |G| = < f IIG, ”LZ(R") " ) .
0

La preuve du lemme 3 ne présente aucune difficulté si ’on calcule la
norme du membre de gauche de (14) en majorant les produits scalaires

(dans I’espace de Hilbert L2(R"; dx)) entre J- QF (G,)? et ge LZ(R").
]

I1 suffit alors de faire porter I’action de Q, sur g et d’appliquer 'inégalité
de Cauchy-Schwarz.

La preuve de la proposition 1 est une adaptation de [1]. On écrit
a 2
QF = (t (7_t) QX +8Q*Q,QF et l'opérateur L, (B) se décompose, de

fagon correspondante, en L{(B) + 8L{?(B). Le traitement de L{?(B) se
fait en appliquant directement le lemme 3, ce qui conduit a la fonctionnelle
quadratique.

En ce qui concerne L{"(B), on procéde par intégration par parties en
supposant, dans un premier temps, M(t) suffisamment réguliére. Puisque
t-a; R, = — 2Q,Qf, on est conduit (aprés intégration par parties) a des
termes qui se majorent grace au lemme 3. Il reste cependant un terme
récalcitrant, a savoir

[ [ dJefonst o

que I'on ne peut estimer directement. On pose

0 0 0\?
M) =t = M@®), M) = <t—)M 0 = < E) M()

et une seconde intégration par parties conduit a

f " QrBRYM, () 2.
0 t
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modulo des termes que ’on estime directement par le lemme 3. Cela signifie
quen appelant ™M la difference M — M, et en posant

L. = J wQ,* (BR,)"M(t)?’ ona
0

LBl < 10(yo+---+ \!:.)(FIIMIL,0 +IIMyll)IIBIL, -

Il ne reste plus qu’a renverser le réle d¢ M et de M en observant que si

a 2
N(t) e L®(0, + o0) est arbitraire, on peut résoudre M — (t a) M=N

. . 0
et que la solution M appartient & L*(0, + o) ainsi que ta M. La

proposition 1 est démontrée.

Pour alléger les notations, désignons par |||.|]|, la norme dans
L2<R'L“;dx ?) et réservons ||.||, pour la norme dans L2(R";dx).
Nous nous proposons de comparer les fonctionnelles

JO(F) = QY (BRYFll,,  FeH = (LX)
JO(F) = IQ¥ (BR)*~'BP,F|l, + [IQ¥(BR)**GlIl,

oi G =B(F-F) et F=RR*F
JP(F) = [IIQ* (BR)*~'BW,F|I,
ou W,:L? -5 L? est Popérateur (scalaire) dont le symbole est

exp (—t|€]*) (le lien entre opérateur et symbole étant le méme que pour
les opérateurs pseudo-différentiels).

Désignons par B;, 1 <j < n, les vecteurs colonnes (a coordonnées
dans L®(R")) composant la matrice B. La fonctionnelle suivante est

J

JO(F) = (W, E)(Q¥ (BRY B, -

Deux autres fonctionnelles sont nécessaires. A savoir

R
IOk = < J f |Q¥ (BR,)* B |*Wgh|?
o JrR"

dx dt) 1/2
t

et
1O (h) = Q¥ (BR)*™ ! (B;Wgh)|ll, -

Le but que nous nous proposons est de démontrer le résultat suivant :
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PRrOPOSITION 2. — 1l existe une constante C, telle que

(15) sup {J'(F); |IFllu<1} < CHIBIf

+ C,lIBlls sup {32 (F); |IFlly < 1}.

Lorsque k =0, JI(F) = LZ [IF|ly de sorte que la proposition 2 et une
récurrence évidente donnent le théoréme 1.

Pour démontrer la proposition 2, nous allons majorer, dans cet ordre,
J®(h) lorsque |lh||, <1, puis J¥(h) dans les mémes conditions.

De proche en proche nous majorerons toutes les fonctionnelles jusqu’a
JU(F). Les deux outils employés seront un lemme (classique) de
L. Carleson sur les « mesures de Carleson» et un résultat permettant
d’estimer le commutateur entre I’action d’opérateurs pseudo-différentiels et
la multiplication ponctuelle par des fonctions non réguliéres. C’est I'objet
des deux paragraphes qui suivent.

3. L’espace fonctionnel B, et Paction des opérateurs R,.

Dans cette section g sera un nombre réel appartenant a Iintervalle
11, + oo[. Une fonction mesurable b:R%"! — C appartient 4 B, si

1 1/q
sup (T, J Ib(y,0)l* dJ’> = llblls, < + .
(x,t)sR'_‘,_'H t ly—x|<t !

Soit Z:L%R" — L%R") un opérateur linéaire continu dont le noyau

Z(x,y) vérifie |Z(x,y)] < Clx—y|"""! lorsque |x—y| = 1. Définissons

U, : LY(R") - L4R") par (U,f)(x) = f(tx) et posons Z, = U, 'ZU,. Le
1

noyau Z,(x,y) de Z, est égal a 72(%%)

Finalement, avec ces notations, on a

ProrosiTiON 3. — 1l existe une constante C = C(g,n,Z) telle que si
beB, et b(x) =b(xt), alors la fonction PB(x,t) = B,(x) = Z,(b)
appartient également a B, avec

(16) IBlls, < C(gn,2)libllg, -

La preuve est immédiate : par changement d’échelle on raméne cette
vérification a la remarque trés simple suivante: si feLZ (R"),
uniformément surles translatées de la boule unité, alors il en est de méme
pour Z(f).
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CoroLLAIRE 1. — Il existe une constante C(q,n) de sorte que
am IRbdls, < Clg:n)lls,
pour b,(x) = b(x,t) e B,.

CorOLLAIRE 2. — Si f(x) = (fi(x), ....fo(x)) vérifie |f(x)| <1

presque partout, alors pour tout k > 0,

(18) IRB)*flls, < (C(g,m)MIBII%, -

4. Le lemme de commutation.

Dans la proposition qui suit, 2n < g < + o et Z,: L/(R") -» LY(R")
est un opérateur linéaire continu dépendant mesurablement de ¢ (par
exemple P'opérateur de la proposition 3).

PROPOSITION 4. — Supposons que le noyau Z,x,y) de Z, vérifie

—_ -1
Z,(x.y) < Clx—y|™" (1 N 'y‘)

Si w,(x):R%! - C est mesurable, nous poserons

(19) a(w,)_(f” ) = wOIE dydt)l/z.
P T ORI T

Alors pour toute fonction beB,, on a
(20) 1Z,(bew) — wZ,(Blllz < C'(g,m)[Iblls, d(wy) -
Désignons par A(t,x) la différence Z,(bw,) — wZ,(b). On a

A(t,x) = .L" Z,(x,y) (W, (y) —w,(x))b(y,1t) dy

et donc

A < C J |w,(y)—w,(x)ub(y,t)llx—yl—"<1 + lx—:lD i dy
Rn

W, () —w (W) | |2 b(,t)2 12
el ) ([ )

__nll
Ix —yl <‘+ ;

=
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Puisque ¢ > 2n, la seconde intégrale est finie et est majorée par
C’(q,n)t”zllbllsq. Il vient alors, comme annoncé,

Az < CC'(g,n) 3(wy) liblls, -
Remarque 1. — Supposons w,(x) = (W,f)(x). Alors

5(w) = Tllfll2-
Remarque 2. — Soit R >0 et w/(x) = (Wgf)(x) pour 0 <t <R,
w(x) =0 si t>R. Alors
d(w) < ClIfl2-

En effet le changement de variable y = x + h, x = x et le calcul de la
norme dans L2 (dx) par la formule de Plancherel conduisent a

R; 1/2
d(wy) = ((27t)“" HL le™ & — 112K =" texp (— 2R2EP)|f(E)IdE dh dt)

On intégre d’abord par rdpport & h et I'on obtient c¢,)&|. Ensuite
I'intégration en ¢t donne R et 'on majore

¢,R[El exp (—2R%g|*) par C,.

5. Fin de la démonstration de la proposition 2.

Convenons encore que B désigne [l'opérateur (matriciel) de
multiplication ponctuelle des vecteurs f(x) e (L2(R")" par la matrice
((b;, k(M <jk<n- En revanche nous désignerons par B(x) la fonction
appartenant a L*(R"”, M, (C)) qui & presque tout x associe la matrice
correspondante. Avec ces notations, on a

LeMME 4. — Il existe, pour tout entier n > 1 une constante C(n) telle
que, pour tout fe L2(R") et B(x) e L*(R"M,(C)), on a, pour tout ke N,

1) RB)W,f = (Wf)((RB)'RB) + p,(x,t)
ou [lipe(et)lllz < €N 1B IIfl2 -

Naturellement ce résultat s’obtient par récurrence sur k et pour passer
de k a k + 1, onpose B(x,t) = (RB)'R,B. Alors le corollaire 2 de la
proposition 3 donne [|By/ls, < (C(g,m)MIBI%, .

On est alors amené a calculer R,((W,.f)(BBy)). On applique alors la
proposition 4 de sorte que p,,,(x,t) est la somme de R,Bp, et du terme
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d’erreur apparaissant dans la proposition 4. On choisit C assez grand pour
que

€@yt = C@m(Cam)* + C@m)*

et le lemme 4 est démontré en choisissant, par exemple, ¢ = 2n + 1. 11
reste 4 observer que la conclusion du lemme 4 ne change pas si W,f est
remplacée par w, tandis que ||f]|, est remplacée par 8(w,). En particulier
si w,=Wgf pour 0 <t<R et w,=0 si t>R, on a encore

(22) (RBY'w, = w,(R,B)* " 'R,B + py(x,t)
ou
(23) lpeCxnlllz < (CE)MIBILIIAL -

Une derniére observation est que dans (21), (22) et (23) (R,B)* peut étre
remplacé par Q*B(R,B)"! sans changer ni la démonstration, ni la
conclusion.

Le dernier ingrédient de la démonstration de la proposition 2 est un
lemme de Carleson que nous énongons sous une forme un peu différente.

PROPOSITION 5. — Soit du(x,t) une mesure de Radon positive sur R** 1:
Alors les deux propriétés suivantes de | sont équivalentes

(24) il existe C, telle que, pour toute fonction fe L*(R") ona
n

1/2
(H IIW,flzdu(x,t)) < Gillfllz
R

(25) il existe C, telle que, pour tout R >0 et toute fonction
feL*(R"), ona

1/2
(JJ [Wef1? du(x,t)> < CLiAl -
R" x [0,R]

De plus on peut toujours choisir C, < C,C, ou C, ne dépend que de la
dimension.

Revenons aux fonctionnelles J{,...,J{® de la proposition 2.
Proposons-nous de majorer J{!),.

On part de

1 () = IO B;Wrh)lll, < [1Bll, sup [V,
linllp <t
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ceci lorsque |/hll, < 1. Le contrdle de J°),(h) s’obtient alors en
appliquant le lemme 4 sous la forme décrite par les inégalités (22), (23) et
les observations qui s’y rattachent.

La proposition 5 intervient et donne la majoration souhaitée de J{*, .
Alors le lemme 4 intervient 4 nouveau et permet de contrdler J&),(F). 1l

\

reste 2 remplacer W, par P,. On a, en fait

IPf— WSl < Clifll

en appliquant la formule de Plancherel. Il en résulte que
IIQ¥ (BR,)*BP,Flll, < [IIQ#(BR,)*BW,Fi|l, + CIBIf%"|IFl; .

Enfin R, =1 — RR* + P,RR* si bien que, par I'inégalité triangulaire,
I (F) < J2L(F).
La preuve de la proposition 2 est terminée.

E. Fabes, D. Jerison et C. Kenig ont également obtenu le théoréme 2,
par une démonstration différente. Ces deux démonstrations ont eu, pour
origine, un travail non publi¢ de R. R. Coifman et D. G. Deng dans lequel
le théoréme 2 était démontré avec l’estimation

IL.B)II < C(n,k)|IBII%IIMI|,

ou C(n,k) ne pouvait étre précisée.
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