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ESTIMATION D’OPERATEURS INTEGRAUX
DU TYPE DE CAUCHY
DANS LES ECHELLES D’OVSJANNIKOV
" ET APPLICATION

par J. DUCHON et R. ROBERT

INTRODUCTION

Nous établissons des inégalités du type
c
A, — L) Fllgr <;‘__—;‘, lu, —u,ll, m 1S,

pour les intégrales de Cauchy I, et I, d’une fonction f de L?
sur les graphes de deux fonctions u, et u, ; ll.llpm désignant la

norme d’Ovsjannikov Z p"/n!|ID" .||, relative a I’espace de Sobolev
0
H™. Ces estimations sont utilisées pour obtenir des résultats

d’existence locale en temps de solutions analytiques pour certains
problémes a frontiére libre dans le plan (via une version abstraite
convenable du théoréme de Cauchy-Kowalewski non linéaire
[1, 7, 8, 9, 14]). En effet, mis 4 part le cas des ondes de surface
ol on peut se ramener a un domaine fixe par les variables de Lagrange
[2, 9, 10, 11], lorsqu’il y a glissement relatif de deux fluides le long
d’une interface, on est amené a travailler en variables d’Euler et a
estimer les noyaux du potentiel associés a l'interface en mouvement.
On notera le caractére régularisant de l'opérateur I, —1I, ; cette
propriété permet d’améliorer (voir [5]), en dimension deux, le
résultat d’existence de C. et P.L. Sulem [13] sur l'instabilité de
Rayleigh-Taylor, résultat basé sur les estimations de C. et P.L. Sulem,
U. Frisch, C. Bardos [12] dans d’autres échelles. A titre d’illustration,
nous donnons un exemple simple, 1’équation du mouvement de
I'interface de deux liquides en milieu poreux [3].

Mots-clés : Intégrale singuliere de Cauchy - Echelles d’Ovsjannikov — Frontiére
libre analytique.
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I. PRELIMINAIRES

1. Noyaux et intégrale de Cauchy.

Soit u : R —> R une fonction suffisamment réguliére. Nous lui
associons les noyaux :

_ulx)—u(y)
p(x,J’)— ' x—y )
1 i p
Z(x,y)=—20 + ip)=— X ,
(x, ) 2w x Log(1 + ip) 2 1+ ip

1
Z'(x ,y) = 2—”ay Log(1+ip)=Z(y,x).

L’intégrale de Cauchy d’une fonction g€ L*(R) sur le graphe
de u est donnée par :
1+iu' (y)

1
lg(x)=vp. ;i‘f(y~x)+i(u(J’)"u(x))g(y)dy’

soit
le(x) = iHg(x) —2i [Z'(x,»)g(»)dy,

ou H désigne la transformation de Hilbert :

g(y
x—

1
He() =vp. — [ ;dy.

2. Les espaces d’Ovsjannikov.

Pour tout espace de Banach B de fonctions sur R et tout p =0,
on définit 'espace d’Ovsjannikov B, , ensemble des u € B telles que

D"u€B, n=0,1,2... (D=;—x) avec

00

pn
lull, p = 2 — D" ully <+ oo

n=0
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Bp est un espace de Banach et on a évidemment
lull, g — llull,y g
D , < P, P, . ’
IDully g < ) ,si p'<p.
pP—p

D’autre part, si la multiplication des fonctions opére de B’ x B
dans B avec lluvlly < llullg llvllg, on voit trés facilement que de
méme la multiplication est bilinéaire continue de B, x B dans
B, avec [luvll, s < llull, g llvll, g». Soit H™ = H” (R) [l’espace
de Sobolev des u € L? tellesque D™ u €L?.

Pour m=1, la norme sur H™ étant choisie convena-
blement, on aura [|luvll,, <llull, llvl, dou aussi sur H}"
luvll, ,, <llull, ,, llvll, , . De méme pour u€L; et vEL,,
ona luvl, , < lul, o Ivl, ;-

Nous utiliserons également la semi-norme || . II; g obtenue en
soustrayant a || . [Ip,B le premier terme :
oo pn
. _ _ _ r n
lully 5 = lull, p —llully = 2 — D" ully .
n=1 .
On a ainsi
] 5 <2 llul; <
ull, p \p ull,,, s PoUr p<p,.
0

3. Normes d’Ovsjannikov pour les noyaux.

Pour des noyaux K(x,y) nous utiliserons des normes
d’Ovsjannikov définies de maniére analogue en remplacant D par
3, . Ainsi a la norme d’opérateur sur L?

IKil,, = lg_Sll;.gl IK-gi,,

ol K-g(x)=f+°°K(x,y)g(y)dy,

— oo

correspond

o0 pn
IKll, . = 2 —I32KIl,, .

n=0 n!
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De méme
_ P
1Kl = ,,:20 9% Kliaeay »
-y~
IKI,¢>,2 - 2-10 ;T Ia;:KILz(dxdy) :
n= .
Noter que ||K||p,,,p < IKI‘,,2 . D’autre part, on a entre les normes

I, et |l,» la méme inégalit¢ pour le produit ponctuel des
noyaux que pour les fonctions d’une variable :

IKLI, , <K, o ILI, , .

II. ESTIMATION DES NOYAUX Z,Z°

Nous noterons Z, ,Z, les noyaux associés aux fonctions
u, ,u,. Onaalors :

THEOREME 1. — Soit m = 3. Pour tout R>0, il existe
p, >0 tel que pour tous 0<p'<p<p,, onait
c(R,m, 1/p")
WZy, —Z,) flly m <—p:;,—‘ Ny —uyllpm 1 f1zs

pour toute fEL® et u, ,u, telles que lul,,, _,<R. Méme
résultat en remplacant Z par Z'.

Pour m =1 ou 2, on a le résultat local plus faible suivant :
THEOREME 2. — Soit p, >0 et soit u, vérifiant ug€H, .
Alors il existe p, >0 et € > 0 tels que l'on ait :

c(l/p’
WZ, —Z,)fllyr <;T/27)Ilul —Uyllpm I fl;, m=1 ou 2,

pour toute fEL*, 0<p' <p<p, et luy—ugl,, <e,
i=1,2. Méme résultat en remplagant Z par Z*.
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De lexpression I =iH —2iZ' on déduit immédiatement
qu’on a les mémes estimations pour l'intégrale singuliére de Cauchy.
Démontrons le théoréme 1 pour le noyau Z, pour cela
estimons chacune des dérivées a,’; 0O<k<m) de la différence
9, p, 0, P,
1+ip, 1+ip,

Ny —uyll, -

, en norme ||,,, en fonction de R et

Tous les termes a estimer sont de la forme
( 1 )"o( 1 )so @.p, Y1 32p,)2 ...
1 +ip, 1 +ip, xo1 x
@2 p Y@, py) .. (08 p,)E0Y (P, —Dy)-

Notons £ = max(a,fB) et (ag pY% un terme correspondant
a ce maximum (p = p, ou p,).

Distinguons plusieur cas.

eSi 2>m, alors forcément r, =1 et pour majorer en
. . Q
norme | |, , Pexpression ci-dessus, on prendra |3, pl, , et
tous les autres termes en norme | |, ., .

«Si ¢<m et >0, on prendra 3](p, —p,)l, ,

et tous les autres termes en norme | |p. o -

eSi ¢<m et y=0, auquel cas forcément =1, on
prendra |a§p(p,,2 et tous les autres termes en norme | | .

L’inégalité désirée découle alors des quatre lemmes qui
suivent.

LEMME 1. —Soit u une fonction telle que D'*'u€L; |
p>0,j=0,1,.... Alorsona :

: 1 ,
192, Pl w <5 \D'ul, . <ID""tul, ..

Démonstration. — On écrit

p(x,y)=f‘ wW'(Xx + (1 —N) y)dX,
0
d’ol

d,p= ['ND*u@x+(1-Ny)dn,
0
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oo n A A
et 19 pl, < & [Tarn DIy ax
’ = (]

n
< P I AL

< Ul
S EnlGEn+ )

n+1
P

<
o (n+1)

|| L8

1 : | R
- DIy =~ |Dlu| . . O
Pn p ’
LEMME 2. —Si u est une fonction telle que D'u€lL?
(j=12,...),0na:
d/ <Y— J
13 pl,, *’ (1+ p)m ul,

Démonstration. — Un rapide calcul par transformation de
Fourier (cf. [4]) montre que :

. 1

. ™ jtn+—

jtn — . ® 2
(97 Pli2 gy ay) / 7 A ul, ,

i+ 0+ =
I 2

ou A’ est défini par transformation de Fourier

P ~
A fE) = 12TE1° F(§).

Comme
) 1 . L 1
A" Y2y, < DI w2 DI )2,
il vient
j+n vT i 1 j
|3}, pILz(dxdy) <T D/t ul, +——|Dl+n+lu|2 ,
i+n+—
! 2
d’ou
~ - n+1
197 pl, , <~=ID" ul D/t y
xpp,2 2 Zo (n+1)‘ I2
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LeMME 3. — Soit u une fonction C” telle que |pl, <+ o
et Ipl, « <1, alorsona:

1
1+ip

1

X T .
P, 1—~|plp’w

Démonstration. — Prenons M >0 et écrivons

1+ip=M(1*(l—1%4——;71p)),

ona
1
1 1y | Ipl2\2
11— = —— ={(1l—=) +——
i vinbvEd Bl (Chalv) Bl ven) B
. 1+ pl3
et ceciest <1 pour M>——2——,>onaalors
1 1 & 1 i x
== > (1—-=—-= d’ou
1+ ip Mk‘:‘o( M Mp) ’
‘ Ll ol L ik
1+lppoo Mk=0 M M p,®
'1 1 i '1 1 i + 1 ol
ve ——=— = =1l —=—= -
avee M MPl.- M MPl> T M Pl

et ceciest <1 pour M assez grand ;d’ou
1
< -—
o= M—V/M—12+ p2 — Ipl, .

Lorsque M tend vers + oo, M-—\/(M—l)2 + |pi:2 tend vers
1 d’oti le résultat. D

1
1+ip

LeMME 4. — Pour tout R >0, il existe p, >0 tel que

. 1
Pl - <—2‘ pour p<p, et lu'l, . <R.

Démonstration. —

. S
< 2
Plo== 2 D

d’ou le résultat. 8]

k
: p
ID"* 1y <p 7(—,|D"“u|,o =piu"l, . ,

TV

0
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L’estimation de Z' peut se faire, par exemple, en remarquant
~ i1 u'(x)—u'
que Z+2'=7=-"L _ ( (x) —uly)
2n 1 +ip x—y
se faisant comme celle de Z.

), 1’estimation de Z

Le cas m =1 ou 2 se traite de la méme fagon mais en utilisant
la variante suivante du Lemme 4.

LEMME 5. —Soit p, >0 et u,€L; . Il existe p, >0 et
€ >0 tels que l'on ait

1
Pl - <5desque p<p, et lu' —uyl, . <e.

Démonstration. — On écrit
D1y, e <1Polpw 10— Dolp o >

. p X p
or Polp,e < ——1Pglpg 0 < —lthgly w
po po
et 1P —Poly e <lu' —ugl, . <e. I suffit alors de prendre p,
et € assez petits pour que
pl ’

1
—“I“olpo,w + € <—2‘.

III. APPLICATION

Nous utiliserons un résultat trés rustique et de démonstration
simple sur D’existence de solution pour une équation différentielle
du
Al F(u), u(0)=u,, dans une échelle d’espaces de Banach.
Pour des résultats plus élaborés dans le cas ou F(z,u) dépend

explicitement du temps, voir [1], [7], [8], [9], [14].

Soit B, , 0<p<p,, une échelle d’espaces de Banach ;
C’est-a-dire pour p'<p on a B, CB, avec |.ly<I.I,.



ESTIMATION D’OPERATEURS INTEGRAUX 91

PROPOSITION . — Soit u, € Bp0 et R>0. Soit F une applica-
tion telle que pour 0 < p' <p <p,,

F :{u€B,lllu —u,ll, <R} — B,
vérifiant en outre :

o

[l — vl . ' <
—7 chaque fois que 0<p <p<p,

) IF @)~ F@)l,» <c

et llu —uyll, <SR, llv—u,ll, <R,

!

(i) N1Foll, < .
07 T py—p

Alors il existe a> 0 et une fonction u unique telle que pour

tout p, 0<p<p,, u soit continiment dérivable de l'intervalle

lt| < a(py —p) dans B, , avec lu(®) —uyll, <R et

du
- F(u@),ltl <a(p, —p),

u@)=u,.

Nous allons appliquer ce résultat a I’équation d’évolution vérifiée
par linterface de deux liquides incompressibles non miscibles en
milieu poreux.

Nous traiterons le probléme en dimension deux, dans un plan
vertical. Nous supposerons linterface I', donnée a linstant ¢
par ’équation y = u(tz,x) dans le plan de coordonnées (x,y).
On notera 2, = {(x, )y >u(t,x)}, Q, ={(x,y)y<u(t,x)},
7 le vecteur unitaire tangent & [I',, dirigé dans le sens des x
croissants, v le vecteur normal qui s’en déduit par une rotation
de + w/2. Soit V(¢,x,y) le champ des vitesses des particules
des fluides a linstant ¢. Les deux fluides étant incompressibles
on a divV = 0 dans chaque £2;. De plus, dans un milieu poreux,
sous l’action de la seule pesanteur, le mouvement est irrotationnel
(cf. [3]), ona donc rot V = 0 dans chaque £2;.

Ecrivons la condition cinématique a I’interface :

1
V,.v=V, v=—--—or——"T—29,u,

2 V1+ @, u)?
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ou V,,V, désignent les valeurs limites de V sur l'interface prises
a partir de €2, et 2, respectivement.

La continuité de la composante normale de la vitesse a la
traversée de l'interface implique qu’il existe une fonction de courant
Y(t,x,y) continue sur R? et telle que V =roty sur chaque

;. Le mouvement étant irrotationnel, on a Ay = 0 sur chaque

2, et donc au sens des distributions :

M:(E’L_%

St )do=(V,. 1=V, ndo,

ou do désigne I’é1ément de longueur sur T, .

Introduisons maintenant la loi régissant le glissement relatif
des fluides a l’interface sous l’action de la gravité (le moins dense
glisse sur le plus dense), on doit avoir (cf. [3]) :

0, u

V1I+@,u)?

V,.t—V,.1=¢ =csina si 7 =€,

ou ¢ est une constante.
1
En introduisant E(x,y) = 2—Log(x2 + y2)2 la solution
T

élémentaire du Laplacien sur R?, on écrit :
v=Ex*Ay,

et donc

Ut x,u(t,x) =4‘—1r [ Logl(x = y)?

+ (u(t,x)—u,yN)o, u(t,ydy,

et en dérivant cette expression par rapport & x il vient

d
d—w(t,x,u(t,x))=\/ 1+ @, u)? VY.7=—0,u,
X
d’ou I’équation d’évolution :

! c
a,u+—afaxu(t,y) 3, Log[(x — »)?

(E) + (u(t,x)—u(t,»))*ldy =0, t>0,xE€R,
u0,x)=uy(x).
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1
On notera X(x,y) = 4—7;ax Log(1 + p?), on voit facilement

que X = Re Z, avec les notationsdu §1.

D’ou I’équation (E) s’écrit :

d
§=—0/2(HDu +2XDu) =Fu),
u0) =u,.

On a alors le résultat d’existence suivant.

THEOREME 3. — Soit uOEHzo pour un py,>0. Alors il
existe p>0, 7>0 et u continiment dérivable de [0,7] dans
H> vérifiant

du
2 F(u),u(0)=u,.

Démonstration. — On a
F(ul)—F(u2) ="C/2HD(ul '_142)—(,'()(1 _'X2)Dul

— ¢X,(Du, —Du,),
or

”HD(ul —u2)”p',3 = “D(ul —u2)“p',3 <p__l7"u1 ——u2“p,3 s

(X, —X,) Du,ll,» 3 < Z, —Z,) Duyll, 5,
IX, (Du, — Duy)ll» 5 < IIZ,(Du, —Duy)ll, -
En appliquant le théoréme 1 et les inégalités :
Duyl, <llugll, 3, IDuy —Duyl, SNuy —uyll, 5,

on obtient que F vérifie :
pour tout R >0, il existe p, >0 tel que pour 0<p'<p<p,
et llull, 3 <R onait:

c(R, 1/p")
IF@,) —Fu)l, ;< To—p N, —u,ll, 5 -

L’application de la proposition donne alors trivialement le
théoréme 3. o
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Remarque. — Le choix de cette application pour illustrer nos
estimations répond a un souci de simplicité, le seul opérateur
intervenant étant donné directement par le noyau X. '

Ce probléme nous a été signalé par D. Hilhorst, il modélise
Pinterface eau douce — eau salée dans une nappe aquifére [3].

L’équation  linéarisée  au  voisinage de u=20 est
du/dt = — ¢/2HDu ; pour ¢ >0 c’est une équation parabolique
bien posée, mais pour ¢ < 0, ce qui correspond au cas ou le fluide
le plus lourd est initialement situé au dessus, le probléme est mal
posé dans tout espace de fonctions de régularité finie et méme
C” . On a traité ici le cas ou les deux fluides ont la méme
viscosité dynamique ; dans le cas contraire, ’équation est un peu
plus délicate a traiter et nécessite quelques intermédiaires
techniques [5].
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