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CALCUL FONCTIONNEL
DANS CERTAINS ESPACES DE BESOV

par G. BOURDAUD et D. KATEB

Introduction.

En 1965, Igari [5] donnait une condition nécessaire et suffisante pour
qu’une fonction ¢ de C dans C opere sur I’espace de Besov B3 ,(R) avec
0<s<1/2.

Nous étendons ici cette caractérisation aux espaces de Besov B, ,(R")
avec 1 < p<o0,1<g< o0et0 < s < 1/p. Plus précisément, nous
montrons que si ¢ est une application de R dans R qui opére sur B;,q(R")
avec 0 < s < 1/p, elle est nécessairement lipschitzienne.

Notations; définitions.

On désignera par B, ,(R") ou plus simplement B, , '’espace de Besov
inhomogene, et B;,’q(R") Pespace de Besov homogene (s € R, p,q €
[1,400]) .

Pour la définition de ces espaces on pourra se référer a {7].

Dans cet exposé, nous ne considérerons que des espaces de fonctions
a valeurs réelles.

DEFINITION. — Soit E un espace de fonctions et soit ¢ une appli-
cation de R dans R. On dit que ¢ opére sur E , si pour tout f appartenant
4 E, l'application ¢ o f appartient aussi 4 E.

Mots-clés : Espaces de Besov — Opérateurs non linéaires — Calcul fonctionnel — Fonctions
lipschitziennes.
Classification A.M.S. : 46E35.
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Enoncé du théoréme principal et résultats préliminaires.

THEOREME 1. — Soient p, q, s des nombres réels tels que 1 < p < 0o,
1< g< oet0d < s < 1/p. Soit ¢ une fonction définie sur R i
valeurs réelles, alors la fonction ¢ opére sur I'espace de Besov B, ,(R™)
si et seulement si elle est lipschitzienne telle que ¢(0) = 0.

La démonstration de ce théoréme est basée sur le lemme suivant :

LEMME. — Pour tout pavé Q de R™ et tout nombre positif a, on

peut trouver un nombre fini N de pavés Q; , ¢ =,..., N disjoints deux &
N

deux, contenus dans Q et tels que : ||xglB;, = a ot E = U Q: et xg
=1

désigne la fonction caractéristique de E .

Précisons tout d’abord que pour un réel s, 0 < s < 1/p et pour tout
pavé @@ de R™, la fonction caractéristique de @ est dans ’espace de Besov
B; ,(R™). Rappelons pour cela le théoréme suivant (7], p. 115 :

THEOREME 2. — Soient 0 < p < 00, 0 < ¢ < o0 et 8 >
n(1/ min(p,1) — 1). Si M est un entier strictement plus grand que s alors
la (quasi)-norme de I’espace B, ,(R™) est équivalente & :

IAll> + Z(/';1 [BI=*9II AR fliZdh/ b)Y,

Jj=1 .
ol Ah,,jf = f(xl"--yxj—lyxj +h,$j+1,...,.’l}n) -—f(.’B) .

A l’aide de ce théoréme, il est facile de montrer que la fonction
caractéristique du pavé @ est dans I'espace de Besov B, ,(R").

n
PROPOSITION 1. — Soit Q = [[las,ai + ti] ot pouri = 1,...,n,
i=1
a; € R et t; € RT; et soit s un réel compris strictement entre 0 et 1/p. Si

f désigne la fonction caractéristique du pavé Q) alors on a
n

To\1/p
Iflg, = 0(1]1t,~) (Z} 1)
1= 1=
ot C est une constante dépendant de p,q et s .

Preuve. — La norme Besov étant invariante par translation, il suffit
de faire le calcul avec a; = 0 pour tout ¢ .
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Fixons j entre 1 et n, pour 0 < h < ¢;

0
A, fIIF = {/hdxj /)<z.<,. dzy ---d&; -+ - dz,
- idi
t; q/
+/ d:cj/ dxl-..dj;j...dzn} P
tj“h 0<‘z¢,'j<t‘-

_ (2hﬁti)0/9 :
=
et pour h > ¢;

ti—h
”Ah,Jf”g = { /h dxj /)<:c'-<t,~ dz, - .d{i;j -odz,

#3j
+/tj dxj/ dzlu-dazj..-dxn}"/"
0 0<;ij<ti
n
_ (2Hti)q/p .
i=1

Si h est négatif c’est analogue. On obtient ainsi le résultat annoncé avec
C = 2(1/p)+(1/q)(1/q((1/p) —8)+ l/sq)l/q .

Avant de faire la démonstration du théoréme 1, rappelons la propo-
sition suivante, dont la preuve est classique dans le cadre des algébres de
Banach [6], p. 237 :

PROPOSITION 2. — Soit E un sous-espace de L}, (R™) vérifiant les
hypothéses suivantes :

(H,) E est muni d’une structure d’espace de Banach telle que I'injection

canonique de E dans L}, (R™) soit continue.

(Hz) E est invariant isométriquement par translation : si f appartient
4 E la fonction f; , définie par fi(z) = f(z — t), appartient aussi 4 E .

(H3) E est un sous D(R™)-module de L} .(R™) : si f appartient 4 E et

loc

si ¢ appartient 4 D(R™) alors ¢ - f appartient aussi 4 E .

Soit F une fonction qui opére sur E et telle que F(0) = 0 . Alors pour
tout compact K de R™ , il existe des nombres positifs § et M tels que pour
toute fonction f de E a support dans K de norme inférieure 4 6, on ait

IFofll<M.
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Preuve. — Remarquons d’abord que pour tout ¢ dans D(R™) ap-
plication qui & tout f de E associe le produit ¢f est continue de E dans
E . Cela découle en effet du théoréme du graphe fermé. On désigne alors
par M(¢) la norme de cette application.

Montrons que, sauf pour un nombre fini de points  de R", il existe
un voisinage ) de = et des nombres positifs € et M tels que, pour tout f
de E , portée par (), vérifiant ||f|| < e, on ait ||[Fo f||< M .

Supposons qu'’il existe une infinité z;,z5,... de points de R™ qui
contredisent la propriété. Donnons-nous une suite d’ouverts V; deux & deux
disjoints tels que z; soit dans V;, des ouverts W; tels que :

T; € Wj C WJ’ C V,
et pour chaque j une fonction ¢; de D(R™) portée par V; et égale & 1 sur
W;.
, Alors, par hypothése sur z; , il existe f; dans E , portée par W; telle
que || ;]| < 1/27 et |[F o f5]| > jM(;) -
Posons f = E fj , alors f appartient & E et pour presque tout z de
j21
R™ on a f(z) = E fi(z) . On en déduit que pour presque tout z , on a

j21
#i(z)F(f(z)) = F(fj(z)) et donc que, dans E, ¢;(F o f) = F o f;; mais
alors ||F o f|| > ||F o f;]|/M(#;) > j; ceci pour tout entier j ce qui est
contradictoire. '

Ceci dit, I'invariance de E par translation nous montre aussitét que
tous les points de R™ ont la propriété ci-dessus:

Recouvrons maintenant K avec un nombre fini d’ouverts bornés
D,..., 0y tels qu'il existe €1,...,em; M,...,Mn positifs tels que
[|F o fll < M; dés que f est portée par §; et de norme majorée par ¢; .

On considére un autre recouvrement de K par des ouverts Uy, ..., Uy,
vérifiant U; C §;; une partition C*® de l'unité (p;) subordonnée au
recouvrement U; et des fonctions ¥; de classe C™ portées par {); et égales
4 1 sur U; . On pose ¢ =i1j1f (ej/M(¥;)) . Si f est portée par K et de

m

norme inférieure 4 £, on a Fo f = Eq&j(Fo(f\Ilj)); or f¥; est portée par
=1

(1; et sa norme est majorée par €; on a donc

IFofll <D lgs(Fo(FENI< Y M()M; =M.

=1 j:l
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Démonstration du théoréme 1 et du lemme.

Soient = et =’ deux nombres réels non nuls. D’aprés le lemme, il
existe des pavés Q1,...,Qn, disjoints, contenus dans le cube @ = [0,1]",
vérifiant : |z|||xgll; , = 6/4 ou E est la réunion des N pavés Q; (6 étant
la constante associée & @ suivant la proposition 2). De la méme fagon, pour
@, il existe des pavés Py,..., Pk disjoints, contenus dans @); vérifiant :
|z'llIxFllB;, = 6/2 ot F est la réunion des K pavés P; . Comme F est
inclus dans F on a ’identité :

¢(zxe + 2'xr) — d(zxE) = xr($(z + &) - §(2))
d’ou
lé(zxe + 2'xF) — (z'xE)lB; , = |6(z +2') — $(2)llIxFllB;,

< lé(exs+e'xr)lls;,, +1é(exs)l 3.,

Puisque le support de zx g est inclus dans @ et que sa norme Besov vaut
6/4, donc majorée par 8, on a, d’apres la proposition 2,

l¢(zxe)llBs, < M ;

de la méme fagon Supp(zxe +2'xr) C Q et |lzxg+2'xF|B; , < 6/2+6/2
entrainent ||[¢(zxg + z'xr)ll5; , < M . Finalement on obtient

|6(z + &') — ¢(2)| < 2M/||xFllB;,, = 4M|2'|/5 .

Si 2’ = 0 c’est trivial; si 2’ # 0 et £ = 0, on considere alors |z'|||x&l|5;
6/2 ce qui donne ||¢(z'xE)lB;, = |6(z)lxels;, < M soit [¢(z')|
2M|z'|/6§ . Ce qui termine la démonstration du théoréme.

IN I

La démonstration du lemme se fait en deux étapes. Dans la premiere,
nous montrerons que la borne supérieure de I’ensemble constitué des normes
Besov des fonctions caractéristiques de E , ou E décrit les réunions finies
de pavés disjoints contenus dans @, est infinie. Ce qui entrainera, pour
tout nombre positif a, ’existence d’une réunion finie E de pavés disjoints
contenus dans Q, pour laquelle on ait : ||xg|l;, > a .

Dans la seconde étape, nous montrerons la continuité de la fonction

I(r) = "XEﬁ]—oo,r]" ”B,’,,q .

Comme pour r négatif, grand en valeur absolue, EN] — oo,r|” = 0,
on a lim I(r) = 0; d’autre part pour r positif suffisamment grand
T——00

I(r) = |Ixell; , et donc lixf I(r) > a d’apres la premiére étape.
, r—+00
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Le théoréme des valeurs intermédiaires nous assure alors ’existence
d’un nombre réel r pour lequel I(r) = a . En posant E' = EN| — oo,7|" ,
on aura ||xe||B; , = a; ce qui prouvera le lemme.

Démonstration de la premiére étape.

n
Soit @ un pavé de R® : Q = H[ai,ai +1] .
i=1
Si nous supposons que la borne supérieure de 1’ensemble constitué
des normes Besov des fonctions caractéristiques de réunions finies de pavés
disjoints inclus dans @ est finie, il existe alors une constante positive M
vérifiant : ||xgllB;, < M pour toute réunion finie E de pavés disjoints
contenus dans Q .

Cette majoration reste encore valable pour toute fonction simple f
portée par @, positive, majorée par 1. En effet : soit f une telle fonction; il
existe donc une suite croissante de nombres (¢;); 0 < a; <1;1 <7< N;

. N
et des pavés Q;; 1 < i < N disjoints deux A deux tels que f = E aixQ:;
. '=1
N K%
en posant By = U Qiet By =ar —ag_1;1 <k < N;on peut alors écrire
el
N =N
=Y Bixs on Y g <101, p. 39.

Si f est maintenant une fonction de B, ,(R™) , portée par @ , positive
et majorée par 1, on a a nouveau le méme type de majoration. En effet, f
étant dans LP(R™), il existe une suite de fonctions simples (fx), & support
dans @ , telles que 0 < fi, < f et (fi) converge presque-partout vers f .

D’aprés ce qui précéde on a ||fxl|p;, < M ce qui entraine que
lfellp £ M . En appliquant le théoréme de la convergence dominée on

a alors (fx) converge vers f dans LP(R™) et || f||, = lilxcn lfill, < M .

D’autre part pour h fixé dans R™, l'opérateur de différence finie :
Ay : LP(R™) — LP(R™) défini par Ax(f)(z) = f(z + h) — f(z) est linéaire
continu car ||Axf|lp < 2||f|l, - On a donc la convergence de la suite (Ap fi)
vers Ay f dans LP(R™) et de plus ||Axfll, = li{n AR fellp -

Alors pour tout h non nul la suite (||Axfk||p/|k|®) converge dans R
vers ||Ax f||p/|k|® . Comme de plus la norme Besov homogene des fonctions
fr est majorée par M , on a en appliquant le lemme de Fatou dans
(R™,dh/|R|") , "f"f?;,., < M et finalement ||f||p; < 2M .
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Si on conmsidere cette fois une fonction f de Bj ,(R"), a valeurs
complexes, portée par () et majorée en module par 1 on a || f|| By, <8M.

11 suffit pour le voir d’écrire : f = (f{ — fi) +4(f5 — f57) : chacune
des fonctions f;* et fi, i = 1,2, est positive, portée par Q et majorée par
1; elles restent bien siir dans I’espace de Besov. En effet, on remarque que
d’une part Ref = (f + f)/2 et Imf = (f — f)/2i , et que d’autre part,
comme 0 < 8 < 1, si f est dans ’espace de Besov, f* et f~ y sont aussi.
Donc, pour chacune de ces fonctions on a I'estimation [|fi||s; , < 2M , ce
qui donne bien | f||lp; < 8M .

Ceci étant, nous allons maintenant construire une suite de fonctions
fr , & valeurs complexes, appartenant 3 ’espace de Besov, portées par @ ,
majorées en module par 1 et dont la suite des normes n’est pas bornée. Ceci
contredira la conclusion ci-dessus et mettra donc en défaut I’hypothese faite
au départ.

Pour k € N, et z € R", on pose fi(z) = xg(z) exp(ik-z) . Pour tout
k dans N", fi appartient & By  (R™) puisque xq appartient & cet espace
(proposition 1) et que e?** en est un multiplicateur (e** ayant toutes ses
dérivées bornées, est dans B ,(R") qui pour m > max(s,n/p — s) est
constitué de multiplicateurs de B, ,(R") [7], p. 140).

D’autre part, pour k = (ky,...,k,) dans N" tel que k; > 7/2t;, et
pour ¢ < 00, On a

7 [2k1 dh
el > [ el felly

w/2k1 t1—h q/pdh
—34 ; —11Pdzs - - - putdd
> / ) / dz, 0<::;‘Jexp(zk:lh) 1|Pdz, dx,,) 3
7 [2ky dh
> / R=*9((t1 ~ )2 tal exp(ikih) — 17)2/2 5
0

7 [2ky
> / h"’q((tl—l-)tz . --tn)q/p(zklh)qdh (en utilisant le
0 2k, T
fait que |e®*—1|F > z si z est compris entre —r /2 et 7/2)

/2 dh
T \a/pyq q(1—s5) 21
2 C(Q’pa Q)(tl 2’67 ) k / h h

> C'Qupa)(t - 5) R (55) "7

2k
2 C'@pa)(5)" ™ (- 5) 7K -

2k,
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Ceci contredit le fait que || fx|| By, <8M .Siq=+oo,0na

n
Mfellss _ = 3 sup{lhl=*llAnsfell,) 5 b€ R}
Jj=1
. 1/
> sup{|h|"(/° . |ethkr — llpdz) ? ; h€ R}
0<a; 45y §
T

—s . L 1- '
> Csup {h (k1h21r),0<h<m}>0'k1(2—ﬁ) °>C'K; .
(]

Démonstration de la seconde étape.

Pour tout réel r posons E, = EN] — oo, r[" et xr = xE,; I s’écrit

alors
1(r) = Ixe sy, = el + el

L’application I; , définie par I;(r) = ||x,||p , est continue sur R; en effet,
si (rx) est une suite de nombres réels convergeant vers un réel r , on a
Xr. € LP(R") et x,, < xE car E,, C E; de plus la suite (x,,) converge
presque partout vers, x,; d’apres le théoreme de Lebesgue, la convergence
a lieu dans LP(R™) et lim xe lp = llxrll -

Pour montrer la continuité de ’application I, définie par I(r) =
-l B, il suffit en fait d’établir celle de I'application Jg de R dans

B; ,(R") définie par Jg(r) = xr -

De plus, en remarquant que, si E est une réunion finie de pavés
disjoints Q; , contenus dans Q on a X = Y, XQ:n]-oco,r]» , il suffit alors
de voir la continuité de Jg ou E est un pavé de R™ .

n
Soit donc E un pavé de R", E = H[a,-,bi]; si a est un réel inférieur

au minimum des a;, E est alors inclzx—s1 dans le cube [a,+oo[" ce qui
entraine que Xr = XE * X[a,rj» - Comme la fonction caractéristique de
E est un multiplicateur de B, ,(R") (xe peut toujours s’écrire comme
produit de fonctions caractéristiques de demi-espaces de R™ , or on sait [7],
p. 158 que celles-ci sont des multiplicateurs), on va prouver simplement que
'application notée J qui & r associe x[4,,» €st continue.

Dans un premier temps on va se placer en dimension n =1 . Soit 7
un réel strictement supérieur & a . Si r est dans un petit voisinage de 7 ,
on a J(r) = J(ro) = £X[r,,r] €t donc

I17(r) = J(ro)llBs,, = C - Ir — | /D=2 ;
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comme 8 < 1/p on a la continuité de J sur Ja, +oo[ . Lorsque r est dans un
voisinage a droite de a ,

17(r) = J(@)lg, , = Ixtanllg; , = Cr —a)/P=
si 7 est dans un voisinage & gauche dea , on a
J(a) - J(’I‘) =

En dimension n quelconque, pour 7o > a et r voisin de 79 , (on
supposera par exemple r > 7p) la différence entre J(r) et J(ro) est la
fonction caractéristique du complémentaire de [a, 7] dans [a,7]™ qu’on
notera D . Cet ensemble n’est plus un pavé, on va alors le découper en
pavés disjoints. On note Dy, 'un des pavés constitué des points de R™ qui
ont k coordonnées dans [a, 7o) et les (n — k) autres dans [ro,7] .

Pour k fixé dans {0,...,n — 1} on a exactement C¥ pavés Dy et ces
pavés sont évidemment disjoints. En notant UDy la réunion, a k fixé, de
tous ces pavés, D est alors la réunion pour k variant de 0 A n —1 de UDy .

On a alors J(r) — J(r9) = 3 xp, ou la sommation porte sur k ainsi que
sur le nombre de Dy, (3 k fixé); d’oit

17(r) = J(ro)llgy . < D lIxpillsy
n—1
<CY Ch(r—ro)mBP(rg—a)*/?((n — k)/(r—10)* + k/(ro—0)*)
k=0
n—1

<Y CE{(r—r0)"RIP=5(n — k)(ro — a) /P
k=0
+ k(r — o) B/P(py — a)(k/")‘s}
Puisque (n/p) —s >0et pour tout k ,0<k<n-1,(n—-k)/p—s>
(1/p)—s>0et (n—k)/p>1/p> 0, chacun des termes de la somme tend
vers 0 quand 7 tend vers 7 .

Sir>a,onaJ(r)— J(a) = J(r) et ||J(r)||B, = Cn(r — a)(*/P)-3,
sir <a,onaJ(r)=J(a) =0. Ce qui prouve bien la continuité de J et
termine la démonstration de la seconde étape. O

Conclusion.

Le théoréme 1 est probablement vrai sous I’hypothése naturelle
0 < s < inf(1,n/p) . Cependant, pour s > 1/p , les fonctions caractéristi-
ques de pavés n’appartiennent plus & By ; et notre démonstration ne s’étend
pas de fagon immédiate & des fonctions caractéristiques lissées.
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