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SOLUTIONS POSITIVES ET MESURE HARMONIQUE
POUR DES OPERATEURS PARABOLIQUES

DANS DES OUVERTS ^LIPSCHITZIENS"

par Yanick HEURTEAUX

INTRODUCTION

Le but initial de ce travail est d'étendre à une classe d'opérateurs
paraboliques le théorème de J.T. Kemper ([22]) sur la frontière de Martin
(relativement à l'opérateur de la chaleur) de domaines "lipschitziens".
La démarche de ce dernier utilise de façon essentielle l'invariance par
translations de l'opérateur de la chaleur. E.B. Fabes, N. Garofalo et S.
Salsa ([12]) ont déjà travaillé dans cette direction. Ils ont obtenu un résultat
positif pour une classe d'opérateurs paraboliques sur R^1 s'écrivant sous
forme divergence et à coefficients mesurables. Cependant, ils ne peuvent
conclure que lorsque les coefficients de l'opérateur sont indépendants du
temps et lorsque le domaine est un cylindre î^x]T\ S[ de R^1. L'idée de la
méthode développée ici est de décrire divers principes de Harnack au bord
pour les solutions positives des opérateurs considérés. A. Ancona ([1],[2]
et [3]) a montré dans le cadre elliptique combien cet outil était utile.
Nous parviendrons à décrire ces principes pour une classe d'opérateurs
s'écrivant sous forme divergence et à coefficients lipschitziens relativement
à une métrique adaptée.

Niots-clés : Opérateur parabolique - Principe de Harnack-Moser - Mesure harmonique
- Fonction de Green - Principe clé Harnack au bord Minimale - Frontière de Martin.
C/assjTîcat/on A.M.S. :. 35K10 - 31B25 - 31C05 - 31B10 - 31C35.
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Dans un premier temps, nous établissons un "principe de Harnack
faible au bord". Ce principe permet de comparer le comportement relatif
de deux solutions positives s'annulant sur une partie lipschitzienne du bord.
Le résultat est à rapprocher du théorème 1.6 de [12]. Cependant, dans notre
situation, la fonction décrivant localement le bord de l'ouvert considéré peut
dépendre du temps. Nous dénommons ce principe "principe de Harnack
faible au bord" car, contrairement aux résultats démontrés par Ancona
([!]), il fait intervenir deux points de référence.

Nous cherchons alors à établir un deuxième principe appelé "principe
de Harnack fort au bord" ne faisant plus intervenir qu'un seul point de
référence (partie 3). Nous rencontrons de réelles difficulés pour y parvenir,
l'origine de ces difficultés provenant essentiellement du caractère "orienté"
des inégalités de Harnack. Nous sommes amenés à développer (partie 2)
une inégalité de Harnack non naturelle pour certaines solutions positives
particulières. On retrouve une démarche similaire dans [12].

Nous pouvons alors enfin généraliser les résultats de Kemper. C'est
l'objet des parties 4, 5, 6. Nous décrivons tout d'abord la frontière de Martin
des ouverts considérés. Nous en déduisons un théorème de représentation
intégrale des solutions positives de certains ouverts. Enfin nous donnons
une interprétation géométrique du théorème de Fatou abstrait ([28]). Nous
démontrons l'existence de limites "non tangentielles" en presque tout point
d'une partie lipschitzienne de la frontière (le presque partout étant relatif
à la mesure harmonique).

Au cours d'une dernière partie, nous exploitons les outils développés
(en particulier ceux de la partie 2) pour donner des estimations de la
mesure harmonique. Nous précisons ainsi des travaux de R. Kaufman et
J.M. Wu ([21] et [30]). Fixant un ouvert 0, nous établissons l'équivalence
entre la mesure harmonique, la mesure harmonique adjointe et la mesure
de surface sur des portions du bord délimitées par le graphe d'une fonction
lipschitzienne par rapport aux variables d'espace et de classe C'6"1"1/2 (c > 0)
par rapport à la variable temporelle. Sous ces hypothèses, les résultats de la
partie 2 nous permettent de montrer que la fonction de Green et la fonction
de Green adjointe ont le même comportement au bord de notre ouvert.
Nous obtenons ainsi l'équivalence entre la mesure harmonique et la mesure
harmonique adjointe et contrôlons la norme infinie de la densité de l'une
par rapport à l'autre. Ensuite, pour démontrer l'équivalence entre la mesure
harmonique et la mesure de surface, nous approchons le graphe par des
graphes plus réguliers sur lesquels on sait établir le résultat. Rappelons que
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Robert Kaufman et Jang Mei Wu avaient démontré que ces trois mesures
peuvent être deux à deux étrangères si on fait e = 0.

0. PRELIMINAIRES

Dans tout ce travail, on fixe un entier n > 1 et on introduit sur
l'espace R"4'1 la distance suivante qu'on appelle distance parabolique :

V(^) , (y, s) € R^1 == IT x R d((x^ (y, s)) =|| x - y || V 1 1 - s |1/2 ,

où H I I désigne la norme euclidienne sur R^

Les n premières coordonnées d'un point (x,t) de R714'1 sont appelées
les coordonnées d'espace et la dernière coordonnée de (x^t) est appelée la
coordonnée temporelle. La distance parabolique est adaptée aux problèmes
que nous allons rencontrer et, sauf précision contraire, c'est toujours à cette
distance qu'on se référera.

Si /x est un réel strictement supérieur à 1, on note A(/z) la classe des
opérateurs paraboliques sur R"4'1 s'écrivant :

L=^-div(AV.)

où A = (A.ij (rc, t))ij est une matrice nxn symétrique vérifiant les propriétés
suivantes :

1) A est uniformément elliptique, c'est à dire :

V^6R" ^ II a^< A$ | $ >^ fz II ^|12 .

2) Les fonctions A^- sont lipschitziennes relativement à la distance
parabolique et vérifient :

V^.^eR^1 \Aij{x^-Aij{y,s)\<^d{(x,t),(y,s)).

Si Q est un ouvert de R71'1"1 , on note HÇÇt) l'ensemble des fonctions /
continues sur 0 qui vérifient au sens faible Lf = 0 . Une telle fonction est
appelée une Z/-solution dans tî. D'après des travaux de Moser ([25]), toute
solution faible de l'équation dans fî possède un représentant dans H(Q).

Une L-sursolution (ou fonction L-surharmonique) dans f2 est une
fonction / localement integrable semi-continue intérieurement dans fi
vérifiant :
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i) Lf >: 0 au sens faible

ii) VP ç n , /(P) = lim inf ess/(Q = lim inf ess/(0 .

Une fonction / sur fî est appelée une L-sous solution si —/ est une
L-sursolution. Ainsi, toute fonction / qui est à la fois une L-sursolution et
une L-sous solution dans fî est une L-solution dans Q.

Nous allons maintenant énoncer les deux résultats fondamentaux qui
sont à la base de ce travail.

O.a. Principe de Harnack-Moser ([25]) .

THÉORÈME 0.1([ 25]). — Soient /i > 1, et L un opérateur de la
classe A(/x). Soient P un point de FT4-1, a, a', /?, /?i, ^2, 03 et r des réels
vérifiant :

0 < a' < a , r > 0 et 0 < ̂  < ̂  < ^3 < /3 .

On note Cl l'ouvert Q = P + {(x,t) € R^1 ; || x \\< ar et 0 < t < /3r2} .
On considère les parties de fï suivantes :

fl- = p+ {(^) 6 R7^1 ; I I x ||< a'r et ^r2 < t < /3^r2}
et ^+ = P + {(x,t) ç R^1 ; I I x ||< a'r et ^r'2 < t < /3r2}.

Alors, il existe une constante c = c(a',Q',/3i,/Î2,/Î3,/3) strictement positive
telle que pour toute L-solution positive dans fî on ait :

Max u(x. t) < c Min u(x, t) .
(x,t)çfl- (x,t)€Q+

O.b. Estimations de la solution fondamentale ([5] & [10]) .

On connait l'existence d'une solution fondamentale F pour l'opérateur
L. Elle est caractérisée par le fait que pour tout point P de R'1"1"1, rp(-)
est l'unique L-sursolution définie sur IR^"1"1 tendant vers zéro à l'infini et
vérifiant au sens faible LYp = 6p où 6p est la mesure de Dirac au point P.
Par le principe du minimum, r?(M) est nécessairement nulle en tout point
M dont la coordonnée temporelle est inférieure à celle de P. Elle vérifie les
estimations suivantes (voir [5] et [10] ) :
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THÉORÈME 0.2. — Soient u, > 1 et L un opérateur de la classe
A(/^). Notons F la solution fondamentale pour l'opérateur L . Il existe une
constante c strictement positive ne dépendant que de n et de u, telle que
pour tous points (x,t) et (y, s) dans R714-1 vérifiant t > s on ait :
exp(-c y x - y ||2 / ( t ^ s)) çexp(- || x - y ||2 /c(t - s))

c(t-s)^ < i ( ^ ) (^ )^—————— ( t - s ) ^—————'

Soient f2 un ouvert quelconque de R714'1 et P un point de îî. On
appellera fonction de Green de pôle P dans !î la fonction Gp dans ̂  définie
par :

Gp(M) = r?(M) - / rp(o^M(0 ,
Jofl

où p,M désigne la L-mesure harmonique dans n au point P. Gp est donc une
L-sursolution dans Q qui vérifie au sens faible LGp = 6p et qui converge
vers zéro en tout point de régularité de Qpfl : c'est un L-potentiel de Q.
(Rappelons qu'on appelle frontière parabolique de ïï et qu'on note Qp^î
l'ensemble des points de <90 adhérents à une courbe 7 : [0,1[—> Cl le long
de laquelle la coordonnée temporelle décroit strictement : c'est la zone utile
de la frontière).

On peut alors localiser les estimations de la solution fondamentale de
la façon suivante :

COROLLAIRE 0.3. — Soient u, > 1 et L un opérateur de la classe
A(/z) . Soient Q un point de R^1 et R un réel strictement positif. On note
Q Rouvert :

n = Q + {(^) e R^1 ; I I x \\< R et \t \< R2} .
Notons Gp la fonction de Green de pôle P dans Pouvert 0 . Il existe une
constante c = ç(n,u) strictement positive telle que pour tout pôle P dans
l'ensemble Q + {(x,t) ç R^1 ; || x ||< R/2 et - R2 /2 ^ t< 0} et pour
tout point M dans l'ensemble Q + {(x, t) ç R^1 ; || x \\<, R/2 et ^2/4 <
t < K2/2} on ait :

Gp(M) > ̂  .

Démonstration. — Grâce au théorème 0.2, il existe une constante
c == c(n,fi} strictement positive telle que :

VM e Sfl r?(M) < c|Rn .

Ainsi, on a l'estimation H^(M) = f^Fp^dfiM^) ^ c|Rn partout.
Fixons alors deux points M = (x,t) et P = (y, s) quelconques dans
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l'ensemble f2 et tels que t > s. Il existe un constante c strictement positive
ne dépendant pas des points M et P telle que :

GAM) = Ip(M) - <(M) ̂  ̂ -^y-^ - c/R- .

Considérons alors dans un premier temps P = Q + (0,^/8) et M =
P -h (0,6R2) où ^ est un réel vérifiant 0 < 6 < 1/8. Si 6 est choisi
suffisamment petit, on obtient l'inégalité :

^P(M)^.

Quitte à modifier la constante c, cette inégalité s'étend alors grâce au
principe de Harnack-Moser à tout point M de l'ensemble :

Q + {(x,t) € R^1 ; I I x ||̂  R/2 et - R2 / 2 < t < 0} .
Elle s'étend aussi à tout point M de l'ensemble :

Q + {(x,t) € R714-1 ; I I a; ||$ A/2 et R2/^ $ ^ $ R2^} ,
car à M fixé, la fonction G.(M) est une £*-solution et vérifie donc un
principe de Harnack-Moser orienté dans l'autre sens (L* est l'opérateur
adjoint de L).

1. UN PRINCIPE DE HARNACK FAIBLE AU BORD

Au cours de cette première partie, on cherche à donner des estimations
locales des L-solutions positives tendant vers zéro sur une partie lipschit-
zienne du bord d'un ouvert. On retrouve ainsi des estimations décrites par

r\

J.T. Kemper ([22]) dans le cadre de l'opérateur de la chaleur C = ^- — Aa.
Le résultat obtenu est aussi à rapprocher d'une estimation de L. Carleson
([6]) écrite pour l'opérateur A. Citons aussi R.A. Hunt et R.L. Whee-
den ( [19] et [20]) qui ont décrit des inégalités similaires pour les fonctions
harmoniques usuelles ainsi que J.C. Taylor qui a étendu ces inégalités aux
solutions d'opérateurs elliptiques (voir aussi ([!])). On précise ensuite le
comportement relatif de deux L-solutions positives nulles sur une partie
lipschitzienne du bord d'un ouvert. Ce résultat ressemble au principe de
Harnack au bord démontré par A. Ancona pour des opérateurs elliptiques
([1] théorème 5.1). Cependant, le principe que l'on démontrera fera interve-
nir deux points de référence. Une version parabolique de ce type d'inégalités
a déjà été démontrée par Fabes, Garofalo et Salsa ([11] et [12]) .
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l.a. Domaine lipschitzien canonique.
Point frontière lipschitzien d'un ouvert.

On utilisera les ensembles géométriques suivants :
• Cylindre 2ç(r,/i) :
Un point de R""1"1 est noté selon les besoins (a:, t) ou (a?', Xn, t) (xn désignant
la n-ième coordonnée d'espace du point (x, t)). On note îç(r, h) le cylindre
suivant :

TQ^h)=Q+{(xt,Xn,t)çRn^ ; | | r r ' | |<r , 1 1 1 < r2 , | Xn \< h} ,
où Q est un point de R714"1, r et h sont deux réels strictement positifs et
I I I I désigne la norme euclidienne de W1"1.

• Domaine lipschitzien canonique :
Fixons Q = (Y, S) = (V, Yn, S) 6 R71-^1 et ro € R^ .
Soit / une fonction numérique définie sur :

Bar^T^K^eR71; ll^-y'l^ro, |<-5|^ro}
et vérifiant la condition de Lipschitz :

V(a/, t), ( y ' , s) 6 B((Y', S), ro) | f(œ', t) - f (y ' , s) \^ Kd((x', t), ( y ' , s))
où K est une constante strictement positive. Notons qu'ici la distance
utilisée est la distance parabolique décrite dans la partie préliminaire
et que la fonction / est en fait une fonction lipschitzienne par rapport
aux coordonnées d'espace et 1/2-hôldérienne par rapport à la coordonnée
temporelle.

Le domaine uJf = {(x,t) ç. rç(ro,/i) ; Xn > f(x^t)} est appelé domaine
lipschitzien canonique adapté au cylindre Tç(ro,/i) dès que les conditions
Yn = f(Y', S) et h > 5Kro sont vérifiées.
Si P est un point frontière de uJf situé sur le graphe de / remarquons que
l'ensemble P+K^^eR714'1 ; Xn < -K^x'^ \ 111/2} est une sorte de cône
parabolique extérieur à l'ensemble ujj. De même, on peut trouver t > 0 tel
que le tronc de cône parabolique P-{-{(x,t)€Rn^l',K\\x'\\\/ 11117^ Xn < C}
soit intérieur à ujj .
• Un domaine Q est dit lipschitzien en Q € 9fî si à une isométrie près des
coordonnées d'espace et pour un certain couple (ro, ho) de réels strictement
positifs Q H rç(ro,/io) ^t un domaine lipschitzien canonique adapté au
cylindre rç(ro,Ao).
Ainsi, au voisinage de Q , la frontière de îî est le graphe d'une fonction
lipschitzienne pour la distance parabolique d .
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l.b. Une estimation "de type Carleson".

THÉORÈME 1.1. — Soient /A > 1 et L un opérateur de la classe
A(/z) . Soient Cl un ouvert de R^1 et Q un point frontière de !î tel
que Q H Tç(2ro,2Aro) soit un domaine lipschitzien canonique adapté à
rç(2ro,2Aro). Il existe une constante c = c(n,A,/A) > 0 telle que pour
toute L-solution positive u dans fl, tendant vers 0 en tout point de
<9Qnrç(2ro,2Aro) , on ait :

VM e n n rç(ro, Aro) u(M) < cu(P^)
oùP^=Ç+(0,Aro,2ro).

Remarque. — Le point P^y peut être remplacé dans cette estimation
par le point Q + (0, Aro, (1 + a)r^) où 0 < a <, 1 la constante c dépendant
alors aussi du réel a. Cependant, la constante a ne peut pas être prise égale
à zéro en raison du caractère orienté des inégalités de Harnack : on exhibe
des contre-exemples simples dans le cas d'un demi-espace {xn > 0} .

Une estimation similaire avait été démontrée dans un cadre elliptique
par L. Carleson ([6]) puis reprise ensuite à de nombreuses occasions ([19],
[20], [l], [22] et [12])

COROLLAIRE 1.2. — Soient /A > 1 , L un opérateur de la classe
A(/^) et fï un ouvert borné de R7^1. On suppose que fl. est lipschîtzien en
Q ç. Qfl, et que fl. H îç(2ro,2Aro) est un domaine lipschitzien canonique
adapté à rç(2ro,2Aro). Il existe c = c(n,A,^) > 0 telle que pour toute
L-solution positive u dans H - Tç(ro/2,Aro/2) tendant vers zéro en tout
point de Qpfl - Tç(ro/2, Aro/2) on ait :

VMçQ-rç(ro .Aro) u(M) <cu(Mr,)oùM^ = Q 4- (0,Aro,ro) .

Remarque. — La démonstration du Théorème 1.1 et du Corollaire
1.2 ne font intervenir que des estimations de la fonction de Green. Ils sont
donc encore valables lorsque les coefficients de l'opérateur L sont seulement
supposés mesurables.

Montrons tout d'abord que le théorème 1.1 et le corollaire 1.2 sont
équivalents :
En appliquant le théorème 1.1 dans les boîtes îp(ro/10,A7o/10) H fï où P
parcourt <9nn<9rç(2ro/3,2Aro/3) et en utilisant les inégalités de Harnack-
Moser, on trouve l'existence d'une constante c > 0 telle que :

VM e îî H ôTç(2ro/3,2Aro/3) u(M) ̂  cu(M^) .
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L'inégalité s'étend alors à 0 - Tç(2ro/3,2Aro/3) grâce au principe du
maximum.

Réciproquement, supposons le corollaire 1.2 vrai. Notons G^G) la- fonction
de Green dans l'ouvert f2 (A désignant le pôle) et appelons E l'ensemble
Qnrç(4ro/3,4Aro/3). Notons que le point P ,̂ a une coordonnée temporelle
supérieure à celle des points de E. En appliquant le corollaire 1.2 dans les
boites 0 H ïp(ro/10, Aro/10) où P ç <9îî H <9E , on obtient alors grâce aux
inégalités de Harnack :

VM e îî H Tç(ro, Aro) GA(M) ^ cGA(Pro) ,
pour tout point A ç îîn<9E proche du bord de Q. Pour les autres points A
de ÎÎHôE , (?A(AO est estimé par r^71 et C?A(.Pro) est minoré par cr^ (voir
préliminaires). Finalement, quitte à modifier la constante c , on obtient :

VM € ^ H rç(ro, Aro) VA e Q H <9E , GA(M) ̂  cG^Pro) .
L'estimation du théorème 1.1 s'obtient alors en intégrant l'inégalité précé-
dente par rapport à une mesure portée par OnôE. En effet, considérons une
fonction u vérifiant les hypothèses du dit théorème, et notons R^ la réduite
de u sur l'ensemble E . Par définition, R^ désigne la borne inférieure des
fonctions L-surharmoniques dans f2 qui dominent u sur E. La fonction u
convergeant vers zéro en tout point de 90, H Tç(2ro,2Aro), on remarque
que u est un L-potentiel dans fî , porté par Q H <9E et coïncidant avec u
dans l'ensemble H H ïç(ro, Aro) .
Finalement, grâce à ce qui précède, il ne nous reste plus qu'à démontrer le
corollaire 1.2 lorsque u est de plus une fonction de Green dont le pôle est
situé dans l'ensemble îç(ro/2,Aro/2) .
Une dernière réduction s'impose : on se restreint à ne traiter que le cas
d'un pôle Ap = Q + (0,A/?,0) avec p €]0,1/2] (pour se ramener à ce
cas, on constate une nouvelle fois que lorsque le pôle est situé loin du
bord, l'estimation recherchée découle directement des homogénéités de la
fonction de Green). En utilisant les estimations de la fonction de Green
et les inégalités de Harnack, on obtient dans un premier temps l'existence
d'une meilleure constante Cyn > 0 telle que :
(1)
Vpep-^4-1)^-771] VMçnnâTç(ro,Aro) GA,(M) $ C^GA,(M,J .

Pour montrer que la suite Cm est bornée, on utilise un principe de barrière
uniforme décrit par le lemme suivant :

LEMME 1.3. — Notons encore L un opérateur de la classe A(/^) et
0 un domaine conique :
0 = P-H(̂ ) e R714-1; II x' \\< r,| 1 1 < r^-AdI x' \\ V 1 1 \112)<Xn < Ar}.
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Notons h la L mesure harmonique de ôTp(r,Xr) dams 0 et (Y^YnyS) le
point P. Il existe une fonction <I> : [0,1] —> R+ continue croissante nulle
en zéro mais ne dépendant ni de L ni de r ni de P , telle que pour tout
point M = (x^Xnyt) de Fensemble 0 on ait :

(II v' V II 1 f < ? 1 1 / 2 1 T V \\
h(M)<^ } ï x "Y l l y l ^ 0 ' 7 yl^-^nh

r r \r )

Ce lemme nous apprend donc que h(M) tend vers zéro lorsque M tend
vers P et nous offre un contrôle de la vitesse de convergence indépendant
de L et P. En particulier, la fonction h constitue une L-barrière locale au
voisinage du point frontière lipschitzien P. Le point P est donc L-régulier
(au sens de Perron-Wiener-Brelot).

Démonstration.— Grâce à l'invariance par translation de la classe
d'opérateurs A(^), on peut supposer que P est l'origine de R71"1'1. Notons
alors G la L-fonction de Green du domaine îo(r,Ar) et notons Q le point

—7Ar —r2

Q = (0, —,—, ——). On peut trouver une constante ei = ei(n, Xyp,) €]0,1[8 2 ,
telle que GQ(M) > -1- pour tout point M € ro(r/2,Ar/2). De plus, en
utilisant la majoration de Fç (L-fonction de Green globale au point Q) ,
on trouve une constante c\ = ci(n,A,/A) telle que :

VM € 9Tç(r/10,Àr/10) Gç(M) <, TQ(M) <, c^ .

Cette inégalité se transmet à tout point de 2ç(r, Ar) —Tç(r/10, Àr/10) par
le principe du maximum. Ainsi, l'inégalité est entre autre vérifiée dans 0^n
et —GQ constitue une sous-solution au problème de Dirichlet dans 0 avec
la donnée frontière 0 sur <9îo(r,Àr) et 1 sur 90 — <9îo(r,Àr). En d'autresy.n
termes, pour tout point M dans 0 , on a : —GQ(M) <, 1 — /i(Af).

Cl

Par suite, VM € 0 H To(r/2,\r/2), h(M) <, 1 - e où e = €L est uneci
constante de l'intervalle ]0,1[ qui ne dépend que de n , A et u.. Par une
récurrence immédiate, on a alors :

v fc^o vMeOnro^,^) A(M) ^ (i - ̂  .

Posons alors $(.r) = ^x0 où /? = ° ^€ . Pour tout point M =

II ^'11 1111/2
(a;7, a:n, ^) de 0, si k désigne le plus grand entier tel que "——" V -—'— Vr r
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n < —r on a alors :
\r - 2^ '" ' c^" '

h(M) ̂  (1- e)k = (1/2)^ ^ $ f11-^11 V m^2 V i^) .\ r r Ar /
Ce qui prouve le lemme.

Nous pouvons alors terminer la preuve de notre théorème en démon-
trant que la suite c,n est bornée. En utilisant l'estimation (1) et le principe
du maximum on a entre autre :

Vpç[2-(m+2),2(m+l)],VM€n-^ç(ro/2,Aro/2)G^(M)$c^ffA,(M^/2^
On obtient donc grâce aux inégalités de Harnack :

VM en- 3ç(ro/2,Aro/2) GA,{M) < c'c,,G (̂M,J .

Soit P un point de <9Q H <9Tç(2ro/3,2Aro/3) et soit 0 le domaine
conique :

o = p+ {(x^t) e R^; M| < ̂  ,| t \^< ̂

^X(\^Xf\^\t\^)<Xn<>^}.

Grâce au lemme 1.3, en notant h la L- mesure harmonique de
ôTp(ro/lQ, Aro/10) dans 0 , on peut trouver e assez petit (ne dépendant ni
de P ni de L) tel que h ne dépasse pas l/cf dans OïïTpÇerQ, Acro). A l'aide
du principe du maximum, rinégalité GA^(M) <^ c'CmGAp(Mr^) valable en
particulier sur QO H fî nous donne :

VM € « H Tp(ero, Aero) GA,(M) ̂  C^GA,(M,J .

Par ailleurs, grâce aux inégalités de Harnack, on a Inexistence d'une
constante c(yi,A,^,e) telle que : GA,,(M) $ C(?A,,(M^) pour tout point
M de nnârç(2ro/3,2Aro/3) ne se situant pas dans l'un des TpÇero^eXro)
décrit plus haut. En utilisant une nouvelle fois le principe du maximum à
l'extérieur de Tç(2ro/3,2Aro/3) , on conclut finalement Cm-^i < max(c, Cm)
et la suite des Cm est uniformément bornée.

l.c. Principe de Harnack faible au bord.

Nous sommes maintenant en mesure de comparer le comportement
relatif de deux L-solutions positives au voisinage d'un point frontière
lipschitzien. C'est l'objet du théorème suivant :
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THÉORÈME 1.4. — Soient p, > 1 , L un opérateur de la classe A(/^)
et TQ <, 1. Soit î} un ouvert de R714'1 et Q un point frontière de îî tel
que Cl n rç(2ro,2Aro) soit un domaine lipschitzien canonique adapté à
rç(2ro, 2Aro). Il existe une constante c = c(n, A,/z) > 0 telle que pour tout
couple (n, v) de L-solutions positives dans Sï tendant vers zéro en tout point
de Qfl H rç(2ro, 2Aro) on ait ;

VM.nnr^,^ ^<^,

où Pr, = Q + (0, Aro,2rg) et P;, = Q + (0, Aro, -2rg).

Remarque. — Ce résultat reste encore valable lorsque l'opérateur
est seulement supposé à coefficients mesurables, la démonstration ne
nécessitant que des estimations de la fonction de Green (voir aussi [11]).

Commentaires. — Ce théorème est un analogue du théorème 1.5
décrit par A. Ancona dans [1]. Fabes, Garofalo et Salsa ([12]) ont aussi
établi un principe similaire dans le cadre parabolique pour des ouverts
cylindriques en temps (voir aussi [11]). On prend pour convention dans cet
énoncé qu'il devient vide de sens si l'une des valeurs u(Pr^) ou v(P^ ) est
nulle. Notons à ce sujet que si n(P^) est nul, la fonction u est identiquement
nulle dans Q H Tç(ro,Aro). Par contre, v(P^) peut être nul sans que v
ne soit nulle dans tout l'ensemble Q H ïç(ro,Aro). Plus précisément, la
fonction v peut rester nulle jusqu'à un temps t.o puis devenir strictement
positive. Pour une telle fonction v, on ne peut espérer estimer la fonction
u à l'aide de v dans fl. H Tç(ro,Aro). Comme dans le théorème 1.1, on
peut malgré tout remplacer les points de référence P^ et P^ par les points
Ç+(0 ,Aro , ( l+a) rg) et Q+ (O.Ay-o, -(1 +a)rg),où a e ]0,1]; la constante
c dépend alors aussi de a.

Sa faiblesse provient évidemment du fait que cette comparaison fait
intervenir deux points de référence (Py.y et Py!y), et il est clair à l'aide
des remarques décrites plus haut, qu'on ne peut espérer sans hypothèses
supplémentaires sur les fonctions u et v contrecarrer ce fait. Cependant,
ce théorème constituera un outil essentiel lors de la deuxième partie de
ce travail et on s'efforcera dans la partie 3, d'établir (sous des hypothèses
différentes) un principe de Harnack au bord ne faisant plus intervenir qu'un
point de référence.

Notons cependant qu'on obtient à l'aide du théorème 1.4 le résultat
suivant : si w désigne la L-mesure harmonique dans 0 H rç(2ro,2Aro)
de ôTç(2ro,2Aro) et si u est une L-solution vérifiant les hypothèses du


