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SUR LA DENSITE DES SYSTEMES DE PFAFF
SANS SOLUTION ALGEBRIQUE

par L.G. MENDES et M. SEBASTIANI

Dans ce qui suit “surface” voudra dire “variété analytique complexe,
connexe, de dimension 2” et “surface algébrique” voudra dire “surface
algébrique projective, complexe, lisse, connexe”.

Si M est une surface, on notera II(M) Pensemble des systémes de Pfaff
analytiques (de dimension 1) sur M n’ayant que des singularités isolées.
II(M) est muni d’une topologie naturelle, voir [LN].

DEFINITION 1. — Si M est une surface algébrique et Q € II(M),
une solution algébrique de 2 est une courbe algébrique X C M telle que
X — Sing(2) est une feuille du feuilletage défini par Q@ dans M — Sing(1Q2).

DEFINITION 2. — Si M est une surface et € II(M), Q est rigide
si Q est un point isolé de II(M) (c’est-a-dire, tout T' € II(M) assez proche
de Q) est identique & Q).

Rappelons la suivante :

DEFINITION 3. — Une surface algébrique M est géométriquement
réglée si il existe une courbe projective lisse C et un morphisme lisse
p: M — C dont les fibres sont isomorphes a Ila droite projective P;.

L’objet de cet article est de prouver le :

Mots-clés : Feuilletage analytique — Surface rationnelle.
Classification A.M.S. : 58F18.
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THEOREME. — Soit M une surface algébrique qui domine une sur-
face géométriquement réglée. Alors il existe un 2 € II(M) qui est rigide et
qui posséde des solutions algébriques.

COROLLAIRE. — Soit M une surface algébrique rationnelle non
isomorphe & Py. Alors il existe un 2 € II(M) qui est rigide et qui posséde
des solutions algébriques.

En particulier, I'ensemble des Q € II(M) sans solution algébrique
n’est pas dense dans II(M).

Preuve du corollaire. — Si M est rationnelle et non isomorphe a P,
alors M domine une surface géométriquement réglée et on peut appliquer le
théoréme. En effet, d’aprés [B], th. 5.10, M domine une surface F, ([B] 4.1)
avec n # 1 ou bien M domine P;. Mais, dans ce dernier cas, M domine F;
([B] prop. 4.1) puisque M n’est pas isomorphe & Ps. 0

Par contre, aucun 2 € II(P;) n’est rigide (voir [J]).

Ce travail a été motivé par la lecture de l'article [LN] (ou l'on
trouve des exemples de surfaces dans lesquelles I’ensemble des systémes
de Pfaff sans solution algébrique n’est pas dense) et par des entretiens
avec C. Camacho qui nous ont suggéré d’utiliser la classe de Chern. Des
entretiens avec E. Ghys nous ont amenés & améliorer une premiere version
de cet article.

1. Préliminaires.

Dans ce paragraphe 1, M dénotera une surface et S une surface de
Riemann compacte plongée dans M.

DEFINITION 4. — Soit Q € II(M). On dit que S est une solution
persistante de 2 si

a) § C M — Sing(Q)

b) S est une feuille de Q|(M — Sing(R2))

¢) il existe un voisinage W de Q dans II(M) tel que siT" € W alors S
est feuille de I'|(M — Sing(T")).

Notons T'(M) (Resp.T(S)) le fibré tangent de M (Resp. S).
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LEMME 1. — Supposons que :
i) S est isomorphe 4 Py et
ii) T(M)|S se décompose analytiquement :
TM)|S=T(S)® N

ou N est un fibré vectoriel holomorphe de dimension 1 de base S.

Soit Q € II(M) tel que S C M — Sing(92) et S est une feuille de
Q|(M — Sing(Q2)).

Alors S est solution persistante de Q|U pour tout voisinage ouvert U
de S dans M.

Exemple 1. — Soit K une surface de Riemann compacte non-
isomorphe & IP;. Alors, il existe w # 0 1-forme holomorphe sur K. Soit D
un disque de centre 0 € C. Soient M = K x D, S=K x{0},p1: M - K
et po : M — D les projections, 2 € II(M) défini par p5(dz) =0 ou z est la
coordonnée dans D. Q n’a pas de point singulier et ses feuilles sont K x {z},
z € D. Soit Q) € II(M) défini par

p5(dz) + Apj(w) =0 avec AeC, A#0.

(Cette équation définit bien un systeme de Pfaff & singularités isolées
puisque p3(dz) + Ap;(w) n’est pas la forme nulle.)

Alors, S C M — Sing(€2y) n’est pas feuille de Q2 et Q) — Q quand
A — 0. Ainsi S n’est pas persistante pour 2.

Par contre, d’apres le lemme 1, S est persistante si K est isomorphe
aP.

Exemple 2. — Si L est une droite dans P, alors la condition ii) du
lemme 1 est satisfaite, puisque L est transverse aux droites passant par un
point @ ¢ L. Si on éclate dans P, un point P € L, la transformée stricte L
de L conserve cette propriété (on reléve les droites passant par Q différentes
de la droite PQ et on compléte par la droite exceptionnelle).

Soit © € II(IP;) tel que L est une solution algébrique de 2, 2 n’a
qu’un point singulier P sur L et ce pomt est dicritique (au sens que si on
éclate P dans Py, le transformé stnct Q de Q n’a aucun point smguher sur
la droite exceptionnelle). Alors L est une solution persistante de Q d’apres
le lemme 1.

Le lemme 1 est conséquence immédiate du suivant.
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LEMME 2. — Dans les hypothéses du lemme 1, soit U O S un ouvert
et soit A € II(U) tel que S C U — Sing(A) et A, # N, pour tout z € S (ot
x — A; est le champ de droites définit par A dans U — Sing(A)). Alors S
est solution algébrique de A.

La démonstration du lemme 2 s’appuie sur le
LEMME 3. — Dans les hypothéses du lemme 1, soit PT(M) le fibré
en droites projectives associé a T(M). Soit E = PT(M)|S — {N;z € S}.

Alors E est un fibré analytique & fibre type C sur S, analytiquement
isomorphe & N ® T(S)*.

Preuve du lemme 3. — Soient uy € N, ¢ € T,(S)*, z € S.
L’isomorphisme est défini par

p® @ — {pwp+v; veT,(S)}e€E,.

O

Preuve du lemme 2. — La correspondance x — A, définit une
section analytique de E. Pour prouver que S est encore feuille de A|JU —
Sing(A) il suffit de prouver que cette section est identique & la section
x — Ty(S).

Supposons que ces sections ne soient pas identiques. Alors, d’apres
le lemme 3, N ® T'(S)* admettrait une section analytique différente de la
section nulle. Donc, 'indice de auto-intersection de la section nulle serait
> 0. Alors,

{a(NT(5)),[18) 20
ol [9] est la classe fondamentale de S et c; est la premiere classe de Chern.

D’autre part, comme S est isomorphe & Py, on a :

(el (N@T(8)),[S]) = (cr(N), [S]) — (er(5), [S]) = (ea(NV), [S]) — 2.

Mais, d’apres la formule de Camacho-Sad [C-S],
{c1(N),[S]) =0

et on arrive & une contradiction. 0
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2. Preuve du Théoréme.

Soit N une surface géométriquement réglée telle qu’il existe un
morphisme birrationnel f : M — N. Alors, il existe un ensemble fini F C N
tel que f: U — V est un isomorphisme, ou V=N — F et U = f~1(V).

Soit p : N — C un morphisme lisse, ou C est une courbe projective
lisse, dont les fibres sont isomorphismes & P;. Alors, p est une fibration
analytiquement localement triviale ([B], th. 3.4).

Soit Q € II(N) dont les feuilles sont les fibres de p.

Soit A C C un ouvert connexe non-vide tel que W = p~1(4) Cc V
et que ppw : W — A soit analytiquement trivial. Au moyen d’une
trivialisation on obtient un champ analytique de droites tangentes x — N,
sur W transverse aux fibres.

Soit B C C un ouvert non-vide tel que B C A. Soit W/ = p~1(B).
Comme W' C W est compact, pour tout A € II(W) assez proche de QW
on aura :

a) A n’a pas de point singulier dans W’ et
b) Ay # N, pour tout z € W’.

D’apres le lemme 2 appliqué & p~*(y) pour chaque y € B, on a que
p~1(y) est aussi feuille de A. Alors QW' = A|W’. Donc Q = A. Ceci montre
que Q|W est rigide. Donc, f*(Q)|f~*(W) est rigide, puisque f : U — V est
un isomorphisme et W C V. Donc, f*(f2) est rigide. En plus, f~1(p~1(y))
est une feuille de f*(Q) pour chaque y € A. Donc, f*(2) possede des
solutions algébriques. a
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