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UN PROCEDE D’ELIMINATION EFFECTIVE
ET QUELQUES APPLICATIONS

par Felice RONGA

Soient F1(X,Y),...,Fix(X,Y) € C[Xy,...,Xn,Y] des polynomes et
posons

Zy ={yeC|3zr1,...,2, €C, Fi(z1,...,Z0n,y) =0,i=1,...,k}.

Le résultat principal de ce travail est une estimation explicite en termes
des coefficients des F; des éléments de Zy, dans le cas ou Zy est un
ensemble fini de points (voir §1, théoréme I). Cette estimation est basée
sur le Nullstellensatz effectif, tel qu’il est démontré dans [5] ou [1].

Comme premiére application, on donne des bornes explicites des
valeurs critiques non nulles d’un polynome P(X), d’ou I'on peut déduire
par exemple une valeur explicite g € R telle que 0 € C ne soit pas valeur
critique de P(X) — ¢, Ve tel que 0 < |e| < g¢ (voir corollaire 1.3).

Au §2 on donne une méthode pour résoudre explicitement des inéqua-
tions polynomiales strictes. Soit P(X) € R[Xj,...,X,] un polyndéme
a coefficients réels de degré d, R un entier positif et soit Q5(P) =
{z e R*|P(z) > 0,||z|| < R}, ot sur R” l'on prend la norme |z| =
sup {|zi|, i = 1...n}. On montrera que tout = € Qf;(P) est dans la méme
composante qu’une solution qui appartient aux sommets du maillage ob-
tenu en partageant les co6tés du cube {z | ||z|| < R} en T parties, ou T
est un entier qui dépend des coefficients de P et qui sera donné explicite-
ment (voir le corollaire 2.3 du théoréme II). Le théoréme III montre que
toute solution dans R™ de l'inéquation P(z) > 0 est dans la méme com-
posante connexe de QF(P) = {z|P(z) > 0} qu’une solution se trouvant

Mots-clés : Estimation explicite — Valeurs critiques.
Classification math. : 14Q20 — 68Q40.
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dans Q}(P), ou R est donné explicitement & partir des coefficients de P.
Enfin, le théoréme IV montre que si a et b € Q+(P) sont sur le sommet
d’un maillage de R™, ils sont dans la méme composante connexe de Q% (P)
si et seulement si ont peut les joindre par des arétes appartenant & un
raffinement explicite du maillage, dans un cube explicite.

Au §3 nous construisons a partir de ’estimation explicite des valeurs
critiques un algorithme qui permet d’isoler et approcher de fagon certaine
les racines réelles (multiples ou non) d’un polyndme 4 coefficients réels 4 une
variable P(t) € R[t]. Nous obtenons en particulier une borne inférieure de la
distance minimale entre racines distinctes de P, en termes des coefficients
et du degré de P, valable méme si P a des racines multiples.

Les résultats de ce travail reprennent en partie ceux de [6], ou le cas
des polynoémes & coefficients entiers était considéré : I’estimation donnée
dans I'énoncé principal (proposition 1.1) de [6] n’est pas correcte, et tous
les énoncés qui le suivent doivent étre modifiés en conséquence.

L’ingrédient qui permet de travailler avec des polynémes & coeffi-
cients complexes est la donnée d’une procédure permettant, & partir d’un
ensemble fini A C C de nombres complexes et d’un entier naturel m de
fournir une borne inférieure A\(A4,m) > 0 des valeurs absolues des nombres
non ngils obtenus & partir de A en itérant m fois I’opération qui consiste a
ajouter 4 A I’ensemble des nombres obtenus par addition, soustraction et
multiplication des éléments de A.

On trouve dans [2] et [3] des résultats dans la méme direction et
souvent plus ambitieux que ceux de ce travail. Cependant, nos résultats sont
tout & fait explicites et peuvent en principe étre utilisés directement pour
faire des calculs, bien que les nombres avec lesquels on est amené a travailler
peuvent devenir excessivement grand lorsque le degré des polynémes et le
nombre de variables augmente.

Dans (4], on utilise le résultant de 2 polynémes & une variable pour
obtenir toutes sortes d’estimations sur les racines, méme multiples, d’un
polynome.

1. Elimination effective.

Le lemme suivant est bien connu (voir A.L. Cauchy, (Euvres Compleétes,
Série II, tome IX, De Bure Fréres, Paris, (1829), page 122) :
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d .
1.1. LEMME. — Soit P(Y) = Y a;Y?, a; € C un polynéme non
=0
identiquement nul et posons :

m =inf{|a;|,i=0...d,a; #0}, M =sup{la;|,i=0...d}.
SiaeCesttel quea#0et Pla)=0ona:

M
<|a|<m+ .
m

m
m+ M

Preuve. — Quitte a diviser P par m on peut supposer que m = 1. Si
P(Y)=Y"-Q(Y), avec Q(0) # 0, on peut remplacer P par Q. On peut

donc supposer que ap # 0, ag #0et a; #0 =1 < |a;| < M. Si || < 1,
évidemment |a| < 1+ M et d’autre part :

d d
0=|P(a)| = |ao + Zai of| > |ao| — Z |ai| |e|*
1 1

lof
1—lef

>1-M)Y |of'=1-M
1

1
d’ou l'on tire que |a| > T Si || > 1 on applique ce qui préceéde &

1 1
QY)=Y4¢P <—}-,-) et o Si |a| = 1 les inégalités énoncées sont évidentes.
a
DeFINITION. — Soient A C C un sous-ensemble fini et m > 0 un

entier naturel. Définissons le sous-ensemble A (A, m), m > 1, par induction
surm :

A4 1)=A
AAmM)=AAm-1)U{z+a | z,a€e A(A,m—-1)}
U{z—a|z,aeA(Am-1)}U{z-a|z,a€e A(A,m—1)}.
On pose

A(A) = {g‘f{'“' lacdaz0) sAnC\0)#0

et
AMA,m) = A (A(A,m)).
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Si P(X) = Y aaX“ € C[Xy,...,X,)], on pose A(P) = {a,, a € S} et
a€S
A(P,m) = A(A(P),m). Si Pi(X),...,Pa(X) € C[X1,...,Xn], on pose :

A(Py,...,P,) = ,Ql AP) , A(Pi,...,Py,m)=AAP,...,P,),m)
APy,...,Paym)=A(A(Py,...,P,,m)).

0
Notons que si les P; sont & coefficients entiers, on a A (Py,..., P,) > 1.

Soit P(X1,...,Xn) = Y. aaX*; on pose :
a€S

H (P) =sup{laq| , @ € S}.

1.2. LEMME. — Soient P;(Y) = Y aiY" i = 1...k des po-
h=0...q
lynémes de degré au plus q en une variable Y & coefficients dans C et

supposons que |a}| < H ,Vi,h, avec H > 1. Alorson a :
(1) HP(Y)+---+ P (Y)) <kH
2) HP(Y):...- P (Y)) < (g+ 1)*'H*
(3) A(PL+---+P)C A(Py,..., Py, k)
(4) A(Py-...-P)CA(Py,..., P,k + (1+g)* ).

Preuve. — Les inégalités et inclusions énoncées suivent facilement des
deux égalités suivantes :

q k
P1+---+Pk=z(za;)yh

i=0 \h=0

k
P B=d( % aead)n
h

=0 1%1=0...9,...,ip=0...q
i+ tig=h
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Nous reprenons quelques notations de [5]. Soient n, k et dy,...,dx
des entiers naturels. On pose :

N(n,dy,...,dy) =min{s | Vfi,....fe €C[X,..., Xu]
avec degréf; =d;, i =1,...,k,

les f; étant sans zéros communs dans C”,
il existe g1,...,9x € C[X1,...,Xn]

k
avec degré(f; - gi) < s et Zf,' ‘g = 1}.

i=1

On montre dans [5] quesidy > ... >dxet d; #2,i=1,...,k, alors

dy-... dg sik<n
N(n,dl,...,dk)= di-...-dg_1-d, sik>n
dy+dp—1 sik>n=1

le cas n = 1 étant élémentaire. Dans [1] on montre sans hypothése sur les d;
que si les f; € C[X4,...,X,],i=1,...,n sont sans zéros communs, alors

n
il existe g;, 1 =1,...,mn, tels que > figi =1 avec

=1
degré(g;) < n - min(k,n) - D™**™) 4 min(k,n) - D
ou D = max{dy,...,dx}, et donc dans tous les cas

N(n,dy,...,dx) <n-min(k,n) - D™**") 4 (min(k,n) +1) - D.

THEOREME 1. — Soient Fi,..., Fy € C[Xy,...,X,,Y] des polynémes
de degré respectivement di,...,dy en (Xi,...,X,) et de degré au plus q

enY. Si on écrit F;(X) = Y ai (X,Y)?, avec S; C N**!  on suppose
a€S;
queVa € S;,i=1,...,k, |af,| < H, ou H > 1. Supposons que I’ensemble

Zy={y€C|3m1,...,wn€Ct.q. F,-(:cl,...,xn,y)=O,i=1...p}

consiste en un nombre fini de points. Alorssiy € Zy et y# 0, on a :

A A+ Ni(g+ )VHN
T Ngr VAN W< )

ot N = N(n,d,,,...,d)
et A=X({a},a€ 8, i=1,...,p} ,N+ N+ (1+g" ).
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Preuve. — Soit V;, = C[X1,...,Xn]<m l'espace des polynomes de
degré < m en Xi,...,X,; on le munit de la base {Xa}lalsrn' Pour tout
y € C définissons I’application linéaire

2(y): VN-a; ® - ® VN_g, — Vn,
k
2(H)(91(X), -, 98(20) = 3 g X)F(X, ).

Cela définit une application polynomiale
®:C— Hom (VN_g, ® - ® VNn_qd,,Vn)

ou Hom(V, W) désigne ’espace des applications linéaires de V dans W. Il
résulte du Nullstellensatz et de la définition de N que

Yy € Zy < 1¢€Im(®(y)).

Soit p = sup {rang(®(y)),y € C} et ¥ = {y € C|rang(®(y)) < p}. Si
y € C\ X le rang de ®(y’') est égal & p pour y’ dans un voisinage de
y, et il existe donc un voisinage de y sur lequel Im(®) varie continiment.
Si on avait y € Zy, on aurait aussi ¥’ € Zy pour 3’ dans un voisinage de y,
ce qui est contraire & ’hypothése que Zy est un ensemble fini. On a donc :

Zy C X.

11 existe alors un mineur M(Y) d’ordre p < N de la matrice de ® qui n’est
pas identiquement nul et qui s’annule sur Zy.

Nous allons estimer les coefficients de M(Y") pour lui appliquer le
lemme 1.1 afin d’établir les inégalités énoncées. Ecrivons :

Fi(Xy,...,Xn,Y) =) b (Y)X"
a€S!

ou 8] C N™ et b, € C[Y], de degré au plus g. Soit vg (a,i)(Y) le coefficient
de ® correspondant aux éléments de la base X* € Vn_q4, et X BeVy;on

a
P (YY) sif—-a€S!
Vﬁ,(a,i)(Y) = {Oﬂ Ot( ) IB (1

sinon.
Donc M(Y') est la somme d’au plus N! termes de la forme :

+ [[ vinv

h=1,...,p
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et avec le lemme 1.2 on voit que

H(M(Y)) < NY(g+1)N"'HV
et AM(Y))CA({a,a€S8i,i=1,...,n}, N+ Nl +(1+¢)"1).

Les inégalités énoncées suivent du lemme 1.1 appliqué & M(Y). O

1.3 CoroLLAIRE. — Soit P (X) € C[Xy,...,X,] un polynéme de
degré d > 2. Soit ¢ une valeur critique de P, ¢ # 0. Alors :

A <l < A+ N12N=1(GH)N
X+ N2N-1(gH)N = 1€ )
ot N=N(n,d,d—1,...,d— 1), H = H(P)
————
n
o°P . N-1
et A=A\ Y—P(X),-ﬁﬂ:l,,...,,n ,N+N!+2 .

Preuve. — On considére le systéeme d’équations :

oP

Comme ’on sait qu’il n’y a qu’un nombre fini de valeurs critiques, on peut

appliquer le théoreme I, avec les substitutions H — dH et ¢ = 1. a
On pose
w(n,d, Hy = N2V1dH)Y ot w(P)= —>—.
A+ u(P)

2. Application aux inéquations polynomiales.

2.1. LEMME. — Soit P(X) = Z aq X* € R[Xy,...,X,], avec

lao| < H, #S < s. Soit b € R™ tel que P(b) >0,R= sup{l lo]l}, et
soitv € R™, ||lv|| =€¢R,0<e<1. Alorson a:

P(b)
e< W = P(b+'l})>0
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Preuve.
(6] (63
P _ _ a-p| < 18] pla—B| .a~p
|P(b+v) — P(b)| I;aa(ﬂ)bﬂv l_Hlaes(ﬁ)R Rle—#l ¢ (
B<a B<a

=HY Re ((1 el _ 1) < sHR® ((1 +e)— 1)

a€S
<sHR¥(1+¢)* e < sHR%2% ¢

ou 'avant-derniére inégalité est une conséquence du théoréme des accrois-
sements finis. De 14 le résultat suit immédiatement. a

2.2. ProposITiON. — Soit P (X) € R[Xq,...,X,] de degré d > 2,

P(X) = Y aa X% #S < s et soit R € N — {0}. Alors si a € Q},
a€S

Jb e QE dans la méme composante connexe de QE que a tel que
A
P(b) >
(b) 2 A+ u(n,d,sRIH)

oaA=A({1}U{*aaR" | @€ S,h=0,...,d},s+d+ N+ N!+2N"1),
N =N(n,d,d,d—1,...,d—1).

n

Preuve. — Soit k € {1,...,n} et j = {j1 <...<jx} C {1,...,n},
€ = (e1,...,€n), €n € {—1,+1}. Soit P;j le polynéme & n — k variables ob-
tenu en remplagant X}, par £, R" dans P(X). On remarque que H (P;¢) <
sRYH(P) et que les coefficients des polyndmes Y — P;.(X), P_ ap-
partiennent & A ({1} U {+aoR" | « € S,h=0,...,d},s+d). Soit. Q, la
composante connexe de a dans Q} et soit b € Q, tel que P(b) =
sup {P(z),z € Qo}. Si 3j1,...,4k € {1,...,n} tels que |bj| = R & j €
{s1,-.-,Jx} avec k < n, alors P(b) est une valeur critique d’un P;. et on ap-
plique le corollaire 1.3. Sinon P(b) € A ({*aaR" | a € S, h=0...d},s)

A
t d Po)y>A> ——. a
et donc P(b) > Py

THEOREME II. — Soit P (X)) = Z e X® € R[Xy,...,X,], lae]| < H,

pour tout a € S et #S < s. S’il exzste a € R", |la|| £ R, oii R est un entier
positif, tel que P(a) > 0, alors il existe b dans la méme composante connexe
de Q; que a tel que :

{a:eR"

loll < R, llo - bll < o} 0
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1 A
P= 4sHR21 X+ p(n,d, sReH)

avecA = A ({1}U{taoR" | €S, h=0...d},s+d+ N+ N!+2V"1),
N=N(nd,dd-1,...,d-1).

n

2.3. COROLLAIRE. — Sous les hypothéses du théoréme II, dans toute
composante connexe de QE il y a un point a de la forme a = (a4, ...,a,),

; 1
avec a; = %, ki€cZetT= [;] + 1, ot [ ] désigne la partie entiére.

Ce théoréme et son corollaire sont des conséquences immédiates de la
proposition 2.2 et du lemme 2.1.

Nous allons montrer maintenant que la recherche des solutions d’une
inéquation polynomiale dans R™ tout entier se ramene & la recherche de
solutions dans un cube de c6té R, pour un R qui sera donné explicitement.

2.4. ProposiTioN. — Soit P (X) € R[X3,...,X,] un polynéme pour
lequel 0 € C est une valeur réguliére du complexifié (i.e. : P(z) =0,z €
C™ = dP, #0). Soit

Qt (P) = {z e R*| P(z) > 0}.

Alors si
19N-1 N
R> A+ N3 (dH)
A
. oP N—1
ot A = A {l,-1}UA(P)UA X ,N+N!+3 , N = Nmn+

1,d,d—-1,...,d — 1,2), linclusion QE C Q% (P) induit une bijection sur
S S —
n
les composantes connexes.

Preuve. — Considérons le systéme de n + 2 équations :

oP ,
P(z)=0 , X, —zz;=0,i=1...n, fo —r2=0.
Si (z, z,r) est une solution, avec 7 > 0, alors la sphére centrée a l'origine
de rayon r est tangente en z & ’hypersurface P~1(0). Comme P~1(0) est
non singuliére, il n’y a qu’un nombre fini de telles sphéres. On peut donc
appliquer le théoreme I & ce systéeme d’équations, avec les substitutions
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Y—-r,H—-dH,q—>2,k—-n+2,n—->n+1,d1 —d,dg,,...,dpy1 — d,
dpt2 — 2. Il s’ensuit que si R satisfait 1'inégalité de I’énoncé, toute sphére
de rayon r > R est transverse & P~1(0). On en déduit facilement le résultat.

a

Notons que pour la proposition précédente il aurait suffit de supposer
que les singularités de P~1(0) soient isolées.

Rappelons que x(P) désigne la borne inférieure des valeurs absolues
des valeurs critiques non nulles de P donnée par le corollaire 1.3.

TuEOREME III. — Soit P (X) € R[X4,...,X,] et supposons que :

S A+ N13N-1(gq)N

R
A
v B o= L. - _ B 5
ou H = S5 H(P)+1, N = N(n+1,d,d-1,...,d—1,2), A =
AM1L-130A@UA (2L N+ N1+, avec QX) = —= -
’ 0X; )’ i ’ K(P)

P(X)— 1. Alors toute composante connexe de Q0 (P) rencontre QU (P); de
plus, si a,b € Q;(P), alors ils sont dans une méme composante de Q+(P)
si et seulement si ils sont dans une méme composante de Q},(P).

Preuve. — Nous allons passer de P a un polynéme @ dont 0 € C est
une valeur réguliere, auquel on appliquera la proposition 2.4.

Si a € QFf(P), soit n = inf{%P(a),n(P)} et posons P, (X) =

%P(X ) — 1. Alors a € Qt(P,), et 0 € C est une valeur réguliere de

P,. Remarquons que si n’ < n, alors u(n’,d, H) < p(n,d, H); il s’ensuit

que 0 € C est aussi une valeur réguliere de la partie homogéne de degré
1

maximum de P,. Pour t € [_n—)’ %], le polynéme P; (X) = tP(X) -1,
ainsi que sa partie homogene de degré maximum, admettent 0 € C comme
valeur réguliére. Puisque Q(X) = P;(X), linclusion Q1(Q) C Q*(P,)
est une équivalence d’homotopie. On a que H(Q) < JP_)H (P)+1letle
résultat suit alors de la proposition 2.4.

THEOREME IV. — Soit P(X) € R[X;,...,Xy,] et soit R satisfaisant
l'inégalité du théoréme III. Soient a, b des sommets d’un maillage de taille
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€0 du cube de demi-coté R centré en 0. Alors si a et b sont dans Q* (P),
ils sont dans la méme composante connexe si et seulement si on peut les
joindre par un chemin dans Qf(P) constitué d’arétes du maillage, pourvu
que

A
<=
0= Xy NN-1fn
o H = %-d-H(P)+2,N=N(2n+2,d,d,d— 1,...,d—1,2),Q(X) =
—_—
2n
—i—-P(X)—-letf\z)\ {£1,x2}VUA(Q)UV A 9Q N+ N!42N-1),
I‘-‘,(P) ’ 6X, ’

Preuve. — On consideére le systéeme d’équations :
Q(:E) = 0’ Q(y) = 07 zldQ$ - (.'L' - y) = 07

22dQy — (z—y) =0, e-— Z(Z‘i —-3:)?=0
i=1

ou d@), désigne le gradient de @ en z. Il y a 2n + 3 équations et autant
d’inconnues : z,y € R™ , 21,22, e € R. Si Q(z) = Q(y) =0, z # y et
la distance de x & y est extrémale, alors il existe € > 0 et 21, zo tels que
(z,y, 21, 22, €) est solution du systéme d’équations. Il suffit donc d’appliquer
le théoréme I avec les substitutions Y — ¢, k — 2n+3,n — 2n+2, H — H,
q—>1,dl,dz—'d,d3,...,d2n+2—*d—l,d2n+3—>2. O

3. Isolation et approximation des racines
d’un polynéme réel.

Dans tout ce paragraphe, on utilisera les notations suivantes :

P(t) = Y ait, a; € R, d = degré de P(t), #S < s, |a;| < H,
€S .

H>1

R € Rt un nombre tel que R>1et P(a)=0= |a| <R
A
= P) =
r=rP) = ST NN TGN
ot N=2d-2,A=X({Y - P(t), P'(t)},N + N! + 2N~1) désigne la
borne inférieure de la valeur absolue de la plus petite valeur critique
non nulle de P(t) donnée par le corollaire 1.3.
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3.1. LEMME. — Si P(to) = 0 alors

[t| < Ret |t —to| <= |P(t)| < dHsR%r.
Preuve.

|P'(t)] = < dHsR°.

Z ia,-ti

i€S

Par le théoréme des accroissements finis :
|P(t)| = |P(t) — P(to)] < sup{|P'(8)| |0 <6 < 1}-|t —to| < dHsR%r.
O

THEOREME V. — Si r > 0 satisfait I'inégalité :

K
< —_—
"> 4HsR?

alors si a, 8 sont des racines distinctes de P(t) on a :

|l =B >r.

Preuve. — On peut supposer que a < 3 et qu’il n'y a pas d’autre
racine de P(t) entre a et 8. Puisque P(a) = P(B8) = 0 il doit exister
v €]a, B tel que P'(7y) = 0, et donc P(7y) est une valeur critique (non nulle
puisqu'’il P n’a pas de racine dans |, 3[) de P(t). Si | — 8] < r, alors par
le lemme 3.1 :

|P(7)| < dHsR% < k

ce qui est impossible. a

Remarque. — Une estimation semblable peut étre déduite de [4],
corollaire du théoréme 7.

La proposition suivante va nous permettre de construire un algo-
rithme pour isoler et approcher les racines de P(t).
3.2. ProOPOSITION. — Soit n € N vérifiant :

dHsR? R "
e : — < ——s
R, ie: T < IpiRa

n>
K
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. R .
et soit {w,- = z; ,b=-n,... ,n} le partage de [—R, R] en 2n intervalles

de longeur e Alors :

i) tout intervalle [z;,;+1] contient au plus une racine.

ii) si P(z;) > 0 et P(zi+1) < 0, ou bien P(z;) < 0 et P(z;4+1) > 0,
alors [z;,z;11) contient exactement une racine.

iii) si |P(z;)| < ket
P(z;), P(zit1) >0, P'(z;) <0, P/(zi41) >0
ou bien
P(z;), P(zit1) <0, P'(z;) >0, P'(zi11) <0
lintervalle [z;,z;11] contient exactement une racine.
iv) Si a € [-R, R] est une racine de P(t), ou bien 3i tel que a = z;, ou
bien o appartient & un intervalle satisfaisant ii) ou iii).
Preuve. — i) suit du théoréme V et ii) du théoréme de Bolzano-
Weierstrass.

iii) : On se place dans le cas P(z;) > 0. La dérivée de P(t) doit
s’annuler dans ]z;,z;41[; soit & €]z;,zi41[ la plus petite racine de P’(t)
dans cet intervalle. Alors P(a) > 0 (sans quoi il y aurait une racine de
P'(t) plus petite que o dans l'intervalle) et P(a) est une valeur critique de
P(t). Puisque P’(z;) > 0, il résulte du lemme 3.1 que :

P(a) < P(z;) <k

et donc P(a) =0.

iv) Si a € [—R, R] est une racine de P(t), supposons que l’on ne soit
ni dans le cas ii) ni dans le cas ot 3i tel que a = z;. Il existe ¢ € [-n,n—1]
tel que a €]z;,z;+1] et on peut supposer sans perte de généralité que
P(z;) > 0, et donc P(z;4+1) > 0 puisqu’on n’est pas dans le cas ii). Si
T € [zi,Tit1], on a, d’apreés le lemme 3.1. :

|P(z)| < dH.sR“’—l;z <k

donc P(z) ne peut étre une valeur critique non nulle de P(t). Puisque «
est 'unique racine de P dans [z;, z;+1], il s’ensuit que a est 'unique racine
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aussi de P’(t) dans cet intervalle. Donc P(t) décroit de z; & o, puis croit
de a & z;41, et alors P'(z;) <0, P'(z;4+1) > 0. O

Le lemme suivant est une reformulation du lemme 3.1 :
3.3. LEMME. — Si

(#) |P(to)| > dHsR%r

alors P(t) # 0, Vt tel que |t —to| < 7. O

Nous dirons que la condition o(tg,r) est satisfaite si # est vraie; on
dira qu’un intervalle [a, b] satisfait o si o(a,b—a) ou o (b, b—a) est satisfaite.

Algorithme d’isolation et approximation des racines. On
commence par prendre R tel que toute racine de P(t) soit dans [—R, R]
(par exemple en utilisant le lemme 1.1).

Si o(—R,2R) ou o(R,2R) sont satisfaites, on termine : il n'y a pas
de racine. Sinon on partage [—R, R] en 2 intervalles égaux.

A la n-iéme étape on aura partagé [—R, R] en un certain nombre
d’intervalles dont les extrémités sont de la forme iR/2", i € [—2",2"].
Certains intervalles satisfont la condition o ; les autres seront de longueur
R/2™. On partage ces derniers en 2 et ’on teste avec o, jusqu’a ce que :

"> dHsR4+! .
K

2

A ce stade, on teste les intervalles restant avec la proposition 3.2 pour
voir 8’ils contiennent une (et alors une seule) racine. On peut continuer &
subdiviser et tester avec 3.2 jusqu’a obtenir une précision voulue.
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