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UN PROCÉDÉ ^ÉLIMINATION EFFECTIVE
ET QUELQUES APPLICATIONS

par Felice RONGA

Soient Fi(X, Y) , . . . , Ffc(X, Y) ç C[Xi,..., Xn, Y] des polynômes et
posons

ZY = [y € C | 3x^,..., Xn e C, F, (m, . . . , Xn, y) = 0, i = 1,..., k} .

Le résultat principal de ce travail est une estimation explicite en termes
des coefficients des Fi des éléments de Zy, dans le cas où Zy est un
ensemble fini de points (voir §1, théorème I). Cette estimation est basée
sur le Nullstellensatz effectif, tel qu'il est démontré dans [5] ou [1].

Comme première application, on donne des bornes explicites des
valeurs critiques non nulles d'un polynôme P(X), d'où l'on peut déduire
par exemple une valeur explicite £Q e R4" telle que 0 e C ne soit pas valeur
critique de P(X) - e, \fe tel que 0 < \e\ < eo (voir corollaire 1.3).

Au §2 on donne une méthode pour résoudre explicitement des inéqua-
tions polynomiales strictes. Soit P(X) e R[Xi,...,Xn] un polynôme
à coefficients réels de degré d, R un entier positif et soit ^(P) =
{^eïriPCzOX),!^!! <R}, où sur R71 l'on prend la norme \\x\\ =
sup {\Xi\, i = 1... n}. On montrera que tout x € ^(P) est dans la même
composante qu'une solution qui appartient aux sommets du maillage ob-
tenu en partageant les côtés du cube {x | [|a;|| <, R} en T parties, où T
est un entier qui dépend des coefficients de P et qui sera donné explicite-
ment (voir le corollaire 2.3 du théorème II). Le théorème III montre que
toute solution dans R71 de l'inéquation P{x) > 0 est dans la même com-
posante connexe de ÎÎ^P) = {x\P(x) > 0} qu'une solution se trouvant

Mots-clés : Estimation explicite - Valeurs critiques.
Classification math. : 14Q20 - 68Q40.
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dans 0^(P), où R est donné explicitement à partir des coefficients de P.
Enfin, le théorème IV montre que si a et b ç. ^(P) sont sur le sommet
d'un maillage de R71, ils sont dans la même composante connexe de ̂ (P)
si et seulement si ont peut les joindre par des arêtes appartenant à un
raffinement explicite du maillage, dans un cube explicite.

Au §3 nous construisons à partir de l'estimation explicite des valeurs
critiques un algorithme qui permet d'isoler et approcher de façon certaine
les racines réelles (multiples ou non) d'un polynôme à coefficients réels à une
variable P(t) G ]R[t]. Nous obtenons en particulier une borne inférieure de la
distance minimale entre racines distinctes de P, en termes des coefficients
et du degré de P, valable même si P a des racines multiples.

Les résultats de ce travail reprennent en partie ceux de [6], où le cas
des polynômes à coefficients entiers était considéré : l'estimation donnée
dans l'énoncé principal (proposition 1.1) de [6] n'est pas correcte, et tous
les énoncés qui le suivent doivent être modifiés en conséquence.

L'ingrédient qui permet de travailler avec des polynômes à coeffi-
cients complexes est la donnée d'une procédure permettant, à partir d'un
ensemble fini A C C de nombres complexes et d'un entier naturel m de
fournir une borne inférieure À(A, m) > 0 des valeurs absolues des nombres
non r^ils obtenus à partir de A en itérant m fois l'opération qui consiste à
ajouter à A l'ensemble des nombres obtenus par addition, soustraction et
multiplication des éléments de A.

On trouve dans [2] et [3] des résultats dans la même direction et
souvent plus ambitieux que ceux de ce travail. Cependant, nos résultats sont
tout à fait explicites et peuvent en principe être utilisés directement pour
faire des calculs, bien que les nombres avec lesquels on est amené à travailler
peuvent devenir excessivement grand lorsque le degré des polynômes et le
nombre de variables augmente.

Dans [4], on utilise le résultant de 2 polynômes à une variable pour
obtenir toutes sortes d'estimations sur les racines, même multiples, d'un
polynôme.

1. Elimination effective.

Le lemme suivant est bien connu (voir A.L. Cauchy, Œuvres Complètes,
Série II, tome IX, De Bure Frères, Paris, (1829), page 122) :
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d
1.1. LEMME. — Soit P(Y) = ^ aiY\ aï e C un polynôme non

i=0
identiquement nul et posons :

m = i n f { | a , | , % = 0 . . . d , a, ^ 0} , M = sup{|a^|, i = 0.. .d} .

Si a e C est tel que a^O et P(a) = 0 on a :

m , , m-j- M——— < a < ————.m+M m

Preuve. — Quitte à diviser P par m on peut supposer que m = 1. Si
P(Y) = y^ . Q(V), avec Q(0) 7^ 0, on peut remplacer P par Q. On peut
donc supposer que ao ^- 0, a^ 7^ 0 et a, 7^ 0 =^ 1 < \di\ < M. Si |a| < 1,
évidemment |a| < 1 + M et d'autre part :

d d
0=|P(a)|=|ao+^a,a^|>|ao|-^|a,||a^

i i
00 i i

> 1 - MV |a|' = 1 - M m .
z" 1-H

d'où l'on tire que |a| > -j——. Si |a| > 1 on applique ce qui précède à

Q(Y) = V^-P ( — j et -. Si |a| = 1 les inégalités énoncées sont évidentes.

D

DÉFINITION. — Soient A C C un sous-ensemble fini et m > 0 un
entier naturel. Définissons le sous-ensemble A (A, m), m > 1, par induction
sur m :

A (A, 1) = A

A (A, m) = A (A, m - 1) U {x + a [ x, a e A (A, m - 1)}
U {x - a | x , a e A (A, m - 1)} U {x ' a \ x , a e A (A, m - 1)} .

On pose

finf{|a| | a e A , a ^ O } si An (C \ {0}) ̂  0
^-fo sinon

et

A(A,m)=A(A(A,m)).
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Si P(X) = S a^X° € C[Xi,... ,Xn}, on pose A(P) = {a, . a € 5} et
ûtÇS'

A(P, m) = A (A(P), m). Si ?i(X),..., P^X) e C[Xi,..., Xn], on pose :

A(Pi....,P,0=^A(P,) , A(Pi,...,p.,m)=A(A(Pi,...,P^),m)

À(Pi,...,Pn,m)=À(A(Pi,...,P«,m)).

D

Notons que si les P» sont à coefficients entiers, on a À (Pi,..., Pn) ^ 1.

Soit P (Xi,..., Xn) = ̂  a^X0 ; on pose :
açS

H(P)=sup{\aa\ , a ç S } .

1.2. LEMME. — Soient P, (Y) = ^ a{ Y'1, i = 1... k des po-
h=0...q

lynômes de degré au plus q en une van'abJe Y à coefficients dans C et
supposons que \a{\ <: H ,Vî, h, avec H >. 1. Alors on a :

(1) H(Pi(Y)+-..+Pk(Y))^kH

(2) H (Pi (Y)..... Pfc (r)) ̂  (g + l)fc-ijffc

(3) A(Pi+...+Pfc)cA(Pi,...,Pfc,fc)

(4) A(Pl•....Pfc)cA(Pl,...,Pfc,fc+(l+g) fc-l).

Preuve. — Les inégalités et inclusions énoncées suivent facilement des
deux égalités suivantes :

Pi+.-.+p^S S4 ^ -i+.-.+^^^Oa/jr'1
î=0 \/i=0

et Pi.....P.=f;( ^ a^.-.a^)^.^i ^fc,
h=0 il=0...q,...,ik=0...q

»l+"-+tfc=/i

D
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Nous reprenons quelques notations de [5]. Soient n, k et d i , . . . , d f c
des entiers naturels. On pose :

7V(n,di,... ,dk) =mm^s | V/i,..., fj, ç C[X^... ,Xn]

avec degréfi = d^ î = 1,..., k,
les fi étant sans zéros communs dans C71,

il existe p i , . . . ,pfc € C[Xi,... ,Xn]
k

avec degré(/, • g,) < s et ̂  /, • ̂  = il.
î=l

On montre dans [5] que si di >: ... > dk et d^ ^ 2, i = 1,..., fc, alors

( di • . . . • dk si k <n
N(n, di , . . . , dk) = di • . . . • dk-i • dn si k > n

di + dk - 1 si fc > n = 1

le cas n = 1 étant élémentaire. Dans [1] on montre sans hypothèse sur les di
que si les fi ç. C[Xi,..., Xn}, i = 1,..., n sont sans zéros communs, alors

n
il existe ̂ , i = 1,..., n, tels que ^ /^ = 1 avec

i=l

degré(^) < n • min(A;, n) • p"1111 '̂71) + min(fc, n) • D

où D = max {d i , . . . , d^}, et donc dans tous les cas

N(n, di , . . . , dk) < n ' min(fc, n) • p111111 '̂71) + (min(fc, n) + 1) • D.

THÉORÈME I. — Soient Fi,..., Fk ç C[Xi,..., Xn, Y] des polynômes
de degré respectivement di , . . . , dk en (Xi,..., Xn) et de degré au plus q
en Y. Si on écrit Fi(X) == ^ a^ (X.V)0, avec Si C N7^1, on suppose

açSi

que Va e S^ i = 1,..., k, \a^ | < H, où H > 1. Supposons que l'ensemble

ZY = [y ç C 3x^,..., Xn C C t.q. F^i,..., Xn, y) = 0, i = 1... p\

consiste en un nombre fini de points. Alors si y ç Zy et y -^ 0, on a :

^____ ^^ À+^!(g+l)^
À+^(9+1)^^^ ' l i / 1 ' À

où7V=7V(n,di,,...,dfc)
etÀ=À({a^aey,^=l,... ,p},^+^!+(l+ç)7v- l).
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Preuve. — Soit Vm = C[Xi,... ,Xn}<,m l'espace des polynômes de
degré < m en Xi,. . . , Xn ; on le munit de la base {^o;}|cd<^. Pour tout
y e C définissons l'application linéaire

<^(y) : Vjv-di e • • • e VN-^ -> VN,
k

<S>(y)(9i(X),... ,pfc(X)) = ̂ gi(X)Fi(X,y).
i=l

Cela définit une application polynomiale

^ : C ̂  Hom (VN-d, ® • • • C VN-d^ VN)

où Hom(V, W) désigne l'espace des applications linéaires de V dans W. Il
résulte du Nullstellensatz et de la définition de N que

y e ZY <==^ 1 e Im(^(î/)).

Soit p = sup{rang(^(î/)), y ç C} et E = {y ç C \ rang($(î/)) < p}. Si
y ç C \ E le rang de <î>(î/) est égal à p pour yf dans un voisinage de
y, et il existe donc un voisinage de y sur lequel Im(<I>) varie continûment.
Si on avait y ç Zy, on aurait aussi y ' ç Zy pour î/ dans un voisinage de y ,
ce qui est contraire à l'hypothèse que Zy est un ensemble fini. On a donc :

Zy C S.

Il existe alors un mineur M(Y) d'ordre p <: N de la matrice de <Ï> qui n'est
pas identiquement nul et qui s'annule sur Zy.

Nous allons estimer les coefficients de M(Y) pour lui appliquer le
lemme 1.1 afin d'établir les inégalités énoncées. Ecrivons :

Wi,...,X,,V)== ̂ b^Y)Xa

açS^

où S[ C N71 et b^ e C[V], de degré au plus q. Soit ^^i)(Y) -le coefficient
de ^ correspondant aux éléments de la base X0 e Viv-d, et X^ ç VN ; on
a :

-,,^(Y)=^-^ a ^ - ' t e s i7 (0 sinon.

Donc M(V) est la somme d'au plus NI termes de la forme :± n ^(r)
h=l,...,p
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et avec le lemme 1.2 on voit que

^^(y^A^g+l)^-1^

e t A ( M ( y ) ) c A ( { a ^ a e 5 , , ^ = l , . . . , n } , 7 V + ^ ! + ( l + g ) N - l ) .

Les inégalités énoncées suivent du lemme 1.1 appliqué à M(Y). D

1.3 COROLLAIRE. — Soit P(X) e C[Xi,...,Xn] un polynôme de
degré d > 2. Soit c une valeur critique de P, c ̂  0. Alors :

_____À_____ X-^-m^-^dH)1^
\-}-N\2N-l(dH)N < • 1 < A

où ̂  = ^(n, d, d - 1,..., d - 1), H = H(P)
n,

etA=À(<îy-P(X),^,^=l,,...,,nl,JV+^!+2N- ly

Preuve. — On considère le système d'équations :

9P
Y - P (X) = 0, -̂ (X) = 0, i = 1... n.

Comme l'on sait qu'il n'y a qu'un nombre fini de valeurs critiques, on peut
appliquer le théorème I, avec les substitutions H —> dH et q = 1. D

On pose

^ (n, d, H) = A^-^^ et /.(P) = ^ A .

2. Application aux inéquations polynomiales.

2.1. LEMME. — Soit P(X) = ^ a^X^ e R[Xi,...,X^], avec
a€5

|ûa| ^ H, #S <, s. Soit b € M71 tel que P(&) > 0, Jî = sup{l, ||6||}, et
soit v ç M71, |H| = eR, 0 < £ < 1. AJors on a :

^d l̂̂ r ^ P(^)>O.
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Preuve.
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\P(b+v)-P(b)\= ^a^f^b^v^ <H ^(^RWR^e^
açS \^/ ^3 \P )
0<oc ft^

= H ̂  Ai"! ((1 + e)^ - l) < ,ff^ ((1 + ef - l)
açS • '

< sHR^Çl + e)'1-1 e < sHRW-1 e

où Pavant-dernière inégalité est une conséquence du théorème des accrois-
sements finis. De là le résultat suit immédiatement. D

2.2. PROPOSITION. — Soit P{X) e R[Xi,...,Xn} de degré d ^ 2,
yW = E Oa^°, #S < s et soit R 6 N - {0}. Alors si a e fît

aSS R'
3b e îî^ dans Ja même composante connexe de fî^ que a tel que

P(b} > ————À____
' / - À+^(n,d,sadJf)

oùÀ=À({l}u{±a(,J^/l | açS,h=0,...,d},s+d+N+m+2N-l),
N = N(n,d,d,d-l,...,d-l).

n

preuve. — Soit k e {1,. . . ,n} et j = {j^ < ... < ̂ } c {l, . . . ,n},
£=(£! , . . . , en), £h € {-1, +1}. Soit Pj^ le polynôme à n - k variables ob-
tenu en remplaçant XH par e^ dans P(X). On remarque que H (P^) <

sRdH(P) et que les coefficients des polynômes Y - P^(X), apj>g ap-

partiennent à A ({1} U {±0^ | a e S, h = 0, . . . , d} , s + d). Soit1 ̂  la
composante connexe de a dans ̂  et soit b e Sîa tel que P(6) =
sup{P(a;),;r ç ̂ }. Si 3j^... ,^ e {1, . . . ,n} tels que \bj\ = R ̂  j ç
{Ji, ' ' ' Jk} avec k < n, alors P(6) est une valeur critique d'un P^ et on ap-
plique le corollaire 1.3. Sinon P(&) e A ({±aa^ | a ç S , h = 0. . . d} , «)
et donc P(&) > À > —^—. n

À + / ^ L-1

THÉORÈME II. - Soie P (X) = ̂  a, X0 e R[Xi,..., X,], |aJ ^ J ,̂
OîdS'

pour tout a e 5 et #S < s. S'il existe a 6 R», |[a|| ^ R, où R est un entier
positif, tel que P(a) > 0, alors il existe b dans la même composante connexe
de îî^ que a teJ que :

{x € R" |[a;|| ^ R, \\x - b\\ < p} C ̂
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où
1 A?--=

dsHR^-1 À + /x (n, d, sRdH)

avecA=À({l}u{:±:aa-R / l | a eS , h = 0.. .d} ,s + d-\- ̂ r+ N\ + 2N-1),
N=N(n, d ,d ,d- l , . . . ,d- l ) .

n

2.3. COROLLAIRE. — Sous Jes hypothèses du théorème JJ, dans toute
composante connexe de fl,^ il y a un point a de la forme a = (ai, . . . , On),

fc- ["11avec a^ = —, ki e Z et T = - + 1, où [ ] désigne la partie entière.

Ce théorème et son corollaire sont des conséquences immédiates de la
proposition 2.2 et du lemme 2.1.

Nous allons montrer maintenant que la recherche des solutions d'une
inéquation polynomiale dans R71 tout entier se ramène à la recherche de
solutions dans un cube de côté jR, pour un R qui sera donné explicitement.

2.4. PROPOSITION. — Soit P (X) e R[Xi,..., Xn} un polynôme pour
lequel 0 € C est une valeur régulière du complexiôé (i.e. : P(x) = 0, x G
C71 ̂  dP^ ^ 0). Soit

^ (?) = {x (E R711 P(x) > 0} .

X-^-m^-^dH)1^
Alors si

R>
X

où X = X({^-1}UA(P)UA(^YN-^N\+3N-1\ N = N(n +

l , d , d — l , . . . , d — 1,2), Pinclusion Î2^ C îî"1" (P) induit une bijection sur
n

les composantes connexes.

Preuve. — Considérons le système de n + 2 équations :

QP
P(x)=Q , ^-^=0,î=l...n, ^^-r^O.

Si (a*, ^, r) est une solution, avec r > 0, alors la sphère centrée à l'origine
de rayon r est tangente en a: à Phypersurface P'^O). Comme P'^O) est
non singulière, il n'y a qu'un nombre fini de telles sphères. On peut donc
appliquer le théorème 1 à ce système d'équations, avec les substitutions
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Y -. r, 71 -. cŒf, g -. 2, fc -. n + 2, n -. n +1, di -. d, d^ , . . . , d^+i -. d,
^n+2 —> 2. Il s'ensuit que si fi satisfait l'inégalité de l'énoncé, toute sphère
de rayon r > R est transverse à P'^O). On en déduit facilement le résultat.

D

Notons que pour la proposition précédente il aurait suffit de supposer
que les singularités de P'^O) soient isolées.

Rappelons que /î(P) désigne la borne inférieure des valeurs absolues
des valeurs critiques non nulles de P donnée par le corollaire 1.3.

THÉORÈME III. — Soit P (X) e IR[Xi,. . . , Xn} et supposons que :

- X^N\3N-l(dH)N

H > —————=—————
À

où H = ^TP\ - ^ (P)+ l , N = ^ (n+l ,d ,d- l , . . . ,d - l ,2) , À =K\r) \—————^—————t
n

À({1,-1}UA(Q)UA^YJV+.V!+3N-1Y avec Q(X) = —— .

P(X) -1. Alors toute composante connexe de ̂ (P) rencontre ÎÎ^(P) ; de
plus, si a, b e f2^(P), alors iis sont dans une même composante de ̂ (P)
si et seulement si ils sont dans une même composante de Î^(P).

Preuve. — Nous allons passer de P à un polynôme Q dont 0 e C est
une valeur régulière, auquel on appliquera la proposition 2.4.

Si a e ^(P), soit T] = inf ^ ̂ (a),^?)^ et posons ?„ (X) =

-P(X) - 1. Alors a e îi-^ (P^), et 0 e C est une valeur régulière de

P^. Remarquons que si n' < n, alors ^(n'.d.H) < ^(n,d,H)\ il s'ensuit
que 0 e C est aussi une valeur régulière de la partie homogène de degré
maximum de P^. Pour t ç [—^., -], le polynôme Pf (X) = tP (X) - 1,

fï(r') J]
ainsi que sa partie homogène de degré maximum, admettent 0 e C comme
valeur régulière. Puisque Q(X) = ?i(X), l'inclusion ^(Ç) C ^(Pry)
est une équivalence d'homotopie. On a que H(Q) < —— H(P) + 1 et le

^ ( - £ /
résultat suit alors de la proposition 2.4. D

THÉORÈME IV. — Soit P(X) € R[Xi,... , Xn] et soit R satisfaisant
l'inégalité du théorème III . Soient a, b des sommets d'un maillage de taille
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CQ du cube de demi-côté R centré en 0. Alors si a et b sont dans ^(P),
ils sont dans la même composante connexe si et seulement si on peut les
joindre par un chemin dans Î^(P) constitué d'arêtes du maillage, pourvu
que

£o<
\ + NW-1^

où H = ^(P) •d•Jff(p)+^ N = ^(2n+2,d,d,d-l, d-1,2), Q(X) =
2n

9Q^ .P(X)-1 et X = X ^{±1, ±2} U A(Q) U A (^\, N + N\ + 2^

Preuve. — On considère le système d'équations :

Q(x) = 0, Q(y) = 0, ^dQ^ - (x - y) = 0,
nn

Y,[Xi

i=l

Z2dQy - (x - y) = 0, e- ̂ (a-, - y,)2 = 0

où dQx désigne le gradient de Q en x. Il y a 2n + 3 équations et autant
d'inconnues : x, y e R71 , z^, z^, ^ e M. Si Ç(a;) = Q(î/) = 0, x ^ y et
la distance de x à y est extrémale, alors il existe e > 0 et ^1,^2 tels que
(a:, î/, 2?i, 2^2,6:) est solution du système d'équations. Il suffit donc d'appliquer
le théorème 1 avec les substitutions Y —^ e, k —^ 2n+3, n —> 2n+2, H —>• H,
q —f 1, di, ̂ 2 -^ d, ds,. . . , ^271+2 —^d-1 , ^271+3 -^2. D

3. Isolation et approximation des racines
cTun polynôme réel.

Dans tout ce paragraphe, on utilisera les notations suivantes :

P(t) = E a^S ^ e R, d = degré de P(t), #S < s, H ^ Jf,
zes'

^>1

R e ̂  un nombre tel que R > 1 et P(a) = 0 ==^ |a| <, R

^, ^ h.(p\ ̂  _____Â_____
v / \+N\2N-l(dH)N'

oùN=2d-2,\=\({Y- P(t), P^t)}, ̂  + TV! + 2^-1) désigne la
borne inférieure de la valeur absolue de la plus petite valeur critique
non nulle de P(t) donnée par le corollaire 1.3.
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3.1. LEMME. — Si P(to) = 0 alors

\t\ < R et \t - to\ < r =^ \P(t)\ < dHsR^.

Preuve.

\P\t)\= ^m,f ^dHsR'1.
içS

Par le théorème des accroissements finis :

\P(t)\ = \P(t) - P(to)\ < SMp{\P\0)\ | 0 < 9 < 1} • \t - to\ ̂  dHsR^.

D

THÉORÈME V. — Si r > 0 satisfait rinégalité :
_j^

T - dHs]^

alors si a, /? sont des racines distinctes de P(t) on a :

\a - f3\ > r.

Preuve. — On peut supposer que a < /3 et qu'il n'y a pas d'autre
racine de P(t) entre a et /3. Puisque P(a) = P(f3) = 0 il doit exister
7 e]a,/3[ tel que P^) = 0, et donc P(^) est une valeur critique (non nulle
puisqu'il P n'a pas de racine dans ]a, /3[) de P(t). Si |a - f3\ < r, alors par
le lemme 3.1 :

|P(7)| < dHsR^ < K

ce qui est impossible. Q

Remarque. — Une estimation semblable peut être déduite de [4],
corollaire du théorème 7'.

La proposition suivante va nous permettre de construire un algo-
rithme pour isoler et approcher les racines de P(t).

3.2. PROPOSITION. — Soie n G N vérifiant :

^ dHsRd _ . R Kn > ————R , j.e. ; — <
K ' ' " n ~ dHsRd
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f R 1et soit < Xi = î — , i == -n,..., n > te partage de [-R, R] en 2n intervalles

de longeur —. Alors :
n

i) tout intervalle [xi^x^] contient au plus une racine.

ii) si P(xi) > 0 et P(^+i) < 0, ou bien P(xi) < 0 et P(^+i) > 0,
alors [a^,a^-(-i] contient exactement une racine.

iii) si \P(xi)\ < K et

P(xi), P(^+i) > 0, P\Xi) < 0, P'(^+i) > 0

ou bien

P(xi), P(^+i) < 0, P\Xi) > 0, P'(^+i) < 0

iïnteryane [a^,a^-(-i] contient exactement une racine.

iv) Si a e [-A, Jî] est une racine de P(t), ou bien 31 tel que a = Xi, ou
bien a appartient à un intervalle satisfaisant ii) ou iii).

Preuve. — i) suit du théorème V et ii) du théorème de Bolzano-
Weierstrass.

iii) : On se place dans le cas P(xi) > 0. La dérivée de P(t) doit
s'annuler dans }xi,Xi^[', soit a ç\Xi,x^[ la plus petite racine de P'(t)
dans cet intervalle. Alors P(a) > 0 (sans quoi il y aurait une racine de
P'(t) plus petite que a dans l'intervalle) et P(a) est une valeur critique de
P(t). Puisque P'(a'i) > 0, il résulte du lemme 3.1 que :

P(a) < P(a:,) ^ K

et donc P(a) = 0.

iv) Si a e [-R,R] est une racine de P(t), supposons que l'on ne soit
ni dans le cas ii) ni dans le cas où 3i tel que a = Xi. Il existe i ç [-n, n - 1]
tel que a e\Xi,Xi^[ et on peut supposer sans perte de généralité que
P(xi) > 0, et donc P(^+i) > 0 puisqu'on n'est pas dans le cas ii). Si
x e [.r^^+i], on a, d'après le lemme 3.1. :

{PÇx^^dHsR'11^ < / tn

donc P(x) ne peut être une valeur critique non nulle de P(t). Puisque a
est l'unique racine de P dans [xi, a^+i], il s'ensuit que a est l'unique racine
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aussi de P ' ( t ) dans cet intervalle. Donc P(t) décroît de Xi à a, puis croît
de a à a^-n, et alors P'(xi) < 0, P'^+i) > 0. D

Le lemme suivant est une reformulation du lemme 3.1 :

3.3. LEMME. — Si

(#) {P^xlHsR^

alors P(t) + 0, Vt tel que \t - to\ < r. D

Nous dirons que la condition a(tQ,r) est satisfaite si # est vraie; on
dira qu'un intervalle [a, b] satisfait a si cr(a, b—a) ou a(&, b—a) est satisfaite.

Algorithme d'isolation et approximation des racines. On
commence par prendre R tel que toute racine de P(t) soit dans [—R,R]
(par exemple en utilisant le lemme 1.1).

Si (r(—R,2R) ou a(R,2R) sont satisfaites, on termine : il n'y a pas
de racine. Sinon on partage [-R, R} en 2 intervalles égaux.

A la n-ième étape on aura partagé [—R^R] en un certain nombre
d'intervalles dont les extrémités sont de la forme iR/^, i ç [-2'^^}.
Certains intervalles satisfont la condition a ; les autres seront de longueur
R/2n. On partage ces derniers en 2 et l'on teste avec cr, jusqu'à ce que :

y^dHsR^
K

A ce stade, on teste les intervalles restant avec la proposition 3.2 pour
voir s'ils contiennent une (et alors une seule) racine. On peut continuer à
subdiviser et tester avec 3.2 jusqu'à obtenir une précision voulue.
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