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QUELQUES REMARQUES SUR LES FAMILLES
CANONIQUES DE POLYNOMES GENERATEURS
POUR L’EXPONENTIELLE

par Michel LANGEVIN

1. Introduction.

Soit K un corps commutatif. Le premier but de ce travail est de
décrire ’ensemble NW = NW(K) (polynémes de Newton) des suites de
polynémes (H, (X)) de K[X] vérifiant, pour n > 0

Hy(X+Y)= Y Hi(X)Hn_s(Y)
0<i<n
ou, par récurrence sur le nombre k£ d’indéterminées :
(W) Ha(Xi+-+Xe) = Y Hoy(X1)  Hoo(Xe)  (n,k20).
a1+t oar=n

On conserve la notation NW pour les séries génératrices

H(X,T) = Hn(X)T" € K[X][[T]]

vérifiant la relation équivalente (relation génératrice canonique de l’expo-
nentielle) :

(H(X +Y,T) = HX,T)H(Y,T) ou

W) H(Xi+-+Xp,T) = [ HX:,T)).
1<i<k

Mots-clés : Exponentielle — Séries formelles — Séries génératrices — Formule de Taylor —
Réduction de Jordan — Partitions d’entiers — Coefficients binomiaux — Algorithmique
combinatoire — Hauteurs des polynémes — Géométrie des polyndémes.

Classification math. : 11C08 — 11J99 — 13F20 — 13F25.
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Les suites (resp. séries génératrices)

(%X") (resp. exp(XT)),

(%X(X— 1) (X— (n— ]_))) (resp. (1+T)X)

appartiennent & NW et sont les seules d’usage courant mais on en
verra beaucoup d’autres étrangéres a celles-ci. A noter des procédés de
construction interne dans NW comme :

« pour tout entier k > 0 et tout (H,(X)) € NW, la suite (K, (X)),
ot K, = Hy,/ (resp. 0) si n est (resp. n’est pas) multiple de k, est aussi
élément de NW (en termes de séries, remplacer T par T%);

o si les suites (F},) et (Gy) (ou F(X,T) = > Fpo(X)T" et G(X,T) =
3> Gn(X)T™) sont éléments de NW et A, u € K, alors (vérification directe)

(BnX) = 32 FOX)Gooi(uX))

0<i<n
(ou encore L(X,T) = F(AX,T)G(uX,T)) appartient & NW.

En particulier, la loi
(F(X, T),G(X, T)) — L(X,T) = F(X,T)G(X,T)

fait de NW, privé de I’élément trivial 0, un groupe ol I’élément neutre est 1
et U'inverse de F(X,T) est F(—X,T).

Ce but est aussi un prétexte; prétexte a d’autres développements
puisque le probléme initial se ramene & une équation fonctionnelle
simple ®(X +Y) = ®(X)®(Y) dans l'anneau des séries formelles a
une indéterminée & coefficients dans un anneau commutatif unitaire
intégre A (observer pour cela que H(X,T) = Y H,(X)T™ est un élément

de K[[X,T]] = K[[TN[X]]). Cette généra,li:ation fournit un procédé
de résolution (cf §10) de (u) (ou (u')) rappelant qu’une hypotheése
supplémentaire factice peut alourdir un probléme... mais c’est ce dernier
qui est intéressant comme le montreront ces développements par rapport
au «premier but » en fait facilement atteint.

On esquisse ci-dessous le plan puis ces développements (traités
directement sans appel aux considérations du §10) liés & la détermination
de NW en montrant de plus quelques résultats faciles.
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Des travaux préalables de réduction (§§2 & 4) — intéressants par
la partie combinatoire utilisée en caractéristique finie (§3) — montreront
qu’il suffit d’étudier le sous-ensemble NW’ de NW formé des éléments
vérifiant Hy = 1, H; = X. Puis, on donnera deux visions indépendantes
de I’ensemble NW’, 1'une «exponentielle» (§4) et 'autre «différentielle»
(§5) reliées ensuite (§7 et 8). Ces liens permettront de munir NW’
de multiples structures affines ou de groupes, allant du canonique au
commode, imbriquées de fagon amusante (§9). Les techniques de la vision
«différentielle» ouvrent des perspectives de généralisation développées
pour leur intérét propre : lemmes de commutation en algebre linéaire
et formules de Taylor généralisées & une ou deux indéterminées (§6). Apres
la résolution dans un anneau de séries formelles au §10 d’équations comme
(X +Y) = (X)®(Y), les généralisations, applications potentielles et
Pinsertion parmi les travaux du domaine seront évoquées aux §11 et 12; en
particulier, les relations avec les développements récents de la «théorie des
hauteurs » seront détaillées dans un sous-paragraphe particulier a I'intérieur
du §11.

On décrit ces visions aprés avoir défini ’objet jouant un rdle
central dans ce travail : le groupe GSF (GSF(K)) des séries formelles

B(T) = Y b,T™ inversibles pour la composition (i.e. vérifiant b; # 0) et
n>0
normalisées par la condition b; = 1 (¢f. [H] pour les calculs explicites dans

ce groupe).

Ce groupe est canoniquement un espace affine de direction isomorphe
a K[[T]]; on notera que

dans GSF, lequel est un groupe (pour la composition) et
(4) un espace affine, la translation & gauche (resp. & droite) par
B:C 1+ BoC (resp. C — C o B) est non affine (resp. affine).

Les résultats de réduction dans I’étude des éléments (H,) de NW sont de
deux sortes :

1) Pour éviter le cas trivial H, =0 (n > 0), on suppose Hy = 1 et K
de caractéristique 0;

2) Tout élément de NW se déduit d’un élément de NW’, sous-ensemble
de NW formé des éléments vérifiant Hy = 1 et H; = X ; on verra alors que
deg(H,) = n et que (H,) est donc une base de K[X].

La «vision exponentielley de NW (utilisée en fait dans la preuve
du 2 ci-dessus) est simple. Si K est de caractéristique nulle, tout élément
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B(T) = Y b,T™ de K[[T]] définit un élément de NW par :
n>0

(1) exp(B(T)X) =Y (B(T))" = = Ha(X)T".

n>0 n>0
Réciproquement, tout élément (H,) de NW fournit un élément de K[[T]
s’écrivant, H,), ou dH,, désignant la dérivée de H,,

B(T) =Y H,(0)T"™.

n>0

Par conséquent, le groupe additif K[[T]] et le groupe multiplicatif
NW —{0} sont isomorphes par les correspondances ci-dessus.

La «vision différentielley de NW est plus subtile et on en limite
I’exposition au cas de NW'. Est associé & tout élément (H,,) de NW’' (lequel
est une base de K[X]) un endomorphisme de décalage h défini par :

h(Ho) =0, h(H,)=H,—1 (pourn >0)

dont on montrera qu’il est un opérateur différentiel lié & la dérivation
classique d par
d=>" H,(0)r".
n>0

On obtient une réciproque en montrant que tout endomorphisme h de K[X],
de noyau K, vérifiant h(X) = 1 et deg(h(P)) = deg(P) — 1 pour tout
polynéme P non constant, est, quand il commute avec d, de forme B(d)
avec B € GSF; et on montrera qu’un unique élément (H,) de NW’, base
de Jordan pour h, lui est associé par :

(J) Hy=1, h(H,)=H,—, et H,(0)=0 pour n > 0.

Ce qu’on va donc décrire dans ce travail sera une double action, libre
et transitive, du groupe GSF dans NW, mais 'une & gauche et Pautre a
droite. Il en résulte, au plan affine, une structure canonique de NW et une
famille de structures paramétrée par GSF (dont certaines trés simples).

Les développements extérieurs indépendants sont de plusieurs ordres.
Le §3 rappelle des lemmes combinatoires sur les polynémes symétriques et
permet (en particulier) de traiter le cas de la caractéristique p > 0. Le §6 est
consacré a une approche purement linéaire de la vision différentielle, laquelle
permettra de dégager des mécanismes formels simples. Ces mécanismes
concernent des généralisations de la formule de Taylor, laquelle est en
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fait liée intimement avec NW’. Précisément, en notant 7 I’application

P(X) — P(X +4Y), l'identité v = exp(Y d) représente la formule de Taylor

classique sur K[X]. On la généraliseraeny = Y, H,(Y)h" ol (H,) est un
n>0

élément de NW', base de Jordan (cf. (J')) po&r Popérateur différentiel h
(représentable par une série formelle en d ou <y ; une seule des conditions
précédentes suffisant pour assurer ’autre).

Aucune application directe de ce travail n’est abordée ici, a ’exception
des développements possibles évoqués aux §11 et 12. On s’en tient & une
étude systématique ab ovo de NW laquelle fournit & la fois des résultats
non triviaux avec des notions simples dont elle éclaire les liens comme séries
génératrices, réduction de Jordan, formules de Taylor, exponentielle. ..
et un cadre formel général enrichissant pour les applications. L’intérét a
ce titre de dégager un tel cadre est particuliérement bien illustré dans le
domaine voisin — comportant de nombreuses similitudes avec ce travail —
des polynémes exponentiels (cf. le §2 de [BG]). Ce point de vue n’est pas
celui adopté en général dans la littérature; en effet, les éléments de NW
apparaissent le plus souvent comme des outils dans des ouvrages d’une
autre portée; quelques exemples : en géométrie, les morphismes de classes
de Chern (cf. [FL])), en théorie des nombres, la théorie des partitions
(cf- [R])... sans évoquer les applications dans le domaine des «équations
aux différences» en analyse et en analyse numérique. Mais, dans ces cas,
les structures de NW sont limitées aux applications ad hoc.

2. Théoréme de réduction (K quelconque).

THEOREME 1. — Soient K un corps commutatif et (H,(X)) une suite
d’éléments de K|[X] vérifiant (p).

(i) Ho(X) est une constante égale 4 0 ou 1; si Hy = 0, alors H, =0
pour toutn > 0;
(ii) H,(0) =0 pour tout n > 0;
(iii) pour tout A € K, la suite (\"H, (X)) vérifie également (p);

(iv) si K est de caractéristique 0 et si Hy = 1, H; # 0, alors H,, est
de degré n et de coefficient dominant (c;)"/n!, ou c¢; est le coeflicient
dominant de Hy ;

(v) si K est de caractéristique p > 0, alors on a H,(X) = 0 pour
tout n > 0 (voir le paragraphe 3).
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Démonstration.
Partie (i). — Le polynéme Hy vérifiant Hy = (Hy)? est une constante
égale & 0 ou 1. Dans le premier cas I’'identité ’
Ho(X+Y) =) Hi(X)Hni(Y)
0<i<n
montre que H,, = 0 pour tout n par récurrence.
Partie (ii). — I suffit de spécialiser en Y = 0 pour déduire de

Hy(X+Y) =) Hi(X)Hni(Y)

0<i<n
légalité H,(0) = 0 par récurrence pour n > 1. Ce résultat montre
que NW —{0} est bien un groupe.
Partie (iii). — Evident.
Partie (iv). — L’hypothése montre que
Ho(X +2) — Ho(X) =) Hi(X)H,i(z) (v € K),
0<i<n

prouvant, K étant de caractéristique 0 et z pouvant étre choisi tel que
H,(z) # 0, que deg(H;) = 1 puis, de méme et par récurrence, que H, # 0
et deg(H,) = n. Soit ¢, le coeflicient dominant de H, ; comme ¢y = 1, on
voit, en choisissant Y = X, que

2cn =) citoi  (n20)

0<in
et on en déduit par récurrence que ¢, = cf/n!. ad

Remarque. — On verra au §10, remarque 1, qu’est substantiellement
équivalente & celle de (u), i.e. du probléme initial, la résolution de ’équation
de récurrence :

2"%¢, = Z CiCn—i (n>0).

0<i<n
Partie (v). — On montrera au §3 suivant la congruence modulo p :

Hop(0X) = (Ha(X))?  (n>0).
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3. Lemmes combinatoires multinomiaux
(et preuve du théoréme 1 (v)).

DEFINITION. — Soient i1,...,i; (avec k > 0) des entiers > 0. On
désigne par « monéme symétriquey ou « polynéme symétrique minimaly

Y X X2 ---X,i" le polynéme symétrique en les variables Xi,...,Xx
sym

contenant Xi' X3? --- X}* et de plus petite longueur (et de hauteur 1).

On rappelle que la longueur (resp. hauteur) d’un polynéme est égale &
la somme (resp. la borne supérieure) des valeurs absolues de ses coefficients.

N

La donnée de la suite i, > --- > i est équivalente & celle de
> X' X3+ X;*, ou acelle de 'ensemble {j1, ..., js} = Im(i) (rangé dans

sym

Pordre décroissant) des valeurs prises par les entiers 44,...,%; auquel on
adjoint les multiplicités associées p1 = #(i71(j1)), . .-, s (00 Y pe = k).
a

Soit donc BM(n, k) I’ensemble des couples {j, u} (plutét que (j, u)
pour des raisons typographiques) formés d’une application strictement
décroissante j d’un intervalle entier [1,s] (avec 1 < s < k) & valeurs dans
les entiers > 0 et d’une application p définie sur le méme ensemble [1, s] et
3 valeurs dans les entiers > 0 tels que Y pajq =n et Y ug = k. On écrira
ainsi e e

SYMy, ) (ou {j, u} appartient & BM(n, k))

le monéme symétrique Y X' X5?--- X ,i* homogene de degré n.
sym

LEMME 1. — La longueur de SYMy; ;3 = > X X2 X3k est
k ! sym
ul! N /L3!

Démonstration. — Cette longueur est égale & ’ordre du quotient du
groupe symétrique &y par le sous-groupe laissant invariant les blocs de
cardinaux p1,...,us associés a {ji,...,js}. Par exemple, la longueur du
polynoéme symétrique élémentaire de degré global g en les indéterminées
Xi,..., Xk (lequel est minimal et correspond au cas j; =iy =--- =iy =1,
Jo =ige1 =+ =ik = 0) est (’;)

Démonstration du théoréme 1, partie (v).

Le lemme 1 permet de démontrer l'identité Hy,(pX) = (H,(X))?
annoncée dans la démonstration de ce (v) au §2. En effet, dans le contexte
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ci-dessus, 1’égalité générale :

Ho(kX) = > longueur(SYMy; ) (Hj (X))* - (Hj, (X))*
{7,n}€BM(n,k)

s’écrit alors d’apres le lemme 1, n > 0 étant un entier et p > 0 la
caractéristique de K :

p! .
Hup(@X)= PR (SYMy;,y) (Hj, (X)) -+ (Hj, (X))™.
{(u}EBM(np,p). 1S
Comme
D ba=pet Y paja=np avecp,>0 (1<a<s)
1<a<ls 1<a<s

le coefficient multinomial p!/(p1!...us!) est nul en caractéristique p sauf
lorsque s =1,d’ol j; =n et u; =p. O

On conclut ce paragraphe avec des relations trouvant une in-
terprétation naturelle dans la suite.

La dimension de l'’espace SYM(n,k) des polynémes symétriques
homogenes a k indéterminées de degré n est égale au nombre de monoémes
symétriques & k indéterminées de degré n, donc au cardinal # BM(n, k),
autrement dit au nombre pi(n) de partitions de n en au plus k parts
(quand k > n, le nombre # BM(n, k) = p(n), nombre de partitions de n,
est indépendant de k), ou, par conjugaison, au nombre de partitions de n
en parts de cardinal < k (cf. [R] pour les théorémes d’Euler sur I’écriture

en produit (infini quand k > n) des séries génératrices associées & ces
fonctions).

Les autres applications s’énoncent ainsi (on renvoie & [L1] ou [L2] pour
d’autres correspondances entre polynomes et polyndomes symétriques) :

COROLLAIRE. — Soient k > 0 et n > 0 des entiers.

0 B ()

{4,n}€BM(n,k)

nlk!
(ii) > —— : e,
{j,n}€BM(n,k) (-71')“ te (]s.)# pal e !
(iii) Soit M(s,k) I’ensemble (abrégé en M(s)) des applications u de [1, 5]

dans les entiers > 0 vérifiant Y. p, =k.
1<a<s
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1) M(s) a pour cardinal #M(s) = (*71);

2) les dimensions de l’espace des polynémes symétriques en k
indéterminées de degré < m en chacune et de ’espace des polynémes en k
indéterminées de degré global < n sont égales a

> (D)eme = ("),

1<s<k
k! .
(iv) Les entiers as x = E — possédent les propriétés :
yGM(s)'ul' HUs:
n
1) nfF= Z as,k=2(s);
1<s<k >0
. (s .
2) ask = Z (—1)’(2,)(3 —i)k.
0<i<s
Démonstration.
Partie (i). — L’ensemble des monémes composant les SYMy; .3

quand {j, u} décrit BM(n, k) est ’ensemble des mondmes de degré n en k
indéterminées, d’ou le résultat puisque ("+:_1) est la dimension de I’espace
des polynémes homogenes de degré n en k indéterminées (i.e. le nombre des

applications 7 des entiers de [1, k] dans les entiers > 0 vérifiant > i, =n
1<a<k
dont on vérifie classiquement qu’il satisfait & la relation constitutive du

triangle de Pascal).

On peut aussi énoncer ce résultat avec les notations du (iii); en
notant J(u) I’ensemble des applications strictement décroissantes j de [1, s]
dans [0, n] vérifiant Y peje = n, il vient :

a

(5t ()

Partie (ii). — Il suffit d’écrire

n n!
X+ +X) = > GG SYMy; .3 -
{4,n}€BM(n,k) °

Partie (iii).

1) Ce résultat se déduit de celui rappelé dans (i) puisque qu’on
passe d’une application i des entiers de [1, k] dans les entiers > 0 vérifiant
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i = n & une application i des entiers de [1, k] dans les entiers > 0
1<a<k
vérifiant ), 4, =n+ k en ajoutant ’application constante 1.

1<a<k

2) L’espace des polyndomes symétriques en k indéterminées de
degré < n par rapport a chacune est engendré par les SYMy; 3 quand, pour
tout intervalle entier [1, s], j et u varient indépendamment et respectivement
dans ’ensemble de cardinal (’;) des applications strictement décroissantes
de [1, s] dans les entiers de I'intervalle [0, n[ et dans Pensemble M(s). Cet
espace est donc de dimension

Z (n) (k—l) _ (n+k—1)
Stk \8/\s - 1 k

(appliquer lidentité (1 + X)"(1 + X)*~! = (1 + X)"**~! ou noter
I’isomorphisme avec 1’espace des polynémes en k indéterminées de degré
global < n (de dimension (""',':_1) par le calcul rappelé dans (i)) obtenu en
associant au mondme courant Xi* X3 --- X;* de degré iy +--- + i <nle
mondéme symétrique en X, ..., X construit & partir de Ylj lej2 oy ij" par
la substitution Y; = X1, Y2 = X1 X, ..., Yy = X1 X5 - -- Xk (en termes de
suites (d’exposants), on passe d’une suite d’entiers > 0 de somme < n & la
suite monotone de ses sommes partielles)).

Partie (iv). — L’espace des polynémes en k indéterminées de degré < n
en chacune est engendré par les monémes entrant dans les SYMy; 3
lorsque, pour tout intervalle entier [1, s], j et u varient indépendamment et
respectivement dans I’ensemble des applications strictement décroissantes
de [1, s] dans les entiers de l'intervalle [0, n[ et dans ’ensemble M (s). Par
conséquent, la dimension n* de cet espace est égale &

n k!
> ()2
1<s<k HEM(s)
somme des longueurs des SYMy; 3. Si k > 0, la condition s < k est inutile
(et demeure la limitation (7) = 0 si s > n) puisque a,x = 0si s > k et on
peut admettre pour s la valeur 0 en écrivant agr = 0. Le résultat s’étend
enfin au cas k = 0 en posant ag = 1.

La démonstration de la partie 1) est donc claire et analogue aux
précédentes. En voici une seconde basée sur I’égalité

Sk ==§£: ———ﬁl——Ta

|
” M1:...MUs!
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u parcourant les applications de [1,s] dans les entiers > 0 vérifiant la

condition Y  p, = k. En groupant les termes du second membre en
1<a<s

fonction de #p71(0), il vient ’expression coincidant, & des modifications
simples pres, avec la partie 1) de (iv) lue de droite & gauche. ..

& s s
§" =ask+ 1 as—1,k + 9 as_2k + -+ 8a1 k.

Reste & calculer
k!
Z ual...ps! = sk
HEM(S)

On montre pour cela que les parties 1) et 2) de (iv) sont «inverses» I'une

de l'autre (et donc équivalentes). Avec les notations ci-dessus, on passe de

la rangée (ou k£ > 0)

(a0 =0,a1k,...,05k) & (Ok =0,1%, ...,sk)

en faisant le produit par la matrice carrée d’ordre s + 1 associée au triangle

de Pascal (i.e. représentative de l'application P(X) — P(X + 1) dans

Pespace des polynémes) et on conclut en multipliant par la matrice inverse.
O

Le corollaire précédent n’intervient pas directement dans la suite de
ce travail mais les «formules de Taylor» des paragraphes suivants sont
un guide parmi ces identités combinatoires. Par exemple, en lisant (iv-1)
comme une identité polynomiale spécialisée en X = n, cette formule fournit
la «matrice triangulaire infinie» (explicite) de passage entre les éléments
(X"/n) et (X(X—1)---(X —(n—1))/n!) de NW’ cités au §1. On verra
aux §§6 et 12 comment écrire globalement ces formules de passage en termes
de séries génératrices, mais on va résumer auparavant dans la proposition
indépendante suivante ces propriétés des coefficients a; j, par ailleurs bien
connus (voir la remarque 3 ci-apres).

PRrRoOPOSITION. — Soit

b 3 k!

! |
wEM(s) H1i... Mg?

(o1 s > 0 et k> 0), M(s) = M(s,k) étant I’ensemble des applications p
de [1, s] dans les entiers > 0 vérifiant
D Ha=k
1<a<s
(par exemple, a1, = 0 si s > k) et on étend la définition & s > 0, k > 0 par
ap,0 = 1, ag,k = 0sik>0.
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Alors :

Tk
(i) Pour tout s >0, 0n a Zas,k——‘— = (ef —1)°.
k>0 k!

(ii) Pour tout s >0, ona s(ask + Gs—1,k) = Gsk+1-

(iii) Pour tout couple (s,k), on a as = Z (=1)** (:) i*.

0<i<s

(iv) Soient cy, ..., cs les entiers définis par

(X-1)-(X=—s5)= Y X

0<i<s

Alors, pour tout entier k >0, on a
Co0Qs k+s + C1Qs k+s—1 + -+ CsQsk = 0.

(v) Soient () les suites en k définie par les relations (ou les c; sont
ceux définis ci-dessus)

CO0Ts k+s + C1Ts kts—1+ -+ CeTok =0,

avec Ty 0 = (—1)""1 ety =+ =551 =0. Alors, on a as ) = T, pour
s>0etk>1.
(vi) Pour tout k >0, on a

. =Zas,kX(X—1)---s(!X—(s—1))'

s>0

Démonstration. — La formule (i) définissant les a, par le biais
d’une série génératrice est une conséquence claire de la définition. Un calcul
analogue est évidemment possible pour > k!/(u1!...ps!) ot p ne prend

"
que des valeurs au moins égales & un entier donné préalablement.

On obtient (ii) en dérivant par rapport & T les deux membres de
l'identité (i) :

T* -
Zas’k+1 i s(eT —1)* 4+ s(eT —1)* 1L,
k>0 ’
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Le résultat (iii) (i.e. le (iv-2) du corollaire précédent) se déduit de (ii)
par récurrence sur lentier (k + s) puisque s(({) — (°;')) = i(%), relation
restituant (ii) & partir de (iii).

Quand £ > 0,0n a

e 3 o ()= 3 (9

0<i<s 0<i<s

(égalité fausse si k = 0 puisque le membre de gauche est nul et celui de droite

égal & (—1)**1). Mais, la structure du terme Y. (—1)*7*($)i* montre que
0<i<s
cette suite en k vérifie une relation de récurrence linéaire d’ordre s dont

le polynoéme caractéristique est (X — 1)--- (X — s); les énoncés (iv) et (v)
sont alors clairs.

On obtient une variante plus générale de cette preuve en introduisant
les polynémes de degré s et multiples de X :

Ap(X) = 3 (1) (s.)z*xi;

2
0<i<s

en revenant & la définition des coefficients c;, on voit que

Z Cilgkt+s—i =0

0<i<s

(les coefficients de X, X?,...,X* sont nuls; & noter aussi qu'une relation
de dépendance était attendue entre ces (s + 1) polyndmes); comme

A, k(1) = asx pour k >0, il vient Y ciask4s—i =0.
0<i<s

Au prix d’un changement de notations, on voit que les formules de
récurrence de (iv) et (v) peuvent é&tre écrites matriciellement sous la forme

CA=1d

(définir A (resp. C) comme étant la matrice triangulaire dont le coefficient
de (j + 1)-ieme ligne et de la (i + 1)-iéme colonne est a; ; (resp. c; ; ou ¢; ;
est défini par X(X —1)--- (X — (j — 1))/5!' =X ci ; X?)) et (vi) se déduit
de la relation A = C~1. :

Remarques.

1) On avait déja donné trois preuves de la relation (vi) (cf. les deux
preuves du (iv-1) du corollaire par les arguments de dimension ou les






