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SUR LE SCHEMA DE HILBERT
DES COURBES GAUCHES DE DEGRÉ d

ET GENRE g = (d - 3)(d - 4)/2

par Samir AIT AMRANE

Introduction.

Le but de cet article est d'étudier le schéma de Hilbert Xd = Hd,g
des courbes (localement de Cohen-Macaulay et équidimensionnelles, mais
pas nécessairement lisses ni même réduites) de P| (espace projectif de
dimension 3 sur un corps k algébriquement clos), de degré d et genre
g == (d — 3)(d — 4)/2, suivant les méthodes inaugurées et développées par
Martin-Deschamps-Perrin [MDP].

Le problème de la classification des courbes gauches, formulé à la
manière d'Halphen est le suivant (cf. [Haï]) :

«Enumérer, définir et distinguer entre elles les diverses familles de
courbes d'un même degré, de telle sorte qu'aucune famille ne puisse jamais
être cas particulier d'une autre, plus générale.»

Pour aborder cette classification, Mireille Martin-Deschamps et Da-
niel Perrin ont proposé dans plusieurs articles [MDP] une philosophie qui
repose sur l'utilisation du module de Rao Me = © nez H1 Jc{n), qui est
un module gradué de longueur finie sur R = k[X, Y, Z, T].

Mots-clés : Géométrie algébrique — Courbes gauches — Schéma de Hilbert — Paramétri-
sation - Module de Rao - Triade.
Classification math. : 14H50 - 14C05.
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La philosophie de [MDP] consiste à stratifier le schéma de Hilbert
Hd,g par les sous-schémas H^^p à cohomologie constante, sur lesquels on
dispose d'un morphisme lisse <Ï> : H^^p —> Ep qui à une courbe C associe
son module de Rao Me, où Ep désigne le "schéma" des structures de R-
modules de fonction de Rao p. L'étude de Hd,g est alors décomposée en trois
étapes : l'étape du bas qui consiste à trouver tous les modules de Rao des
courbes de Hd,g, l'étape intermédiaire qui consiste à passer de ces modules
aux sous-schémas à cohomologie constante H^^p de Hd,g via le morphisme
<I>, et enfin l'étape du haut qui consiste à recoller les H^^p pour obtenir des
renseignements sur Hd,g.

Le programme de Halphen peut alors être reformulé, à l'aide des
principes de [MDP], sous la forme suivante :

1) Enumérer les divers composants Y de H.d,g (c'est-à-dire les com-
posantes irréductibles des ^,p, cf. 0.1) et préciser s'ils sont réduits, voire
lisses et calculer leurs dimensions. En déduire les composantes irréductibles
de Hd,g.

2) Décrire la courbe générique de chaque composant de Hd,g.

3) Préciser pour chaque couple de composants Vo, Y de Hd,g si YQ est
adhérent ou sous-adhérent à Y (i.e. si YoD Y ^ 0), ou encore, s'il existe une
famille de courbes sur un anneau de valuation discrète, dont le point spécial
est dans YQ et dont le point générique est dans Y (problème d'incidence).

4) Etudier l'incidence des diverses composantes irréductibles de Hd,g
et sa connexité.

En général, on ne sait absolument pas traiter le programme Halphen-
[MDP] ci-dessus pour un schéma de Hilbert Hd,g donné. Par exemple,
A. Hirschowitz et E. Mezzetti (cf. [EHM]) ont montré que le schéma de
Hilbert contient souvent une profusion de composantes irréductibles. Les
seuls résultats tangibles connus à ce jour sur Hd,g tout entier le sont soit
en tout petit degré : d < 3 (cf. [Mi] et [NI]), soit en genre très grand par
rapport à d : g > (d-3)^-4) (cf. [MDP3], [MDP4] et [E]).

Le genre g = (d - 3)(d - 4)/2, qui constitue l'objet de cet article,
est donc le plus grand pour lequel l'étude du schéma de Hilbert Hd,g est
non triviale et intéressante. Dans ce travail, nous traitons entièrement le
programme Halphen-[MDP] ci-dessus pour le schéma de Hilbert Xd.

Quelques précisions sur le contenu des trois paragraphes :

Au paragraphe 1, nous montrons que le module de Rao Me de toute
courbe C de Xd est un module de Koszul (c'est-à-dire le quotient de R par
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une suite régulière) et nous donnons pour chaque d ^ 4 tous les modules
de Rao obtenus avec les courbes de X^. On obtient ainsi :

THÉORÈME 1. — Le module de Rao d'une courbe de Xd pour d ^ 8
ou d = 4, 5, est du type de l'un des modules suivants :

- Le module extrémal Mi = R(d - 4)/(X, Y, F, G) où F et G sont des
polynômes homogènes de degrés d - 3 et 2d - 5 respectivement.

- Le module M^ = R(-1)/(X, Y, Z, ï^-3).
- Le module Ms = A;(—l).

Pour d == 6 on obtient en outre le module k(—2) et le module nul.

Pour d =7 on obtient en plus le module nul.

Au paragraphe 2, nous montrons comment passer de ces modules aux
sous-schémas à cohomologie constante H^^p et aux composantes irréducti-
bles de Xd- Précisément, nous montrons le résultat suivant :

THÉORÈME 2.— Pour d ^ 8, Je schéma de Hilbert Xd a trois
composantes irréductibles H^, H^ et H^ qui correspondent aux types de
modules Mi, M^ et M^ du théorème précédent. Pour 4 ^ d ^ 7 on a les
résultats suivants :

- Le schéma Xj a une quatrième composante H^ formée de courbes
ACM.

- Les composantes irréductibles de Xç sont Jfi, H^ et la composante
H^ des courbes ACM.

- Les composantes irréductibles de X^ sont H^ et H^.
- Les composantes irréductibles de X^ sont H\ et H^ = H^.

La dimension de Xd est égale à Sup^ t^^ = (d - l)(d + 6)/2 = t^^
pour d ^ 5 (t^^p, désigne la dimension de Hi), et égale à 16 pour d = 4.

Pour terminer, nous décrivons la courbe générique de chaque com-
posant de Xd pour tout d ^ 4, et nous précisons lesquelles sont lisses et
connexes. Avec les notations ci-dessus, c'est l'objet des deux propositions
suivantes (cf. 2.4) :

PROPOSITION 3. — Soie d un entier ^ 4.

1) Pour d ^ 5, la courbe générique C de H^ est la réunion schématique
transversale d'une courbe plane et d'une structure multiple sur une droite.
Si d = 4, C est la réunion disjointe d'une droite et d'une cubique plane (cf.
[MDP4] prop. 0.6).
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1674 SAMIR AIT AMRANE

2) Pour d ^ 5, la courbe générique de H^ est de la forme C = C\ U C^
où C\ désigne une conique lisse et 62 une courbe plane et lisse de degré
d — 2 coupant transversalement C\ en un point.

3) Pour d ^ 6, la courbe générique de H^ est de la forme C ==
D\ U D^ U F où F désigne une courbe plane et lisse de degré d — 2 et
où DI et D'z sont deux droites disjointes qui coupent transversalement F
chacune en un unique point.

PROPOSITION 4.— Soit d un entier ^ 4. Alors Xd contient des
courbes C lisses et connexes si et seulement si on est dans F un des cas
suivants :

1) d = 4 et Me = k{—l), et dans ce cas, C est une courbe de bidegré
(3,1) sur une quadrique lisse.

2) d=5 et Me =k(-l).

3) d = 6 et Me = 0.

4) d = 6 et Me = k(—2), et dans ce cas, C est une courbe de bidegré
(2,4) sur une quadrique lisse.

5) d = 7 et Me = 0.

Au paragraphe 3, nous étudions les spécialisations entre les différents
composants du schéma Xd en utilisant la notion de triade de [HMDP].

Si YQ C H^^pQ et Y C H^^p sont deux composants de Hd,g, une
condition nécessaire pour que YQ soit sous-adhérent à Y est la condition
de semi-continuité : (7,?) ^ (7o?Po) (i-e. si C e Y et Co € YQ, on a
^Jc^n) ^ /iVco(^) Pour tous i ̂  0, n e Z).

Dans le cas de Xd, il n'y a pas d'autre condition :

THÉORÈME 5. — Si YQ et Y sont des composants de Hd,g vérifiant la
condition de semi-continuité, YQ est sous-adhérent à Y.

Un corollaire de ce théorème est le suivant :

THÉORÈME 6. — Le schéma Xd est connexe pour tout d ^ 4.

La construction des familles de courbes du théorème 5 à l'aide des
triades est parfois longue et complexe. Nous avons essayé de dégager des
conditions nécessaires sur les triades pour qu'elles fournissent des familles
joignant deux composants donnés (cf. 3.1). De plus, nous proposons en 3.2
une démarche permettant de réaliser pratiquement les constructions. Les
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calculs nécessaires ont été réalisés, soit à l'aide du logiciel Macaulay, soit
directement à l'aide des bases de Grôbner.

Remerciements. — Tous mes remerciements à D. Perrin pour son
aide et ses remarques durant la rédaction de cet article.

0. Rappels et notations.

On désigne par k un corps algébriquement clos et on note R l'anneau
des polynômes k[X,Y,Z,T}. Si M = (DnezXi est un ^-module gradué
de longueur finie, sa fonction de Rao RM : Z —> N définie par RM (ri) =
dimjeMn est à support fini et on pose

ra{M) = Inf {n ç Z | Mn ^ 0} et ro(M) = Sup {n (E Z | Mn + 0}

si M est non nul. Rappelons, cf. [MDP1], que le module dual de M est
le Â;-espace vectoriel M* = ©nezHomfc(M_^,ÂO, muni de la structure
de ^-module définie par a.f(x) = f(ax) et de la graduation définie par
(M*), = (M-,)*.

On appelle courbe un sous-schéma de P^ de pure dimension 1,
sans composante ponctuelle (immergée ou non), c'est-à-dire localement
de Cohen-Macaulay. On désigne par H^g l'ouvert du schéma de Hilbert
général H'p^1'9 formé des courbes localement Cohen-Macaulay et de pure
dimension 1, et par Xd le schéma de Hilbert H^g pour g = (d-3)^-4) ^

Si C est une courbe de Pj|, on note Oc son faisceau structural, Je
le faisceau d'idéaux de Ops qui la définit et Me = (Bnez^1^^) son
module de Rao qui est un ^-module gradué de longueur finie. Si Me = 0,
on dit que C est ACM (arithmétiquement de Cohen-Macaulay).

La fonction de Rao d'une courbe C est définie par pc(n) = h^Jc^n)
et on pose ra(C) = ra(Mc) et To(C) = ro(Mc) si C n'est pas ACM. On
pose aussi

so(C) = I n f { n e N | h°Jc{n) ̂  0} et e(C) = Sup{n e Z | h^Oc^n) ̂  0}.

Outre ces invariants, on associe à la courbe C son caractère de
postulation 70 lié à sa postulation (h°Jc(n))^^ (cf. [MDP1] 1.2.3). Si
C est une courbe de Hd,g, se donner la cohomologie de C7, i.e. la collection
{h^cÇ'n)} pour i ^ 0 et n e Z, revient à se donner le couple (70, Pc).
On obtient ainsi une stratification du schéma de Hilbert H^g par ses sous-
schémas (localement fermés) à cohomologie constante H ^ ^ p . En général, ces
schémas ne sont pas irréductibles. On pose alors la définition suivante :

TOME 50 (2000), FASCICULE 6



1676 SAMIR AIT AMRANE

DÉFINITION 0.1. — Où appelle composant de H^g toute composante
irréductible d'un sous-schéma à cohomologie constante H^^p de Hd p.

Rappelons enfin la définition suivante ([MDP4] 0.1) :

DÉFINITION 0.2. — S'oit C une courbe non ACM de degré d et genre
g de P^. On dit que C est extrémale si elle atteint les bornes de [MDP3],
i.e. si on a :

^,+1-(^"_3), ^^-,,

et, pour tout n tel que 0 ̂  n ̂  d — 2 :

/ . (d-2)(d-3)Pc(n) = -———^———/- - g.

La proposition suivante caractérise les courbes extrémales (cf. [MDP4]
prop.0.5, th. 1.1 et [E] th. 2.8) :

PROPOSITION 0.3. — 1) La courbe C est extrémale si et seulement
si C est une courbe minimale associée à un module de Koszul de la
forme R/(X.Y.F, G) où F et G sont des polynômes homogènes tels que
(X. Y, F. G) soit une suite régulière.

2) Pour d ^ 5, la courbe C est extrémale si et seulement si son
caractère numérique ^(C) est égal à (d - 1,2) que Fon note 6^ (cf. [E]
th. 2.8).

On renvoie à [N2] 1.8 pour la définition des courbes sous-extrémales.

1. Modules de Rao des courbes de X^.

Nous allons étudier dans ce paragraphe les modules de Rao des
courbes de Xd.

1.1. Le cas des courbes ACM.

La proposition suivante va découler des résultats de [E] :

PROPOSITION 1.1.— Dans le domaine

d > 7, (d - 4)(d - 5)/2 + 3 < g < (d - 3)(d - 4)/2 + 1,

il n'y a pas de courbes ACM dans H^g.
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Preuve. — Supposons au contraire qu'il existe des courbes ACM C
dans Hd,g' D'une part on a g = g(\(C)) ([E] rem. 1.1) où \(C) désigne le
caractère d'une section plane générale F = H D C qui ne dépend que de
C. D'autre part, on a \(C) -^ 6^2 puisque C n'est pas extrémale (cf. prop.
0.3). Par ailleurs, on ne peut avoir \(Ç) == ̂ 2 avec ̂ 2 = (d — 2,3) ([E]
lemme 1.8), sinon on aurait

g = 9{X(C)) = <7fc) =(d- 3)(d - 4)/2 + 1,

ce qui est absurde. D'où l'inégalité suivante ([E] lemme 1.9) :

9 = 9(X{C)) ^ 9(^2) =(d- 4)(d - 5)/2 + 3,

où r)d 2 désigne le caractère (d — 3,4). Or, cette dernière inégalité ne peut
avoir lieu compte tenu de l'hypothèse. Par conséquent, Hd,g ne contient pas
de courbes ACM dans le domaine considéré.

COROLLAIRE 1.2.— Soie d un entier ^ 4. Pour qu'il existe des
courbes ACM dans X^ il faut et il suffît que d soit égal à 6 ou à 7.

Preuve. — Pour d > 7, cela résulte de la proposition précédente. Si
d == 4 ou d = 5, il n'y a pas de courbes ACM dans Xd non plus. En effet,
dans les deux cas, si C désigne une courbe de Xd-, on a /^^'(l) > 1 par le
théorème de Riemann-Roch.

Si d = 6 ou d = 7, Xd contient des courbes ACM qui sont dans la
classe de biliaison d'une cubique gauche de X^.

1.2. Modules de Rao des courbes non ACM de Xd-

Rappelons la définition suivante (cf. [MDP5]) :

DÉFINITION 1.3.— Soie M = Qnç'L^n un R-module gradué de
longueur finie non nul. Le module M est dit connexe si le support de RM
est un intervalle de Z. On dira que M est fendu s^il se décompose en tant
que R-module sous la forme M = Mi Q M^ avec Mi, M^ non nuls et
r , (Mi)<r,(M2).

Exemple 1.4. — Un module de Koszul M = -R/(/i, /2? /3? A)? ou P^8

généralement un module monogène, n'est jamais fendu. Le module de Rao
d'une courbe extrémale est un module de Koszul donc non fendu ([MDP4]
Th. 1.1).
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PROPOSITION 1.5.— Soit d un entier ^ 4. Le module de Rao d'une
courbe de Xd non ACM n'est jamais fendu. Précisément, si C n'est pas
extrémale, pc est la fonction caractéristique d'un intervalle |mo,no[ de Z
avec 0 < mo < no-

Preuve. — Pour d = 4 le résultat est bien connu (cf. [MDP3]).

Soit maintenant d un entier ^ 5. Si C est une courbe extrémale il n'y
a rien à démontrer (cf. exemple 1.4). On peut donc considérer une courbe
C de Xd qui n'est ni extrémale ni ACM. Soit H un hyperplan général de
Pj|. La multiplication par une équation de H définit un homomorphisme
f^H : JcÇ71 ~ 1) —^ JcÇ^) pour tout n € Z, qui donne par passage à la
cohomologie une flèche Un : H^Jcin — 1) —> ïî^Jc(n).

Soient Pn = KerUn et Qn = Cokerz^, de sorte qu'on a une suite
exacte :

(1) 0 —— Pn —— H^cÇn - 1) ^4 H^JcW —— Qn —— 0.

Posons pn = dirn/e Pn et qn = dirn^ Qn- On a le lemme suivant qui
résulte de la suite (1) et de [E] lemmes 1.8 et 2.1, th. 2.8 et rem. 2.1.1 :

LEMME 1.6. — Si C n'est ni ACM ni extrémale on a :

1) Pn - qn = ̂ Jc(n - 1) - h^Jc(n).

2) E Pn = E On = 1.
neZ nçZ

Considérons l'unique entier no (resp. mo) vérifiant pno = 1 et pn =• 0
pour n -^ no (resp. qmo = 1 et qn = 0 pour n ̂  mo). J'affirme que mo < no
et que pc = X|[mo,nol (x désigne la fonction caractéristique).

En effet, on ne peut avoir mo = no, sinon on aurait h^Jc^ ~ 1) =
^l»^c'(n) pour tout n G Z par 1.6.1, ce qui entraîne par récurrence sur n
que pc'(71) = h1Jc(^} est nul pour tout n € Z. Ceci est impossible vu que
C est supposée non ACM.

On ne peut non plus avoir mo > no ; en effet, si c'était le cas, on
devrait avoir pn = Qn = 0 pour tout n > mo, donc /i1,^'^ ~ 1) = ^1^7c(n)
pour tout n > mo par 1.6.1. Mais pc est à support fini et on en déduit
que h^JcW est nul pour tout n ^ mo. En particulier, pour n = mo, 1.6.1
donne — 1 = /^.^(mo — 1), ce qui est absurde. On en conclut tout d'abord
que l'on a 777,0 < ^o-

ANNALES DE L'INSTITUT FOURIER



SUR LE SCHÉMA DE HILBERT Hd,(d-3)(d-4)/2 1679

Montrons maintenant que pc est égale à XŒmo,noŒ- Si n > no, 1-6.1
montre alors que l'on a ^Jc^n— 1) = ̂ JcW puisque l'on apyi = qn = 0
pour tout n > no? d'où h^Jc^n) = 0 pour tout n ^ no car pc est à support
fini. Le même raisonnement montre que h^Jc^) = 0 pour n < mo et
^^(^o) = 1.

Soit maintenant n un entier vérifiant mo +1 ̂  n ^ no — 1 et montrons
que h^Jc{u} = 1. On a pn = q-n = 0, ce qui entraîne 1^Jc(^ — 1) =
h^JcW '-> une petite récurrence montre alors que h^JcW = ̂ J'cÇrno) = 1
pour tout n = m o + l , . . . , n o — l . Ceci montre enfin que l'on a pc = Xlmo,nol
et que, bien entendu, le module Me est connexe.

Enfin, le module Me ne peut pas être fendu, sinon il existerait un
entier n, mo < n < no tel que la flèche Un '- H1\Tc(^ ~ 1) —> H1Jc(^)
soit nulle. Mais on vient de voir qu'on a h1\7c(n ~ 1) = ̂ Jc^) = l? ceci
entraîne pyi = Çyi == 1, contradiction.

COROLLAIRE 1.7. — Soit d un entier ^ 4. Le module de Rao de toute
courbe de Xd non A CM est de Koszul.

Preuve. — Si C est extrémale c'est clair. Si C n'est pas extrémale,
cela résulte de la proposition ci-dessus et du lemme suivant :

LEMME 1.8.— Soit M un R-module gradué de longueur finie non
nul, non fendu et dont la fonction de Rao p est majorée par 1. Alors M est
un module de Koszul du type de R{—h)/{X^ Y, Z, T^"1"1), donc extrémal de
paramètres 1,1.

Preuve. — Quitte à décaler, on peut supposer M = Q) i^o^i ou 1e8

Mi sont des ^-espaces vectoriels de dimension 1. On a un A;-homomorphisme
naturel u : R^ —> Homk (Mo, Mi ) qui est non nul car M n'est pas fendu.
Le noyau de u est donc de dimension 3 sur k. Par un changement de base
dans R\ (cf. [MDP1] définition 1.3.6), on peut supposer Xeo = Yeo =
Zeo = 0 où eo désigne un vecteur de base de Mo sur k. Maintenant,
Teo == e-t est non nul et définit un vecteur de base de M\. Par récurrence
sur î, on montre que Xei = Yei = Ze^ = 0 et Tei = e^ i 7^ 0 pour
tout i < l où ci = T^eo définit une base de M^, donc M est isomorphe à
^/(x.y.z.r^1).

On est maintenant en mesure de déterminer tous les modules de Rao
non nuls possibles des courbes de Xd :

TOME 50 (2000), FASCICULE 6



1680 SAMIR AIT AMRANE

THÉORÈME 1.9.— Soit d un entier ^ 4, et C une courbe de Xd qui
n'est ni extrémale ni ACM. Alors on a soit Me ^ ^(-1) soit Me ^
^(-IVpC.y.Z.T^-3), sauf si d = 6 où on a en plus la possibilité
Me ^ k(-2).

Inversement, on peut obtenir tous les modules ci-dessus; en effet :

a) Pour M = k(—l), on obtient une courbe C de Xd admettant M
pour module de Rao, en appliquant une biliaison (d -2,1) à la courbe CQ,
réunion disjointe de deux droites.

b) Pour M = R{-1)/(X, Y, Z, T^-3), on obtient une courbe C de Xd
admettant M pour module de Rao, en appliquant une biliaison (2,1) à une
courbe minimale associée à ce module.

c) Pour d = 6 et M == k(-2), 012 obtient une courbe C de Xç
admettant M pour module de Rao, en appliquant une biliaison (2,2) à
la courbe CQ, réunion disjointe de deux droites.

En outre, toutes les courbes de Xd qui ont pour module de Rao
Pun des modules ci-dessus, s'obtiennent par ces opérations de biliaison,
à déformation près.

Preuve. — Soit C une courbe de Xd qui n'est ni extrémale ni ACM.
Le corollaire précédent montre que Me est du type M = R(—h)/(X, Y, Z,
r^+1) avec l ̂  0.

Si CQ désigne la courbe minimale associée au module M, alors CQ est
extrémale et on a M^o = R/ÇX.Y.Z.T1^) ([MDP1] IV.6.7). Comme C
n'est pas extrémale, on en conclut que l'on a h ̂  1. La proposition IV.5.1 de
[MDP1] montre alors qu'il existe une suite de courbes C\,..., C^ telle que
Ci s'obtienne à partir de Q-i par une biliaison élémentaire triviale (^, 1)
pour i = 1,..., /i, et C à partir de Ch par une déformation à cohomologie
et module de Rao constants. On constate immédiatement que s^ ^ 2 pour
i = 1,..., h', en effet, les courbes Ci ne sont pas ACM, donc ne sont pas
planes non plus.

On a alors les relations de récurrence suivantes (cf. [MDP1] III.3.2) :

(1) di = c^-i + S i ,

(2) gi = gi-i + d,-i + Si(si - 3)/2,

où dh = d, gn = g = (d - 3)(d - 4)/2; do = l + 2 et go = 1(1 - 1)/2 - 1
(cf. [MDP4] 0.5), et où di et gi désignent le degré et le genre de Ci pour
î = 0 , . . . , / î .
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En faisant la somme membre à membre dans (1) pour j = 1,... ,î,
on trouve

d, == l + 2 4- 5i 4- ... 4- s^

d'où

(3) ^ d, = (h - l)(l 4- 2) + ̂ (h - i)s,.
i=l î=l

Si on fait la somme membre à membre dans (2) pour i = 1,..., h, on
trouve

gh=go+do+^d,+^s-^=^-,
î=l i==l

i.e.,

(4) (d-3)(d-4)/2=^(^)-l+^+2+]^>
î=l

1 / ^ \2 h

-^2 ^ ~2 S ^--3][>
\î=l / l<^i<j^h i=l

Les relations (3) et (4) conduisent à

d2 - 7d 4-12 = Z2 + l + 2 + 2{h - 1){1 + 2)
h-l

+2^(/ l-^)^+(d-^-2)2-2 ^ 5,5^ -3(d-/-2).
î=l l^i<j^h

Cette égalité se réduit après simplification à la relation suivante :

h
^3 = YA^ - i ̂  ̂ i(5) ^ 5,^ == ̂ (h - i - l)s, 4 -^+2)4-^-2 .

l^i<j^h î=l

Cette dernière égalité nous permet d'obtenir, suivant les valeurs de h,
les résultats suivants :

a) h = 1 :

La relation (5) entraîne 1(2 - 5i) == 0, i.e. l = 0 ou 5i = 2.

Si < = 0, la courbe (7 doit vérifier Me ^ A;(-l). Inversement, de telles
courbes existent ; en effet, il suffit d'appliquer une biliaison (d - 2,1) à la
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réunion disjointe de deux droites qui a pour module de Rao k, pour obtenir
une courbe C de degré d et genre (d-3)(d-4)/2, de module de Rao A;(-l).

Si l -^ 0, on doit avoir s\ = 2, d'où d - l - 2 = 2, i.e. l = d - 4.
On a donc Me c± .R(-1)/(X,Y, Z.r^-3) et C s'obtient par biliaison (2,1)
à partir d'une courbe extrémale associée au module R/ÇX^Y.Z.T^3)
(à déformation près), et C est bien dans JQ.

b) h = 2 :

La relation (5) entraîne si«2 + l(si + «2) = 5i -h 3Z + 2. Comme on a
déjà si,S2 ^ 2, on en déduit que l'on a / = 0 et 5i = «2 = 2, d'où d = 6
et g = 3. La courbe C que l'on obtient, à déformation près, à partir de
la réunion disjointe de deux droites, par deux biliaisons successives (2,1),
vérifie Me ^ A;(—2).

c) h ̂  3 :

L'équation (5) est impossible pour tout h ̂  3, cela découle du résultat
suivant que l'on démontre aisément par récurrence sur h :

LEMME 1.10. — Soient h un entier ^ 3, 5 i , . . . , s h, des entiers ^ 2 et l
un entier ^ 0. On a alors P inégalité suivante :

h

^ ^j > ̂ (^ - i - l)si -h h(l + 2) -h l - 2.
l^Kj^h i=l

2. Dimension et composantes irréductibles de X^.

Rappelons qu'on appelle caractère (au sens de [MDP]) toute fonction
à support fini / : Z —> Z vérifiant ^ f{n) = 0. Désignons par C (resp.

nçZ
S) l'ensemble des caractères (resp. l'ensemble des fonctions / : Z —> Z à
support fini). On a alors une application naturelle ̂  : Xd —> C x S qui
à une courbe C associe le couple formé de son caractère de postulation et
de sa fonction de Rao ^(C) = (^CiPc)-

Nous allons déterminer l'image de l'application ̂  (problème A) et
les fibres de cette application (problème B), voir l'introduction de [MDP1].
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2.1. Le problème A pour le couple (7,?).

PROPOSITION 2.1.— Soient d un entier ^ 4, (7 une courbe de Xd et
M son module de Rao. Alors ^d(C) est entièrement déterminé par M.

Preuve.— Si C est extrémale, la proposition est triviale ([MDP4]
0.5).

Considérons une courbe C qui n'est ni extrémale ni ACM. Comme
le module de Rao M est un module de Koszul extrémal, le caractère
de postulation d'une courbe minimale Co de la classe de biliaison de
C ne dépend que de M ([MDP4] 0.5). Mais d'après le théorème 1.9, il
existe une unique façon d'obtenir C à partir de Co par une suite de
biliaisons élémentaires triviales, à déformation près. Par conséquent, ̂ (C)
ne dépend que de M.

Reste le cas ACM pour lequel on a deux cas : d == 6 et d = 7. On
montre par des arguments numériques (cf. [MDP1] 1.2.6 et [MDP3] 2.4)
que toutes les courbes ACM de Xç (resp. de Xy) ont le même caractère
de postulation qui est le suivant : 7(0) = 7(1) = 7(2) = —1, 7(3) = 3 et
7(n) = 0 sinon (resp. 7(0) = 7(1) = -l? 7(4) = 2 et ^{n) = 0 sinon).

COROLLAIRE 2.2.— Soit d un entier > 7. Alors l'image de ^
contient exactement trois couples (^i,pi) i = 1,2,3, qui correspondent
respectivement aux courbes extrémales, sous-extrémales et à celles dont le
module de Rao vaut k(—l).

Preuve. — 1) L'étude faite au paragraphe précédent montre que pour
d > 7 on a trois types de modules de Rao possibles pour les courbes de
Xd : MI = R{d— 4)/(X, Y, F, G) où F et G sont des polynômes homogènes
de degrés respectifs a = d-3 et a+l = 2d-5, M^ = jR(-l)/(X, Y, Z, T^"3)
et Ma = Â;(—l). Il résulte alors immédiatement de la proposition précédente
que l'image de ̂  contient précisément trois couples (7^, pi) i = 1,2,3,
correspondant respectivement aux modules Mi i = 1,2,3, et qu'on sait
calculer avec [MDP4] 0.2 et 0.5 et [MDP1] III.3.4.

2.2. Le problème B pour le couple (7,?).

PROPOSITION 2.3. — Soit d un entier > 7. Alors on a :

1) Les libres ^^^y^) = H^ ̂ , pour i = 1,2,3, sont des sous-
schémas irréductibles et lisses de dimensions respectives t^i,pi = d(d —
1)/2 + 3(d - 1), t^,p2 = ^(d - 1)/2 + 9 et t^,p3 = d(d - 1)/2 + 8. Ce sont
donc précisément les composants du schéma de Hilbert Xd'
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