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0. Introduction.

1) P. Hartman [Ha] prouve qu’il existe une v.a. H positive et indé-
finiment divisible telle que

eAc

(0.1) E(exp — %)\QH) = NEE)

ou I est la fonction d’Euler, si et seulement si ¢ < —v (v = 0,57721...
désignant la constante d’Euler-Mascheroni). Notant ¢ = I''/T" la dérivée
logarithmique de T, et puisque ¥(1) = —~, le résultat d’Hartman implique
donc Dexistence d’une v.a. H', positive et indéfiniment divisible, telle que

0.2 E Lyt )
(0.2) (exp—3 )= TN
Soit par ailleurs

(0.3) X" = (log 1) — (1),

ol 7y; est une v.a. de loi gamma de parameétre 1 (i.e. une v.a. exponentielle
de parametre 1). On a donc, pour tout A > 0,

(0.4) E(MX") = E(exp Aog ) - e O
= BE(3) e MM = T(1 4 A) e MWD,

si bien que, pour tout A > 0,
(0.5) EX ) E(em2MH ) = 1,

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Remarquant alors que X' est une v.a. indéfiniment divisible, le couple
(X', H") forme ce que nous appelons un «couple de Wald indéfiniment
divisible », i.e. un couple de v.a. (X, H) indéfiniment divisibles, avec H > 0
satisfaisant & (0.5) pour tout A > 0.

2) B.Roynette, P.Vallois et M.Yor [RVY] montrent le résultat
suivant : si (BZ,t > 0) est un carré de Bessel de dimension 2, issu de =,
alors on a

(0.6) Ex{ exp —%2 (4 /ot §—§) }

1
2

e m{ exp A(log(z?) — log t — log 8}.

i~ =
—~

Observant que le second membre de (0.6) est de la forme

&ex Ac  avec oz—1
Fla+A) P 2

il est alors naturel de chercher & généraliser le résultat de P.Hartman
ainsi que (0.5), i.e. de construire un couple (X, HL) de v.a. indéfiniment
divisibles, avec H 61: > 0, tel que

(0.7) E(e—%VH(E) _ % @),
(0.8) E(M)B(e 3 Ha) = 1
(0.9) X5 = (logva) — ¥()

ol Y, est une v.a. gamma de parameétre « (a > 0).

Cette construction des v.a. (XL, H!) est menée & bien dans le
paragraphe IV (théoréme IV.1.1). Nous appellerons alors ’ensemble de
ces v.a. (XL, HL'; & > 0) une famille d’Esscher de couples de Wald, associée
a la fonction I' (voir une justification de cette terminologie au début de
lalinéa I1.3). Nous montrons alors, toujours dans le paragraphe IV, que
les v.a. H. posseédent des propriétés tout & fait remarquables : relation
entre les cumulants de H. et la fonction d’Hurwitz, formule d’addition,
développement en série, comportement asymptotique, etc. Nous donnons
aussi des principales propriétés de la fonction I' (formule de multiplication

TOME 55 (2005), FASCICULE 4



1222 Bernard ROYNETTE & Marc YOR

de Gauss, formule de Knar, développement de Mellin-Weierstrass, etc.)
des démonstrations probabilistes élémentaires basées sur la connaissance
explicite des mesures de Lévy des v.a. HL. Une telle approche probabiliste
des propriétés de la fonction I' a déja été faite par L. Gordon [Go], via la
formule

w Dla+A)
(0.10) E(y;) = W-
Notre approche complete donc celle de L.Gordon (voir également
B. Grigelionis [Gr] pour des considérations assez proches). Elle en est
«laspect dual », puisque nous travaillons non pas sur les v.a. 7,, mais sur
les v.a. HL qui sont «en dualité ) avec les v.a. v, (plus exactement avec les
v.aa. XL, qui different des logv, par la constante —1(a) (cf. (0.9)) via
les formules (0.7), (0.8) et (0.9).

3) Bien sir, ce que nous venons de décrire ci-dessus invite &
rechercher d’autres couples de Wald indéfiniment divisibles. C’est ’objet
du paragraphe I de ce travail. Plus précisément, nous montrons qu’a toute
mesure positive ¢(dz) sur Ry telle que

(0.11) /Ooo(xz Ax)e(dx) < oo,

nous pouvons associer un couple de Wald (X, H) de v.a. indéfiniment
divisibles, avec H > 0 et tel que, pour tout A > 0,

(0.12) E(e*)E(e 2V H) =1
(le couple (X', HT) de l'alinéa 1 ci-dessus est associé & la mesure
c(dx) = e */(z(1 — e~ %)) da).

Le paragraphe I de ce travail est consacré a 1’étude des couples
indéfiniment divisibles associés & une telle mesure c¢(dz). En particulier,
nous y montrons le lien étroit qui existe entre cette notion et

e d’une part, lorsque fooo z c(dz) < oo, les décompositions affines de
la loi stable positive d’indice 1 (cf. [DGY] pour une étude détaillée de cette
question);

e d’autre part, les couples (X, H ) solutions du probléme de Van
Dantzig (cf. [Lu2]), i.e. tels que, pour tout A > 0,

(0.13) E(@X)B(eM) = 1.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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En fait, on passe ici de H a H par subordination, i.e. H est défini
par H = By, ol (B, t > 0) est un mouvement brownien issu de 0 indé-
pendant de H, puisque

(0.14) E(e™) = B(eBr) = B(e 2V H),

4) Nous inspirant alors de 'exemple des v.a. (X1, HL; o > 0) décrites
a lalinéa 2 ci-dessus, nous cherchons ensuite & associer & une mesure ¢(dz)
sur R une famille de couples de Wald indexée par un parametre a. En fait,
ces v.a., que nous construisons dans le paragraphe II, sont associées (au
sens du théoreme 1.1.1) & la mesure e~ **¢(dx). Soyons plus précis : soit ¢
une primitive, sur ]Jag, 0o] de la fonction

(0.15) () = /000 e~ x2c(dx)

(nous faisons I’hypothese que cette intégrale converge pour a > ayg) ; fixons
alors a1 > g et définissons

[e3%

(0.16) F(a) :=exp (/ o(u) du).

(&3}

Nous prouvons alors (théoreme 11.1.2) existence d’une famille de couples
de Wald indéfiniment divisibles (X%, HE; a > ay) tels que, pour tout A > 0,

_% 2 5 . F(Oé)
(0.17) E(e 2 Ha) = Flatn exp Ap(a),
(018) E(e)‘Xa ) = W exp —)\QD(OZ)

(les v.a. (XL, HY) de 'alinéa 2 ci-dessus correspondent & F =T, ¢ = 1),
co(dz) = e /(z(1 — e ®))dz et a > 0).

Puis nous étudions, dans le paragraphe II, la dépendance en « des
couples (X HE). En particulier, nous montrons que :

esi 3 > a, lexistence de v.a. indéfiniment divisibles HY 5 (resp. X[ )

telles que Hofiﬁ + Hg ol HE (resp. X(fﬂ —|—X§ Lol XEY ou les premiers

membres de ces identités sont constitués de v.a. indépendantes,

e la convergence en loi, quand \,0, de E*QHOIZQ_|rs
ol Ty (q) est le temps d’atteinte, par un mouvement brownien standard,

du niveau ¢’ («).

vers Tii(q),

TOME 55 (2005), FASCICULE 4
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5) Soit ¢ la fonction zeta de Riemann définie, pour o > 1, par

(0.19) () =) nia

Il n’est pas difficile de vérifier que (comme la fonction I'), cette fonction
possede les propriétés requises pour faire d’elle une fonction F' particuliere.
Il existe donc (cf. théoreme V.1) une famille de couples de Wald indéfiniment
divisibles (X, HS; o > 1) tels que

,%X"H(g _ C(a) < C’(OJ)’
(0.20) E(e ) S p/\((a)
et pour tout A > 0

SAxsy _ Slaty) o )
@21 B =

La mesure c¢(dz) est ici une mesure discrete (cf. V.3). L'existence des v.a. X§
est diie & A. Khintchine [Kh]. En effet, ce dernier prouve en 1938 I’existence
de v.a. K, (a > 1) telles que
Cla+1iA)

(@)

si bien que nos v.a. X§ ne different des v.a. K, de A.Khintchine que par

(0.22) E(e?e) =

une constante :

(0.23) X

Qv

Ainsi, d’apres (0.20) et (0.21), les v.a. HS constituent «1’aspect dualy des
v.a. de A. Khintchine, de la méme fagon que les H constituent «I’aspect
dual» des v.a. logy, — ¥(a) utilisées par L. Gordon (cf. alinéa 2 ci-dessus).

Dans le paragraphe V, nous étudions cette famille de couples de Wald
associée a la fonction zeta de Riemann. En particulier, nous montrons que
la formule d’Euler est équivalente a une formule de développement en série
des v.a. HS (cf. théoreéme V.2.1), formule qui se lit de maniere élémentaire
sur les mesures de Lévy des v.a. HS.

6) Soit maintenant & la fonction de Jacobi
1 Y 1
(0.24) E(s) = 3(s = )m 2° T (55)C(s),

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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fonction qui possede un prolongement holomorphe sur C tout entier et qui
satisfait & ’équation fonctionnelle £(s) = £(1 —s), s € C. Il est évidemment
tentant de faire avec la fonction £ ce que nous avons décrit ci-dessus pour
la fonction I' et la fonction ¢. On sait, depuis Riemann [Ri] qu’il existe
une v.a. Y > 0 telle que, pour tout s € C,

(0.25) E(Y?®) =2¢(s).
Par ailleurs, P. Biane, J. Pitman et M. Yor ont donné dans [BY] et [BPY]

des descriptions de cette v.a. liées au pont brownien et aux excursions
browniennes. Par exemple, ces auteurs montrent que

loi
(0.26) Y = sup (n?)
0<s<1

ol (ns, 0 < s < 1) est I'excursion brownienne normalisée.

Revenons a (0.25). Nous en déduisons qu’il existe une v.a. XE telle que
2

anxéy = SN €)Y G+
o3 Bl =St en( ) = e
(puisque &'(3) = 0). En effet,

€3+N  EBY:tY) EYzexpAlogY)) = oA
(0.28) (O T EY B h) = E(exp AlogV),

avec une notation évidente pour la derniere égalité de (0.28). Notons
toutefois que X E n’est pas indéfiniment divisible (cf. remarque V.3.1).
2

Compte tenu de ce qui précede, il est naturel de poser la question
suivante : existe-t-il une v.a. Hg, i.e. une v.a. H > 0 telle que
1
(0.29) E(e 2 H) = &
§(3+A)
Nous donnons la réponse suivante a cette question, liée a la conjecture de
Riemann (cf. théoréme V.3.2).

THEOREME V.3.2. — 1) Si la conjecture de Riemann est vraie, il existe
une v.a. H > 0 satisfaisant a (0.29). De plus, si H est définie par (0.14)
a partir de H, alors H posséde une densité qui est une fonction fréquence
de Polya.

2) Réciproquement, s’il existe H satisfaisant & (0.29) et si la densité
de H est une fonction fréquence de Polya, alors la conjecture de Riemann
est vraie.

(Nous renvoyons a [Sch] pour une définition des fonctions fréquence
de Polya.)

TOME 55 (2005), FASCICULE 4
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En complément & ce travail, nous présentons dans l’appendice la

notion de p-couple de Wald indéfiniment divisible, avec 0 < p < % Un

tableau synthétise les différents exemples abordés dans cet article.

Par ailleurs, le lecteur intéressé uniquement par ’application de ce tra-
vail aux fonctions gamma et zeta pourra simplement lire les alinéas 1.1, I1.1,
puis passer directement aux paragraphes IV et V.

I. Couples de Wald indéfiniment divisibles.

1.1. Définition d’un couple de Wald indéfiniment divisible associé
a une mesure c.

I.1.1. — Soit ¢ une mesure positive sur R telle que
(I.1) / (x? A x) e(dr) < oo.
Ry

THEOREME 1.1.1. — Il existe deux v.a. indéfiniment divisibles X et H
telles que :

1) « pour tout A > 0,
(1.2) E(eM) = exp/ (e + Xz — 1) ¢(da) ;
0

e X est une v.a. centrée : E(]X|) < oo et E(X) =0;

e X admet un moment d’ordre 2 si et seulement si [~ a?c(dz) < oo
et B(X?) = [ 22 ¢(dz)(< +00).

2) H est positive et
e pour tout u > 0,

(1.3) E(e ™) = exp — /000(1 — e My(t)dt

ou

(I.4) v(t) == \/% /000(1 — e_xz/zt)x c(dx).

e E(H) existe si et seulement si [;° % ¢(dz) = [~ tv(t)dt < oo et

(L.5) E(H)=E(X?) = /R z? ¢(dx) ;

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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e H est une v.a. auto-décomposable.

3) (X, H) forme un couple de Wald indéfiniment divisible, i.e. pour
tout A > 0,

(1.6) B(eX) . B(e 2V H) =1,
En particulier,

1

(I.7) E(efi)‘zH) = exp — /OOO(GM + Az — 1) e(dx).

DeriNITION 1.1.2. — Le couple (X, H) satisfaisant a (I1.2) et (1.3) du
Théoreme 1.1.1 sera appelé le couple de Wald indéfiniment divisible associé
a la mesure c.

Soulignons que, dans cette définition, seules les lois unidimensionnelles
de X d’une part et de H d’autre part interviennent.

Démonstration du théoréme I.1.1. — L’existence de X résulte de la
formule de Lévy-Khintchine [Lul, p. 118]) et de la condition (I.1). Le résul-
tat sur le moment d’ordre 1 de X s’obtient par dérivation de (I1.2).
L’existence de H résulte également de la formule de Lévy-Khintchine
et de la relation

(L8) /Ooo(t A1) p(t) dt < oo,

relation qui résulte aisément de (1.4) et (I.1). Le calcul de Pespérance de H
se fait en dérivant (I.3). L’auto-décomposabilité de H est en fait équivalente
a la décroissance de la fonction ¢ +— tv(t) (cf. [Lul, p. 164]), décroissance qui
se vérifie directement & partir de (I.4). Ainsi, pour tout ¢ € |0, 1], il existe
une v.a. R, telle que

loi

(1.9) H 2 cH+R,

o, dans le second membre de (1.9), H et R. sont indépendantes. Reste &
prouver que (X, H) forme un couple de Wald, i.e. que (I.7) est vraie. Or,
d’apres le lemme 1.1.3 ci-dessous, on a

1 142 2 1
1.1 1 e N (1 — /2 Jt = (o= 1
(L.10) /O (L= P = e e )

avec z, A > 0. D’ou

0o 0o _ e_%)\zt R
= /Oo(e_Aac + \x — 1) ¢(dx),
0

ce qui prouve (1.6) et (1.7). O

TOME 55 (2005), FASCICULE 4
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LemME 1.1.3. — Soit (B, t > 0) un mouvement brownien linéaire issu
de 0 et, pour tout x > 0
T, =inf{t >0; B, = z}.

Alors, le processus (T, z > 0) est un subordinateur stable d’indice %, tel

que :
1) la densité de T, vaut x/v/27t3 exp(—z2/2t) (t > 0);
2) la transformée de Laplace de T, vaut, pour tout v > 0,
E(e—'yTw> — etV /Oo x—dte—(’yt—i-:cz/%) :
o Vomt3
3) la mesure de Lévy du subordinateur (Ty,x > 0) est égale a
dt/V2rt3;
4) pour tout X et x > 0, on a
(1.12) Ooo \/%(1 C e BNy (1 /2y gp — é(e% e —1).

Démonstration du lemme I.1.3. — Les points 1), 2) et 3) sont classiques
(cf. [RY] pour 1),2) et [Sal, p. 197, th. 30.1] ou [MNY, lemme 6.2, p. 224])
pour le point 3). Pour le point 4), on écrit le membre de gauche de (I1.12)
sous la forme

o dt 14y2 o0 dt a:2
1.13 1— e 2Nt —/ e 3
(113) 0 v27rt3( ) o V2omt3

00 efé)\Qtf:cQ/Zt dt \ 1 e~ AT
+ [ ———=2--+
0 V2mt3 x x
d’apres les points 3), 1) et 2) précédents. O

Remarque I1.1.4. — La formule (I.6) indique que la loi de X détermine
celle de H, et réciproquement. C’est une formule de dualité que nous
utiliserons pour transcrire sur X certaines propriétés connues de H.

Exemple 1.1.5. — Si nous choisissons
k.[l
c(dz) = Ia) alemh ], sode

(avec a, k > 0), nous avons
A\ —@ A
AX
(L14)  E() exp<(1+k> 1—|—ak), (> 0),
A

(115)  Ble 3¥) —exp—((1+ %)ﬂl 1+ aE), (A > 0).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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1.2. Exemples liés & un subordinateur et 4 un processus additif.

1.2.1. Exemple lié a la loi de Poisson. — Soit a > 0 et prenons pour
mesure ¢;(dz) = td,(dz) (t > 0) ot 4, désigne la masse de Dirac au point a.
Soit (X, Hy) le couple de Wald associé & ¢;. Alors on peut choisir X; et Hy
sous la forme

e X; = a(t — Ny), ou V; est un processus de Poisson standard ;

e (H:,t > 0) est un subordinateur dont la loi au temps 1 est celle
de Hl.

La densité de Lévy v associée & Hy (cf. 1.4) satisfait
e My da—1= / (1— e 2V1u(t) dt,
0

soit par dérivation
a2(1 _ e—)\a
Aa
ou (T, z > 0) est un subordinateur stable (%) indépendant de la v.a. U,,
uniforme sur [0, a]. Finalement, on a

1 @ eu /2 dqy 1/1— e /2t
1.16 P(Ty edt) = - —Jdt = - ——— ) dt
( ) ( Ua ) a ( 0 Vort3 ) a ( /2t )

(o)
) = / e 2Nty v(t)dt = a2E(e_%’\2TUa)
0

et

YORKIE ¢;—;m) (= o ) - o),

1.2.2. Utilisation de processus de Lévy et de processus additifs. —
Soit (X, H) le couple de Wald indéfiniment divisible associé & ¢ et soit
(Xt,t > 0) (resp. (Hy,t > 0)) le processus de Lévy (resp. le subordinateur)
dont la loi au temps 1 est celle de X (resp. H). Alors (Xy, H) est un couple
de Wald indéfiniment divisible associé & la mesure ¢ c(dz) (¢t > 0).

Soit encore (X, H) un couple de Wald indéfiniment divisible associé
a c. Si X est auto-décomposable, on sait d’aprés K. Sato [Sa2] qu’il existe
un processus (Hy,t > 0) (vesp.(X¢, ¢t > 0)) additif (i.e. & accroissements
indépendants, non stationnaire) tel que

loi

(Hyiyt > 0) 2 (B2H;,t > 0),  (Xpert > 0) 2 (kX,,¢ > 0),

pour tout k > 0 et ot X; (resp. Hy) a méme loi que X (resp. H). I est
alors aisé de voir que le couple (X, Hy;) est un couple de Wald indéfiniment
divisible associé a la mesure ¢;, image de ¢ par I’homothétie de rapport t.
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1.2.3. Exemple lié a4 un subordinateur. — Soit (X,,u > 0) un
subordinateur sans terme de translation et ayant pour mesure de Lévy o.
Soit f: Ry — R telle que

/Ooo/ooof(u)y duo(dy) :==C < 0.
X—C— /Ooof(u) ax

Soit ¢ I'image de la mesure o(dy) ® du par P'application de RY dans R
définie par (y,u) — yf(u). Alors :

Soit

ProrosiTon 1.2.3. — II existe H telle que le couple (X, H) soit
un couple de Wald indéfiniment divisible associé a c. De plus, on a
Jo we(dz) = C < oo.

Démonstration. — 1) Il est clair que

(I.17) /xcdx //yf o(dy)du = C < .
0 0

2) D’apreés l'une des formules clés de la théorie des processus de
Poisson ponctuels (cf. [RY, chap. XII, p. 452]), on a

E(eX) = E(eAc—Afo“’f(u) dEu)

= exp {)\C’ - /000/000(1 — MO o(dy) ds}

= exp { Ooo/ooo(e_’\f(s)y +Af(s)y —1)o(dy) ds}

= ex e z—1)c(dz
- p/O< 2z — 1) e(dz)

et il n'est pas difficile de vérifier que [ (2% A ) ¢(dz) < oco. O

1.3. Premiéres propriétés de la loi et des moments
du couple (X, H).

Soient ¢ comme dans le théoreme 1.1 et (X, H) le couple de Wald
indéfiniment divisible associé.

1.3.1. Densité de H. — Notons déja que X n’a pas de densité en
général, comme le montre ’exemple 1.2.1. Par contre, la loi de H possede
les propriétés suivantes :
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ProposiTiON 1.3.1. — 1) La loi de H admet une densité p(x) de
classe C*°.

2) Si [;° #*c(dx) < oo, alors on a p(x) ~ k/2%/?, & — oc. Sous cette
hypothése, H admet un moment d’ordre vy si et seulement si v < %

Démonstration. — 1) Nous déduisons de la formule (I.3) que, pour
tout A € R,

(1.18) E(e™) = exp — /00(1 — y(t) dt.
0

Remplagant v dans (1.18) par sa valeur donnée par (I1.4), on montre sans
peine 'existence d’une constante k telle que

(L.19) [E(™M)] <exp(=ky/IA) (A= 1),

si bien que la fonction caractéristique de H admet des moments de tout
ordre.

2) Soit p la densité de H. Supposons que fooo r*e(dz) < oo (ce qui
équivaut & [~ ztc(dz) < o0). D’aprés (1.10), on a

(1.20) E(e ) = exp — /Ooo(emz +V2xz — 1) ¢(dx).

Soit, en notant C; = [z ¢(dz) pour i = 2,3, 4,

(1.21) / (VP 4 V2xz — 1) ¢(dz) = ACy — gch?’/? +0(\?)
0

et par dérivation de (1.20),

2
(1.22) E(H?e M) = % (— ACy + gcgv/? + 0(A2))
1
= — 5+ 0(1),

2v2A

c’est-a-dire
Cs

o0
-z .2
e zop(x)der = ——
/0 p() 2v2\

Par application d’un théoréme taubérien :

+0(1).

Cs 1

p(l’) a::oo 221 565/2 '
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Remarque 1.3.2. — Sans utiliser le point précédent, on peut voir
directement que, si ¢ n’est pas dégénérée, i.e. s’il existe a > 0 tel que
c([a, 00]) > 0, alors E(H?) = co. En effet, par dérivation de (I.3) :
o0 2 o0

(1.23) BE(H?) = ( / tu(t) dx) + / £2u(t) dt.
0 0

Or

oo 7 1 0o OO B 6712/ . ol da
(1.24) /O t2u(t)dt = —\/%/o /0 V(1 Mg e(dz) dt
—1 xc(dx - _ema/2 = 400
= \/QTr/a (d )/0 \/1_5(1 Jdb=+

Remarque 1.3.3. — Les moments de X peuvent se calculer, a partir
de (I.2), en fonction de ceux de c¢. Plus précisément :

(1.25)  E(X?) =- /Oo z3e(dz),
0
(1.26) BE(X®) = 7/0 2oc(dx) — 10/O z2c(dx) ./0 z3c(dx).

En particulier, X admet des moments de tout ordre si et seulement si
o0
(1.27) Vn > 2, / z"e(dz) < oo.
0

Notons aussi que l'on a, en utilisant la définition (I.4) de v(t),

/ tv(t)dt = ka/ 2% ¢(dx)
0 0

ou la constante k, vaut

o0 dt
ko — 1— efl/Qt tafé
. / ( et

La constante k, est finie si et seulement si % <a< 5. En effet, apres le
changement de variable t = 1/u, il vient

R e N Ry TRy

L V21 Jo ue—3%  u? B V21 Jo 200F3

< du 3¢ "
—tde
\/27r/ uts /
< du
= — e*tdt/

V2 / 2 uets

a+%
\/27r/ oz—%
I TG-0o)  TIG-o

T V2m2o 3t (a— Do 2Vala—3)

dt
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Remarque 1.3.4. — Si ’on suppose que la relation
BE(@N)B(e 2N H) = 1

est vraie pour tout A réel, alors ¢ est dégénérée, ie. c¢(dx) = kdo(dx).
En effet, sous cette hypothése, X est symétrique et admet des moments de
tout ordre. En particulier, d’apres le point précédent,

B(X?) = /000:173 c(dz) = 0.

ProposITION 1.3.5. — Si [z ¢(dz) = C1 < o0, alors on a
P(X <Cy) = 1.

Démonstration. — Puisque [;°(e™** + Az — 1) ¢(dz) < ACy, pour
tout A > 0 et tout € > 0, on a
P(X > Cl _|_€) _ P(e)\X > e)\(01+6))
< ef)\(ClJra)E(e)\X)

<exp { /Ooc(e_’\w + Az — 1) e(dz) — MCy + 6)}

<exp-ACi+e—-C)=e — 0.

A—00

I.4. Réalisation de H a ’aide de la formule des fluctuations.

Nous allons voir que H peut étre réalisée (en loi) comme la valeur
d’un subordinateur explicite pris au temps 1. Soit v(t) définie par (I1.4).
Il est clair que v est une fonction décroissante de t; on a donc

(1.28) v(t) = /toc(—l/(u)) du avec — v/ (u) > 0.

Soit maintenant (Y;,¢ > 0) le processus de Lévy issu de 0 tel que

(1.29) E(e ™) =exptp(\) (A >0),
(1.30) prz/m@”ﬂ—y+MX—M@)m.
0

Notons que
o0
(1.31) /u%opﬂm&<m
0
ce qui assure que (Y;,t > 0) est convenablement défini. On pourra consulter
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[LG, p. 132-133] pour ce qui figure dans cet alinéa. Le processus (Y3, t > 0)

n’a pas de sauts négatifs et 0 est un point régulier pour ]0, 0o, i.e.
inf{t>0;Y; >0} =0 ps.

puisque

(1.32) /1t(—1/’(t)) dt = +o0

Soit S; = sup,,Ys. Dans ces conditions, le processus (S; — Y;,t > 0)
admet un temps local en 0, noté L;. Désignant par 7, = inf{t; L; > £},
la «formule des fluctuations» (cf. [LG]) donne l'exposant caractéristique
du subordinateur S, :

—ASr,\ _ p(A)
(1.33) E(e™""7¢) = exp ( 1 N )
Mais, en intégrant par parties, on déduit de (1.30) que
)\ o
(1.34) P :/ (1— e M)u(t)dt,
A 0
si bien que

1y

(1.35) E(e_i S7) = exp E/ (1—e" 22 )V(u) du).
Comparant alors (1.35) et (1.3), on a

(1.36) H2S. .

I.5. Couples de Wald indéfiniment divisibles et couples de Wald
browniens.

Le théoreme 1.1.1 fournit I'existence de couples de Wald indéfiniment
divisibles. D’autres couples de Wald sont définis dans [DRVY], couples
que nous appelerons ici couples de Wald browniens. Plus précisément, si
(B¢, t > 0) est un mouvement brownien issu de 0, T un temps d’arrét tel
que la martingale (Biar,t > 0) soit uniformément intégrable et si de plus T
et Br sont indépendantes, alors on a (cf. [DRVY, th. 2]), pour tout A réel,

(1.37) E(PT)E(e 3N T) = 1.

Ainsi, By et T forment un «couple de Wald brownien». Une question
naturelle est de chercher a décrire l'intersection de ces deux classes de
couples de Wald. En fait, les couples de Wald browniens indéfiniment
divisibles sont peu intéressants. En effet :
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ProposiTiON L1.5.1. — Soit (Br,T) un couple de Wald brownien tel
que Br soit indéfiniment divisible. AlorsT est constant et By est gaussienne
(cf. également 11.1.1, le cas p = 0, ci-dessous).

Démonstration. — Soit (T, Br) un couple de Wald brownien. Soit
h(z) = E(e*P7)(z € C). On sait (voir [DRVY, th. 2]) que h est une fonction
holomorphe, paire et d’ordre inférieur ou égal a 2. Par ailleurs, si By est
indéfiniment divisible, h ne s’annule pas (cf. [Lul, th.8.4.1, p.258]). La
décomposition d’Hadamard de h s’écrit donc (cf. [Val) :

h(z) = exp (a + bz + %022).

Mais puisque h(0) = 1 et que h est paire, h(z) = exp %022

que Br est gaussienne. La relation de Wald implique alors que

, ce qui prouve

E(e*%/\QT) = exp (f %/\20), etdonc T =c¢ p.s. O

1.6. Sur la compléte auto-décomposabilité de H.

Nous avons vu dans le théoreme I.1.1 que H est auto-décomposable,
i.e., pour tout ¢ € |0, 1], on peut écrire

loi

(1.38) H2 cH+ R,

avec H et R, indépendantes. Une question naturelle est : « peut-on recom-
mencer, i.e. R, est-elle encore auto-décomposable, et ainsi de suite 7 ». Nous
allons essayer de donner une réponse a cette question.

DerFNtTION 1.6.1. — H > 0 est dite complétement auto-décomposable
si, pour tout n et tous 71, ...,7v, (0 <~; < 1) on peut écrire

loi loi

(139) H 2y H+Hy, H Z~H, +Hy, ..., Hy 1 2 v, H, 1 + H,,

ou les v.a. Hy,...,H, sont positives, et ou les seconds membres des éga-
lités (1.39) sont constitués de v.a. indépendantes.

Plusieurs auteurs (K. Sato, Z. Jurek, W. Vervaat, etc.) ont étudié
cette notion de complete auto-décomposabilité, et également celle de p-
auto-décomposabilité (i.e. quand (I1.39) est vraie pour tout n < p), cf. ([JV],
[MSW)).
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THEOREME 1.6.2. — Soit

(L40) o(z) = /0 (; (ii)

ol o est une mesure positive telle que

(1.41) /01 (% + ﬁ) o(dB) < co.

Alors, la v.a. H associée a la mesure c¢(x)dx par le théoréeme 1.1.1 est
compléetement auto-décomposable.

Démonstration. — (i) Vérifions que la mesure ¢(z) da définie par (1.40)
satisfait a (I.1). D’apres (I.41), on a

/leQC(d;z:)/Ol/:%dx/oli(%@<oo,

/joxc(dx) = /lood;v/o1 (;(iﬁﬂ) = /01 U(Zﬂ) < 00.

(ii) Remplagons, dans la définition 1.6.1, les ; par 2. On a ainsi :

1

E(e 2/\2V%H):exp—/ (1— e 2211 (1) dt
0

e 1
= exp —/ (1- ef%vu) — 1/(%) du,
0 i

1 ( U ) 1 /Oo 2?2 1 x
V| =) =—— 1—e® “x—c(—)dx.
i\ Vv2mru? Jo ( ) Mmo\m

On se souvient (cf. [Lul, p.164]) que, dés que la fonction u — v(u) est

décroissante, alors H est auto-décomposable. Si I'on définit 'opérateur

T,, : ¢ — Ty, (c) par

1 T

1.42 T, (¢)(x) = c(x ——c(—),

(142 W (0)a) = elw) ~ —e( =

il est alors clair qu’une condition suffisante pour que H soit complétement
auto-décomposable est

(143) v, V1, T, (72 € }O’ 1[)a T’)'n °© T’Yn—l -0 T’)’lc(x) >0,

et

e}
(1.44) / (2> Ax)Ty, 00Ty c(x)dr < oo.
0
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Or on a
LodB) 1 [ty*P
T, c(x) :/0 - ;/0 Tl (0<y <)
1
1
= [ =2 etas)
et donc

1 n
T, 0---0Ty c(x)= /0 C;(iﬂﬁ) (H(l — %1+ﬂ)) >0,
1

ce qui prouve (1.43) et (I.44) d’apres le point (i) de cette démonstration. O

QuEesTION 1.6.3. — La réciproque est-elle exacte : si H est comple-
tement auto-décomposable, est-ce que ¢ est de la forme (1.40) ?

1.7. Décomposition affine de la loi stable %

Dans I’étude des marches aléatoires sur le groupe affine de R, lorsque
la marche est récurrente, de nombreux auteurs (cf. par exemple [BBE]) sont
amenés, pour décrire la mesure invariante associée a cette marche, a étudier
I’équation

(1.45) TYS+2T  (L>0)

ol, dans le second membre de (1.45), le couple (S,L) est indépendant
de T. Dans [DGY], le cas particulier important ot T' est une v.a. positive
stable () est étudié en détail. Dans ce cas, 'équation (I.45) peut s’écrire
encore

(1.46) T S54V,

o, dans le second membre de (1.46), (V,,, ¥y > 0) est un subordinateur stable
d’indice (4 ) indépendant du couple (S, L). Notre but est ici de montrer
qu’il existe un lien étroit entre I’équation (I1.46) et la notion de couple de

Wald indéfiniment divisible.

DeriNiTION 1.7.1 (cf. [DGY]). — Nous dirons que le couple (S, L)
de v.a. positives et indépendantes fournit une décomposition indépendante
affine de T si on peut écrire

(L.47) 751V,

ot (Vy,y > 0) est un subordinateur stable d’indice (1) indépendant du

couple (S,L). Nous dirons que la décomposition (1.47) est indéfiniment
divisible d’espérance finie si L est indéfiniment divisible et d’espérance finie.
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ProprosiTiON 1.7.2. — 1) Soit ¢ une mesure positive sur Ry telle
que [;°zc(dr) = C < oo et soit (X,H) le couple de Wald indéfiniment
divisible associé. Alors le couple (S,L), avec S = H/C? L =1- X/C
fournit une décomposition affine de T' indéfiniment divisible et d’espérance
finie.

2) Réciproquement, soit (S,L) le couple satisfaisant a (1.47) et
tel que L soit indéfiniment divisible de mesure de Lévy ¢, avec
E(L) = [xc(dz) < co. Alors on a E(L) = 1 et le couple (X,H),
avec X = 1—L et H = S est un couple de Wald indéfiniment divisible
associé a c. En particulier, S est indéfiniment divisible.

Démonstration. — 1) Soit L := C' — X. On sait (cf. proposition 1.3.5)
que L est a valeurs dans R . De la relation

(148) 1= E(X)E(e ¥ H)
— (e~ 3V'H) -exp{—/o (1— e ) e(dz) + )\C}

on tire E(e_)‘z) =exp— [, (1— e **)c(dx) et

(149) Bl VTe) = ¢3¢ = pe (e ).
1y277 2
= E(e*EA VL)E(Q*%A )y,
D’ou
loi

ot, dans le membre de droite, H,(V;, ¢ > 0) et L sont indépendants et
ou T désigne le premier temps d’atteinte du niveau C' par un mouvement
brownien standard. On déduit par scaling de (1.50) que

d’ott le point 1) de la proposition 1.7.2.

2) Réciproquement, supposons (1.47) réalisée avec
(1.51) E(e ™) = exp (_/000(1 - e*’\“")c(dx))
et [, we(dr) = E(L) < co. D’apreés (1.47), on a
(1.52) Ele 2Ty = e = B(e 3V S)B(e 2N 1),
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o _1,2 _ R
soit e™* = E(e”2* ¥)E(e *L). Par dérivation de (I1.52), on a

E(L)= /Ooomc(dx) =1,

d’ol
(1.53) E(e*%Azs) = exp (—/ (e 4+ Az — 1) c(dx)),
0
ce qui prouve, en comparant (1.53) avec (I.3) et (I1.6) que (1 — L, S) forme
un couple de Wald indéfiniment divisible associé a c. O

1.8. Utilisation de la subordination et le probleme de
Van Dantzig.

Soit ¢ une mesure satisfaisant a (I.1), et soit (X, H) le couple de Wald
indéfiniment divisible associé. Nous pouvons par subordination associer a H
une nouvelle v.a. H de la fagon suivante. Soit (B, ¢t > 0) un mouvement
brownien issu de 0 et indépendant de H. Définissons

(1.54) H=By

et donc

(L55) E(eT) = B(ePBr) = B(e~ 3V M),
dol la :

PrOPOSITION 1.8.1. — 1) Le couple (X, H) satisfait a
(1.56) EE@NE@E*M)y=1  (A>0).
2) H est indéfiniment divisible de mesure de Lévy D(t) dt, avec
e 1 2
(1.57) v(t) = / v(u) —— et /20 du
0 v
(ot v(u) est définie par (1.4)).

Démonstration. — Le point 1) résulte de (1.55) et du fait que (X, H)
est un couple de Wald. Le point (I.57) s’obtient par calcul direct (cf.
[Sal, p.198]). Plus précisément, si (X,,u > 0) est un processus de Lévy
et (Z;t > 0) est un subordinateur, (X¢, ¢t > 0) et (Z;, ¢t > 0) étant
indépendants, alors (Y; := Xz,,t > 0) est encore un processus de Lévy, de
mesure de Lévy vy donnée par

(158) vy (df) = / " p(u,dt) pldu),

ou p(u,dt) est la loi de X, et ol p est la mesure de Lévy de (Z;, ¢ > 0).
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Appliquant ceci a notre situation, on a

>~ 1 2
1.59 v(t :/ e V2 y(u) du
(159) 0= = (W)
puisque la densité de B, est 1/v/27u e~t’/2¢ ot y ost la densité de Lévy
de H. O
Remarque 1.8.2. — L’exemple probablement le plus connu de

subordination consiste & prendre v(t) = 1/v2nt3, la densité de Lévy
associée au premier temps d’atteinte du niveau 1 par un mouvement
brownien standard (cf. lemme 1.1.3). Cet exemple n’entre pas dans notre
cadre des couples de Wald indéfiniment divisibles, mais nous utiliserons
plus loin ce résultat. Dans ce cas, on a

o ]_ 71/2/215 ]_

7(y)d :( eV qp)d
(y)dy . T o ) dy
_ (L /""_efyz/ztdt) dy= .

2 Jo 2 Y2

C’est la mesure de Lévy de la loi de Cauchy standard.

Remarque 1.8.3. — Dans un article célebre, E. Lukacs [Lu2] décrit
plusieurs familles de couples (X, H) de v.a. telles que

(L.60) E@Y) . B =1

pour tout A appartenant a une bande d’holomorphie du plan complexe. Le
point 1) de la proposition (I.8.1) fournit, via la définition des couples de
Wald indéfiniment divisibles donnée par le théoréeme 1.1.1, de nombreuses
solutions & I’équation (I1.56).

I1. Familles d’Esscher de couples de Wald
indéfiniment divisibles.

I1.1. Définition d’une famille d’Esscher de couples de Wald
indéfiniment divisibles.

Le but de ce paragraphe est d’associer a la mesure c,(dz) =
e~ ¢(dz) (z > 0) des v.a. X, et H,, comme nous I’avons fait & l’alinéa
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précédent. Commengons par fixer nos notations. Soit ¢ une mesure positive
sur Ry telle qu’il existe ag > 0 avec

o0
(IL.1) / e 2% ¢(dz) < 0o pour tout a > ag,
0

ce qui équivaut a

(I1.2) /0 r?e(dr) < o0
et
(I1.3) / e”“e(dz) < 00

pour tout & > . Désignons par o une primitive, sur Jag, oo|, de la fonction

(I1.4) o' (a) = /000 e~ z? ¢(dx).

11 est clair que ¢’ est une fonction C° sur Jag, oo[ et que, oy étant choisi
plus grand que aq, on peut choisir

(IL5) o(a) = / (=17 — =073 o(dg).
0
Définissons, pour as > «p,

(11.6) F(a) = exp/ o(u)du, o> ag.

2

En d’autres termes, on a p(a) = (log F)' () = (F'/F)(a). Soit encore

(IL.7) Ala, A) = % exp A\p(a).

Notons que A(a, A) ne dépend pas du point as > «p choisi. Nous avons
besoin du

LemME II.1.1. — 1) La fonction A(«, \) ne dépend pas du choix de la
primitive .
2) Pour tous o > ag et A > 0, on a

(11.8) A(a,\) = exp— /Ooo(e_/\‘” + Az —1)e” " ¢(da).
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Démonstration. — 1) Soient k une constante et Ag(a, A) la fonction
définie par (IL.5), (I1.6) et (I1.7), ou 'on a remplacé ¢ par ¢ + k. On a alors
F(a) exp k(a — ag)
Fla+ M) expk(a+ A — ag)

2) Choississons la fonction ¢(a) = fooo

Ax(a, N) = exp(A(k + p(a)) = Aa, N).

(e™1% — e~ ¢(dx) pour primitive
de ¢'. On a alors

(I1.9) Ao, \) = exp {— /:Jr)\go(u) du + /\gp(a)}

= exp {/;H\du /Ooo(eo‘lz e "N c(d:c)Jr)\/Ooo(eal‘” e Nz c(dx)}
_ exp—{ /Ooox c(dx)(/(la+/\(ea1w — eTU) dy — A(e T — e*‘m)}
= exp {/Ooo(ew Az —1)e o0 c(d:r)}. 0

Nous appliquons maintenant le théoréme I.1.1 en remplagant ¢(dz) par
co(dz) = e7** ¢(dx), ce qu’il est légitime de faire, puisque d’apres (IL.1),
la mesure ¢, satisfait a (I.1). Compte-tenu du lemme II.1.1, nous avons
donc obtenu :

TutoreME I1.1.2. — Soit ¢ une mesure positive sur Ry satisfaisant
a (I1.1) (ou (I1.2) et (I1.3)). Pour tout o > av, il existe un couple de Wald
indéfiniment divisible (X, H,,) tel que :

1) Pour tout A > 0, on a

(I1.10) E(e?Me) = % exp —Ap(a)

= exp/ (e + Az — 1) e *¢(dx).
0

La v.a. X, admet un moment d’ordre 1 et est centrée; elle admet des
moments de tout ordre et on a

B(X?) = /000 2 e ¢(dx).

2) H, est positive et pour tout A > 0, on a

1,2 F(a)

(IL.11) E(e 2N Ho) = Flatn exp Ap(a)

oo
= exp—/ (1- e_%/\2t)ua(t) de
0
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_ ; > _ e—w2/2t e o(dx
(11.12) Va(t) = \/ﬁ/o (1 ) (dz).
On a
(IL.13) E(Ha) = ¢'(a)

et H, est auto-décomposable.

3) X, et H, forment un couple de Wald indéfiniment divisible, i.e.
(IL.14) E(¥)E(e M Hay =1 (A >0).
En particulier,
1

o
(I1.14) E(e_f)‘zHa) = exp —/O (e + Az — 1) e *c(dx).

Exemple 11.1.3. — Soit ¢(dz) = 327 (exp —[az + b/z]) 1,50 dz avec

v €R, a,b>0.On a ici, pour tout o > —a,

> 1 [~ b
o(a) = 7/ e  rce(dr) = ——/ 27 exp — [(a +a)x + —} dz.
0 2 Jo €z
Compte tenu de la formule de représentation intégrale des fonctions de
Bessel-Mc Donald (cf. [Er], [Leb, p. 108])
1 [*> b by 3V
—/ 1 exp—(ax—|— —) de = K, (V4 b)(—) °
2 Jo z a

on a

b ) 5(v+2)

pla) = —K7+2( 4b(a + «) ) (a o

D’autre part (F'/F)(a) = ¢(a), d’out
log F(a) = % /0 7 exp — {(a +a)r+ 2} dzx

b )%(er)
a+ a '

=K\ ( 4b(a—|—a))(

Finalement, on a dans cet exemple

[E(e’\X")}_1 = E(e_%’\zHQ) = % expAp(a) (A>0,a> —a)

b )%(VH)
a+ «

= exp {K7+1( 4b(a +b) ) (
b 3(r+1)
a+a+ )\)

— AK12(V/4b(a + a)) (a i a)%(v+2)}.

— K1 (VA(at+a+3) (
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I1.2. Caractérisation d’une famille d’Esscher de couples de Wald
indéfiniment divisibles.

Pour simplifier les notations, nous établirons le théoréme 11.2.1 (qui
est une réciproque du théoreme I1.1.2) avec ap = 0.

TaEOREME I1.2.1. — Soit ¢ : Ry — R une fonction réguliére et soit F
définie par

F(a) = exp /104 o(u) du (a > 0).

Supposons que pour tout o« > 0, il existe une v.a. X, telle que I'on ait,
pour tout A > 0,

(I1.15) E(eMe) = T) exp —\p(a)
=ex - e N\ r — 1) co(x) dz,
— exp /0 (€ 4 Az — 1) cale)d

ol ¢, est une fonction réguliére de « et de x. Alors, il existe une fonction
c(x) > 0 telle que la mesure ¢(x) dzx satisfasse a (I11.1) et telle que

(11.16) o' (a) = / e g c(x)dr  (a>0).
0
Démonstration. — Prenant le logarithme de (I1.15), on a

log F(a+ ) —log F(a) — Ap(a) = /Ooo(e)‘m + Az — 1) co () da.

En dérivant cette identité, d’une part par rapport a A et d’autre part par
rapport a «, on obtient

(IL17) ola+ ) —p(a) = /Ooo(x e Mo (z) + xca(x)) dz,

(IL18) w(a+ A) — p(a) — A (a) = /Ooo(e_’\x + Az —1)c,(z) dx,

ou ¢, est la dérivée de ¢, (x) par rapport a a. Soustrayant (I1.18) a (IL1.17)
membre & membre, on obtient

¢ () = /000 [—2e Meo(7) + 2ca(x) — e e (2) — Av dy(2) + ) (2)] da.
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Dérivant de nouveau par rapport a A :

(I1.19) ¢'(a) = /000 (e (2%ca(z) + 2 (7)) — 2 )y (2)] da.

Le membre de gauche de (I1.19) ne dépendant pas de A tandis que celui de
droite est une transformée de Laplace en A, on en déduit

(11.20) o' () = — /000 zc (z)dz,
(I1.21) zco(z) + ) (z) = 0.
L’équation (II.21) s’integre, et on obtient

Ca(r) = k(z)e ™,

avec k(z) > 0 puisque ¢, (z) > 0. Finalement, d’apres (I1.20)

¢'(a) = / e " 22k(z) da. 0
0

I1.2.2. Comment reconnaitre qu’une fonction A(a, X) est de la forme
F(a)/F(a+ \)exp Ap(a) ?— Laréponse a cette question est donnée par la

ProprosiTioN I1.2.2. — Soit A : g, 00[ X Ry — Ry réguliére. Pour
qu'il existe une fonction ¢ : g, co[ — R réguliére telle que

exp f;l o(u) du
ex

AN\ a) =
exp foiJr)\ p(u) du

p (Ap(@)), (o1 > ap),

il faut et il suffit que
(i) 0%log Ala, \)/ON? = —¢(a + N),
(i) limy_oA~2log A(a, \) existe pour tout o > ay.

La démonstration de cette proposition est laissée au lecteur.

I1.3. La transformation d’Esscher.

Dans I’étude des processus de Lévy, la transformation d’Esscher
counsiste & changer la loi d’origine d’un processus de Lévy (Xy,t > 0) au
moyen d’une martingale exponentielle de la forme exp{A\X; —t1)(\)} pour A
tel que E(exp AX;) < oo (cf. [Sal]). Cette terminologie nous semble bien
adaptée a la discussion qui suit.
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DerFiNITION 11.3.1. — Soit X une v.a. telle que E(e’X) < oo pour un
certain p > 0. On appelle transformée d’Esscher d’ordre pla v.a. X dont
la loi est telle que
E(f(X)e"Y)

E(erX)
pour toute f borélienne bornée (ou positive). Dans le méme esprit, si H > 0,
nous désignerons par H® la v.a. dont la loi satisfait &

E(f(H)e 31°H)
E( e*%“zH)

(11.22) B(f(X®)) =

(11.23) E(f(H")) =

ProrosiTiON I1.3.2. — Soit (X4, Hy), avec a > oy comme dans le
théoreme 11.1.2.

1) Pour tout o > ag et o > 0, on a

(I1.24) XMW 2 X+ k(o p)

avec

(I1.25) k(o p) = /Oox e (1 — e ") ¢(dx).
Notons que '

(11.26) k(a, ) = p(a+ p) —p(a) = 0.

2) Pour tout a > ag et >0, on a

o loi

(1L.27) HY) = Hotp + To(atu)—p(a)
ol

o plat p) — pla) = [ e (1 — e )e(dr) = Kl 1);

® T (a+u)—p(a) 6st le temps d’atteinte par un mouvement brownien
issu de 0 du niveau ¢(a + p) — (a);

® Hoyy et Tyatp)—yp(a) sont, dans le second membre de (I1.27),
supposées indépendantes.

Démonstration. — 1) On calcule E(e*gém) en utilisant (I1.22), puis

on utilise (I1.10).
2) On utilise
Blexp—1(0® + p2)H,)
E(e~ 21 Ha)
puis on utilise (IL.11) et (I1.12). O

E(e_%)‘zH&M) =
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I1.4. Les accroissements de X, et de H,.

Observant que, dans le théoreme II1.1.2, les mesures de Lévy
co(dz) = e *c(dx) et vo(t)dt sont des fonctions décroissantes de «,
on en déduit la

ProrosriTion I1.4.1. — Pour tout 8 > a > «g :
1) I existe une v.a. X, g telle que

loi

(11.28) Xo = Xﬁ + Xa’ﬁ,

ot le second membre de (11.28) est constitué de v.a. indépendantes. La
v.a. X, g est indéfiniment divisible et

woy = B Flat+A) ) —
(I1.29) E(eM )*F(a) FG P Ap(a) = ¢(3))

— exp / (6= 1 Az — 1)(e=% — o=57) ¢(da),
0

2) 1l existe une v.a. Hy g > 0 telle que

loi

(11.30) H,= Hg+ H,p,

ot les v.a. dans le second membre de (I1.30) sont supposées indépendantes.
La v.a. H, g est indéfiniment divisible et

P RN i O A C e )
(IL31) B(e*H )= T3 Fla+ N pA(p(a) — #(8))

= exp —/ (1- efé)‘%)(ya(t) —vg(t)) dt.
0
3) Le couple (X 4,3, Ha,3) est un couple de Wald indéfiniment divisible
associé a la mesure (e~%% — e=P%) ¢(dx), i.c.
(11.32) E(Xer)Ble 2N Hos) =1 (A>0).

ProrosriTion 11.4.2. — Pour tout 8 > a > «y :

1) II existe une v.a. Go,g > 0, indéfiniment divisible, de mesure de
Lévy (e~ 2% — e=P%) ¢(dx) telle que

(IL.33) E(exp —AGq,3) = exp — /000(1 — e M) (e7 — o) ¢(dx)

_EB) Fla+X)
 F(a) F(B+ ) (A2 0).
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2) On a

loi

(I1.34) Hop+ T, 5 = ToB)—p(a)

ou Ty, désigne comme précédemment le temps d’atteinte du niveau k par un
mouvement brownien issu de 0, et ot les éléments H, g, (T, u > 0) et Go 3
dans le membre de gauche de (11.34) sont indépendants.

Démonstration. — 1) Utilisant la définition (I1.6) de F', on a

(B) Fa+N) B 8
i(—g)?(ﬁ—ii) —exp</ouFA @(U)duf/aw(u)d@

B o]
= exp—/ du/ (e7u® — o= (WHNT)p o(da)
a 0

(d’apres la définition (IL.5) de ¢)
B

= exp — /000(1 — e )y c(dm)(/a

=exp — - — e M) (7T — 7B o(dx
—exp— [ (1= e )e(da),

e v du)

ce qui prouve le point 1) de la proposition (notons que la mesure
(e — e7P%)¢(dr) integre la fonction x au voisinage de lorigine
d’apres (11.1)).

2) Pour obtenir (I1.34), il suffit maintenant d’écrire

—r gy F@FB+N ~ ola
E(e 3¥H )= F@) Flat ) Ap(B) = e(a)),

soit encore

o~ Me(B)—e(a)) _ E(e*AGa,ﬁ)E(e*%AZHa,ﬁ)
et puisque @ est croissante, on a ¢(8) > p(«a) et
E(e_%AQT«p(B)*Ma)) = E(eiéAQTGa,ﬁ )E(e_%)‘zHa,B) 0O

I1.5. Comportement asymptotique de e ' H, . quand ¢ \,0.

Nous allons maintenant utiliser la proposition I1.4.2 pour décrire le
comportement asymptotique des v.a. Hy o4 quand € \,0.
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TuEOREME I1.5.1. — Pour tout o« > ay, on a

1 loi
(11.35) ?Ha,orl»a a—\o) T (a)s

ot Tyr(q) est le temps d’atteinte du niveau ¢'(c) par un mouvement
brownien issu de 0 (notons que ¢'(a)) > 0 d’aprés (11.4)).

Démonstration. — Rempla(;ant 0 par a + ¢ dans (I1.34), on a

1 101 1
(11.36) s Haare - TG 2 Le(ate)—¢(@)

a,a+4e

puis, par changement d’ echelle,

1 loi
(TL.37) E_QHO"”“rE T 1160 0re = Lot (p(ate)—p(a)):

[T est clair que T.-1(y(ate)—p(a)) Loi, ' (a)- Le théoreme I1.5.1 sera donc
e\0

prouvé si nous montrons que
1
—Ga,a+e — 0 en probabilité.
e\ 0
Or, d’apres (I1.33), on a
(I1.38) E(e s Caate) = exp— / (1— e 7)o (1 — ¢=°%) ¢(da).
0
Mais :

o (1— e—)\aflw e~ aT(] _ g—€w 0;
( ) ( ) E—\(;

e l'inégalité 1 — e < u (o w > 0) implique
-1 . - A\x .
(1 _ e—)\e ll)e—al(l o e—EL) < 2% epem 0% — )\33‘2 e T
g

Puisque [~ 2% e ¢(dz) < oo d’aprés (IL1), le théoréme de convergence
dominée de Lebesgue implique
(11.39) lim E(e™* Ceoote) 1,
e N0 e\.0
ce qui entraine que e 1G4 44 tend vers 0 en probabilité quand e\,0. O

Remarque I1.5.2. — Le théoreme de Kolmogorov permet de construire
deux processus (Hy,a > ap) et (X,,a > 0), c’est-a-dire continus & droite
et limités a gauche, a accroissements indépendants, non stationnaires et
tels que les trajectoires de H, sont p.s. décroissantes. Traduit en termes du
processus H,, le théoreme précédent implique

loi

11.40 H, — H, T,
(I1.40) 6( @3 (@)
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IT1. Famille d’Esscher de couples de Wald associée
ac(dx) = kodx/x3 #, u > 0.

I11.1. Définition des v.a. X # et HEH.

Soit ke d
T
c(dz) = %7 (ko >0, u>0).
T
On a bien str
> k
—ax .2 0
(I11.1) /0 e a5 dz < co.

Nous obtenons donc, en appliquant le théoreme I1.1.2 & cette mesure c
particuliere, une famille de v.a. que nous noterons X((f ), H((f ) La dépen-
dance en ko sera omise, sauf mention particuliere (o > 0,u > 0). La
fonction ¢’ définie par (IL.5) vaut ici

o dz
(I11.2) o' (a) = ko/o e " e ko T(p)a™".
Nous choisirons
koT
(111.3) pla) = oL i)

1—p
et nous examinerons séparément le cas p = 1. Détaillons notre résultat.

IIT.1.1. Le cas p = 0. — Bien que nous ne puissions pas appliquer
ici le théoreme I1.1.2 (puisque 'intégrale (II.1) diverge), une application
formelle du théoreme I1.1.2 conduit a

B(e M H) = exp { % ko(a? — (a+ A)?) + koda} = exp — % Nk,
si bien que H&O) est constante et X&O) est gaussienne (ces v.a. ne dépendent
pas de «). Bien stir, ce cas est a rapprocher de la proposition I.5.1.
II1.1.2. Le cas 0 < p < 1.

kol'(1)
I—p

o(a) =ka'™ avec k=

On a donc, avec X > 0,

. 2—p 2—p
(IIL4)  E(e M Hi) = exp { k;‘ - k(o‘; VT kAalf“},
—u —u
3 2—p 2—pn
(IIL5)  B(MX) = exp{ _kaTR | Kot VT kmlfﬂ},
2—pn 2—p

7w2/2t) e—aT ko dx X
T2

(I11.6) vh(t) = % /000(1 —e
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Dans cette situation, on peut faire « = 0 :

k
(IIL.7) E(e ¥ Hy = exp —— N (A2 0),
—p

k
(IIL8) E(X") = exp - M/\H‘ (A > 0).

En particulier, H(g“ ) suit une loi stable unilatére (positive) d’indice (2 — p)

alors que Xé“ )

II1.1.3. Le cas p = 1. — Au lieu d’utiliser (IIL.3), il convient de
prendre ¢(a) = kloga (avec k > 0). On a

suit une loi stable d’indice 2 — p.

A\ —k(a+)

(IIL9) Be 1) = (14 2) exp Ak,
(0%
AN k(a+)

(IIL.10) By = (14 2) exp — Ak
(0%

et c(dz) = k/x?dz. Ces v.a. ont déja été étudiées par G.Letac [Let],
(cf. IIT.4 ci-dessous).

II1.1.4. Le cas > 1, p # 2. On a, avec A > 0,

132 (0 K’ !
[ML11)  B(e VA = { - 2-p \)2-0
(IIL11)  E(e™2 ) = exp e +2_u(a+ )
— k’/\alfﬂ},
/ !
(I11.12) E(ed) = exp { LA (a+ A2 H
2—pn 2—pu
+ k'mlfﬂ},
K(p-1) 1 , L'(p)
1111 dz) = L~/ dz, K = —ko—2 > 0.
( 3) c(dz) T 7 x, T, >0
II1.1.5. Lecas p = 2. — On a
ki
plo) == (ko >0),
_l)\ZHff) o A ko _)\k‘o
(IT1.14) E(e~3¥HY) = (1+ a) exp— =2

>\X(<x2) - i —ko )\k‘o

(IT1.15) BN = (1+ a) exp =2
D1

et donc Xf) = E(ko — Yko)>»

c(dz) = ko dz.
x
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I11.2. Etude du cas 1 = 2.

Le cas particulier 4 = 2 conduit & des propriétés remarquables. Nous
serons d’ailleurs amenés, dans le paragraphe IV consacré a la fonction
gamma, a le rencontrer de nouveau. Nous désignons par HéQ’k) et Xg’k)
les v.a. définies par (II1.14) et (III.15) (avec ko = k). Nous noterons plus

simplement H&m et Xa2 lorsque k = 1.

ProrosiTioN I11.2.1. — 1) Pour tout @ > 0 et tout k > 0, on a

(IIL.16) QZHER D gER o x (2 B xR,
2)
(IIL.17) H£2) a méme loi que %7%,

oti vy est une v.a. de loi gamma (3) (cf. [Yol, p. 111]).

3) La densité fc(f) de Hg) est donnée par
(I11.18) 2 (z) = 1 exp ( - L) 1,>0.
“ a3V 2mab 202z -

Démonstration. — Le point 1) est une conséquence immédiate de
(IT1.14) et (I11.15). Le point 3) découle, apreés quelques calculs élémentaires,
du point 2). Montrons 2) (cf. [Yol]). Nous avons, d’apres la définition des
lois gamma,

2 1 1 o)
(II1.19) E(exp—/\— ) = —3/ e N Mrys o
2 2ys I'(5) Jo

Par ailleurs, il résulte du lemme 1.1.3 que

0 =A% /4y3 A ® Njae —1 o Y
(I11.20) 5E(e 2)21"(%)/0 e M /ATyT s e dr = — e

puisque I'(3) = 1 /7. D’autre part, il résulte de (II1.14) que

0 _1y277(2) 0 _ —
gy (B = (14 0 e = -xe 0
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III1.3. Caractérisation des lois H((f’k).

Nous allons voir que, parmi tous les couples de Wald associés a une

(2,k)

mesure c¢(dz), la propriété d’échelle (II1.16) caractérise les v.a. Hy'™’.

TueorEME I11.3.1. — Soient ¢(dz) (avec ¢ # 0) une mesure satisfai-
sant (IL.1) et (Xq, Ha; > 0) la famille d’Esscher associée par le théo-

reme I1.2.1. Supposons que, pour tout o > 0,
(IT1.21) o’H, 2 H.
Alors il existe k > 0 telle que c¢(dx) = (k/x) dx, et pour tout o > 0,

(IT1.22) H, 2 g,

Démonstration. — Soit ¢ définie par (I1.4) et (I1.5). Par dérivation

de (I1.11), nous avons

[ed]
_1

(I11.23) ola+ ) —p(a) = /O tem 2Nty (4) dt.

Effectuant le changement de variable t = u/a?, on a

& U 2 2 u du
(IIL24) (o +A) — pa) :A/ ety (1)

0 a2/ o?
o0
= l/ Au e_)‘zu/zo‘zul(u) du
a Jo o
en utilisant (II1.21). D’ou
(II1.25) ola+2) — pla) = = [ap(l + 5) - ga(l)]
! et

Dérivant (II1.25) par rapport a A, puis prenant A = 0,
1

(111.26) (o) = el ¢'(1).
Soit k = ¢'(1) > 0. Nous avons
k k 1
Jo) =2 plo)= -5 Flay=
et donc
1,2 F(a) A\ kA
Ble—$3Hay — 119 =(1+2 -z
)~ Dyt 1+ 2)

ainsi que ¢(dx) = (k/x) dz.
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I11.3.2. Calcul de la mesure de Lévy associée a la v.a. }ALgQ). — Soit
Hff) définie & partir de Hg) par subordination (cf. proposition 1.8.1).
On a donc

@) = pe 1) = (14 BDyenire (e,

Le but de ce qui suit est de calculer la mesure de Lévy v(t) d¢ associée
a H?. Soit ¥(1,1,.) la fonction hypergéométrique confluente de seconde
espece (cf. [Leb, p. 263]), définie pour |Arg z| < .

ProrosriTioN I11.3.2. — La densité de Lévy U(t) est donnée par

101 1
11127 At:—{— — Im((1, 1, —ialt } t € R).
e o= {5+ g m L)} (eR)
Démonstration. — Puisque la densité de Lévy v, (t) associée a HY
vaut

1 >~ —Qxr 7{132
l/a(t) = W/O € (1 — € /2t) dx

on a, par subordination (cf. proposition 1.8.1)

N o) dt e’}
Va(y) _ / e eny/Qt/ efaac(l _ efz2/2t) dz
0 0

27t?

1 [~ /1 1 o

- (—z—ﬁ)e dz

m™Jo \Y e +y

:l{%_i/we—aw\z%}
mlay lyl Jo I+z

L)),

mlay® |yl

ou nous notons

< 4, du
k(ﬁ):/o eﬂH—uQ (8> 0).

Il s’agit donc de calculer cette fonction k. Mais, apres avoir écrit

1 ) 1 1
1+u? B §<u+z a u—i)
on déduit k(8) = —Im(K (i3)) avec
K(z) = {e [0 e /wdw sizeRy,
¥(1,1,2) si|Argz| <
(cf. [Leb, p.272]). La proposition II1.3.2 s’en déduit alors sans peine. O
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II1.4. Une remarque sur le cas p = 1.

Les v.a. Xél), HY définies par (II1.9), lorsque k = 1, satisfont &

71/\2HC(11) . é —(Ata) A
(IIL.28) Ble 3y = (14 a) o,
)\ a+A
(I11.29) Elexp \(XD +1)) = (1 + —) ;
(0%
soit, en posant Y, := exp(1l + Xél)),
A a+A
(IIL.30) B = (1+ E) (A>0).

Ces v.a. ont déja été étudiées par G. Letac [Let] et fournissent une
caractérisation de la loi gamma de parametre a. Plus précisément, le
théoréme suivant est prouvé dans [Let] :

TutoreME II1.4. — Soit o > 0 fixé, U et V deux v.a. positives indé-
pendantes, la loi de V' étant définie par

(IIL.31) BV = (1+ 2)““ (A > 0).

Alors U(exp —(U/a))V et U ont méme loi si et seulement si la loi de U est
une variable gamma de paramétre «.

IV. La famille d’Esscher de couples de Wald
indéfiniment divisibles associée a la fonction Gamma.

IV.1. Définition des v.a. X! et H..

Soient I' la seconde fonction d’Euler
(Iv.1) I'(z) = / e “u" "t du (z>0)
0

et ¥ sa dérivée logarithmique

1'\/

(IV.2) V(@)= §

(x), T(z)=exp /jw(u) du (x> 0).
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On sait (cf. [WW, p. 250], [Pa] ou [Leb]) que

/ . 1
(IV.3) V' (@) = 7;) A
(IV.4) — /0 le_:i dz.

La fonction 1) est une primitive de ¢’. Elle vaut, d’apres la formule de
Gauss (voir [WW, p. 247])

(IV.5) P(a) = /0 N (e—_t— " )dt.

t 1—et

En appliquant les formules (I1.4)—(I1.7) avec ¢(dz) = (x(1—e~2%))"tdz
et en notant ¥ ce qui est appelé ¢ dans (IL1.5), afin de conserver la notation
classique de ¥ pour la dérivée logarithmique de T, il vient

1 , [ memo®
V6 elde) = s e, V(o) = /0 .
__I(a)

La mesure c(dz) définie par (IV.6) satisfait aux hypotheses du théo-
reme 11.1.2. On a donc :

TuroriEME IV.1.1. — Pour tout o > 0, il existe des v.a. X\ et HY
indéfiniment divisibles telles que

1) Pour tout A > 0, on a

(IV8) B = % exp — (@)
=ex - e M T — i T
o [ ) e,

E|X!| < ooet E(XL)=0. La v.a. X a des moments de tout ordre.

2) Pour tout A > 0, on a
1,2 F(a)
IV. E(e ¥ Hay = Y
(Iv.9) (e ) EESY exp Mp(«)

oo
= exp —/ (1- e_%)‘%)ua(t) dt,
0
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avec
2

1 1 —e /2
IV.10 () = T dg,
( ) va(t) el T —o © x

> 1

IV.11 E(HE) =9/ (a) = S
( ) (H,) = (a) ;(n+a)2

et H. est auto-décomposable.
3) Le couple (XL, HY) est un couple de Wald indéfiniment divisible
(IV.12) B(M)B(exp—A2HE) = 1.

Remarque 1IV.1.2. — On peut montrer aisément que la fonction
I'(a)/T(a + A) exp(Ak) est la transformée de Laplace en 1A* d’une v.a.
positive si et seulement si k < 1(a). Dans le cas a = 1 (et ¢'(1) = —7,
oy =0,577215... est la constante d’Euler-Mascheroni), ce résultat a été
prouvé par Hartman [Ha]. Notre théoreme IV.1.1 est donc une extension du
résultat de Hartman et nous appellerons les v.a. H. des «v.a. de Hartman
généralisées ».

RemarqueIV.1.3. — Soit 7, une v.a. de loi gamma de parametre a, i.e.
I(a+ )
1v.13 E(yN) = T2,
(1v.13) (02) = ~Frg

La formule de dualité (IV.12) peut donc également s’écrire
(IV.14) E())E(exp— 3 A HY) = exp M(a).

En d’autres termes,
(IV.15) XE 2 (logya) — ¥(a).

Nous utiliserons la formule (IV.14) pour transcrire sur les lois v des
propriétés des v.a. HL. Nous retrouverons ainsi des résultats de L. Gordon
[Go] qui obtient des démonstrations probabilistes de certaines propriétés
de la fonction gamma a partir de propriétés probabilistes des v.a. 7,
(cf. également [Gr]).

Remarque IV.1.4. — 1l est montré dans [RVY] que, si (Rs,s > 0) est
un processus de Bessel de dimension 2, issu de xg, alors

" ds I'(3)
IV.16) E, a2 =) ~ —127
a1 B (w2 ) = 7p oy

Ainsi la loi de HY «apparait naturellement » liée au comportement asymp-

exp A(log 22 — logt — log 8).

2
totique d’une fonctionnelle du processus de Bessel de dimension 2.
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Plus généralement, soit (X¢, t > 0) un processus de Wishart d’indice v,
a valeurs dans 'ensemble des matrices m x m, réelles et symétriques (cf. [Br]
et [DDMY]). Notons

(IV.17) S=m+1+2w

la «dimension » de ce processus et QS') sa loi, lorsque Xy = x. La relation
d’absolue continuité (cf. [DDMY]) suivante généralise la relation d’absolue
continuité pour les processus de Bessel (cf. [RY, chap.XI]; voir égale-
ment [Yo3]) :

detXt)%V ( V2
ex

t
W) _v
av.ig) QL m—(dem 5 /O Tr(X, )du)QL EX

Nous déduisons de (IV.18) par changement d’échelle que

1

(IV.19) E“”(exp—— / Tr(X N“)ZE?’((dietti)W)

1,
_ (det x)z¥ W

(IV.20) B

((det X1)27)

avec y = %ml/. Puisque, d’apres [Mu, p. 99], on a

v 1, —lmul—‘m % o6—v
(IV.21) E((det X;)3") =273 W
(IV.22) Lp(a) = Hr(a - 1(i-1)),

nous déduisons de (IV.20) que

2
(IV.23) "B (exp f% / Tr(X; 1) du)
0 T+ Lk L)

27%mlldt %U
(deto) 2 [ T(1+ 2k +v)

t—o0
k=0
Le membre de droite de (IV.23) est égal &

5)
)

m— Lk
X + =
(Iv.24) H QE ) exp — (1og det x — mlog?2).
k=0 +3
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Notons d’autre part H g ,» la v.a. positive telle que

_% 2 (Ep - F(a) ep a

Nous déduisons de l'autodécomposabilité de Hg’p Pexistence d’une
v.a. R | telle que
7P

r loi r r

(IV.26) H,,= H ot R%4 s
Nous déduisons de (IV.26) et de (IV.25) que

—1)2RT I(a+ l)\) Ap
Iv.27 Ele 27 Twir)y=_~_ 27/ 2r,
(1v.27) o b = TS e

. . r r r
Soient maintenant Rl, R 14+1.1, RIJrZ 1 "’R1+m2—1,%,p des

v.a. indépendantes de lois donnees par (IV 27), avec

log det
IV.28 = — -1
( ) P mlog 2
On a alors, d’apres (IV.27),

27)71

(IV.29) E(exp——ZR i)

B H F(1+%k+§y)

log det z — mlog 2
F(1—|—%k+u) exp — (ogex mlog?2).

k=0

Comparant alors (IV.24) avec (IV.29), nous en déduisons que

t“/Eg(ﬂo)[expV;/tTr(X )du} t—»E(expf—ZR1+ klp>

ce qui établit un lien étroit entre les processus de Wishart et nos v.a. HY
de Hartman généralisées.

Remarque IV.1.5. — Revenons maintenant aux v.a. Gos (0 > «)
définies par la proposition I1.4.2 et ou la fonction F' est maintenant égale
a I'. Nous avons donc, pour é > a,

AGu sy mf(a + /\).
(IV.30) E(e ) =1 @ TGN
Alors
(IV.31) Ga,s = —10g Bas-a

oll B4 ,5—q est une v.a. de loi béta de parametres a et § — .
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Démonstration de la remarque IV.1.5. — On déduit de la relation

classique by
Ya A A
E(—2% ) E(yam) = B(x)
() BOws) =BG
(qui découle de l'algebre beta-gamma, cf. [CY, p. 93]) que 'on a
B(3,) = Il@a+b) T(a+A)
@ Tla+b+A) T(a)

Dol B(B) 5_,) = E(expA0g(Bas-a)) = E(e™ %), O

a,0—a

IV.2. Les cumulants de H! et la fonction d’Hurwitz.

La fonction ¢ d’Hurwitz est définie par
|
VI1.32 = -
(VIR2) ) = Y

n=0

En particulier, pour a = 1, {(s, 1) est la fonction ¢ de Riemann :

(Res>1, a>0)

— 1
V.33 1) = = — Res >1
(IV.33) ((s,1) = C(s) ;n (Res > 1)

TutoriEME 1V.2.1. — La transformée de Laplace de HY est donnée

par la formule

e -1 n—1
(IV.34) BE(e#YH) = exp (Z %)\”C(n, a)).

n=2
En particulier, on a

1 > —1)n-t
(IV.35) B(e 3"H1) = exp (Z %Ang(n)).
n=2

Démonstration. — Il n’est pas difficile de voir, & partir de (IV.32) que

o n—1_ —ax
(IV.36) C(n,a) = F(ln) /0 x1—2*$ da.

Par ailleurs, d’apres (IV.12) et (IV.8), on a

E(e_%VHg) = exp— /oo(e_)"” + Az — 1)& dz
0 z(l—e7)

B oS} )\nxn—l e—ax
= expz (-1t /0 P R p— dx

_T)\”C(n,oz) d’apres (IV.36). O
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IV.3. La formule d’addition.

THEOREME IV.3.1. — Pour tout entier n et tout o > 0, on a

101
(IV.37) Z Hy s

ot le second membre de (IV.37) est consmtue de v.a. indépendantes.
Démonstration. — Présentons brievement deux démonstrations.

1) Utilisant la formule (IV.9), il vient

E(e_%AzH}:) = o) exp A Y(a).

F(a+A)
Il s’agit donc de voir que
I'(na) T T+ b k
(TV.38) m exp nA\Yp(na) = kl;[(] m Xp 77[1( n>

Mais (IV.38) résulte de la formule de multiplication de Gauss (voir [WW,
p. 240))

n—1
1 nz— k

2) Une autre approche pour prouver (IV.37) consiste & utiliser
(oo}
(Iv.40) E(e_%)‘zH‘E) = exp—/ (I—e —3\ g (t) dt
0

et a lire (IV.37) sur les mesures de Lévy v, données par (IV.10). Ainsi,
(IV.37) est équivalente a
e—naw e~ Nz (a+k/n)

(IV.41) T —Z = (z > 0),

ie.,posant e ¥ =¢<1,a

(IV.42) O
1—gq q I;J 1—qn
Remarque 1V.3.2. — On obtient une démonstration probabiliste

élémentaire de la formule de multiplication de Gauss en utilisant la seconde
démonstration du théoreme IV.3.1. Par ailleurs, en termes de v.a. H'
(cf. proposition 1.8.1), (IV.37) s’écrit

oi 1
1 Z a+k/n:
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CoROLLAIRE IV.3.3. — Faisant a = 3/n dans (IV.37), on a

n—1
rloi 1 r
(IV.43) Hy = — > Hy ko jn-
k=0

En particulier, la loi du second membre de (IV.43) ne dépend pas de n.

COROLLAIRE 1V.3.4. — Prenant n = 2 et o = % dans (IV.43) et
itérant la relation obtenue, il vient

(o]
loi —on
(Iv.44) Hf =3 27", Hi
n=1

ot dans le membre de droite de (IV.44), les v.a. () Hi ,n > 1) sont i.i.d.
2
de loi HY.
Lue a Paide de (IV.9), la formule (IV.44) s’écrit
3+27"))

(IV.45) T(14)) =22 ﬁ F(T

C’est la formule de Knar (voir [Er, vol. 1, p. 6] et également [CY, exer-
cice 4.5]).

n=1

Lue sur les mesures de Lévy des v.a. Hi et HY, (IV.44) est équi-
2

valente a
27L7 1

q q o

1V.46 —_ = =e 7 <1,

(IVv.46) > L & 1-q q
n>1

formule qui se vérifie aisément. Ainsi, la formule (IV.46) fournit une

démonstration élémentaire et probabiliste de la formule de Knar.

Remarque IV.3.5. — Exploitant la formule de dualité (IV.14), le théo-

reme IV.3.1 admet la traduction suivante sur les v.a. gamma :

n—1 y . 1

1/n oi

(IV47) H 'ya—i-k/n == E'Ynaa

k=0
ol les v.a. du premier membre de (IV.47) sont indépendantes. Cette formule
a été obtenue par L. Gordon [Go, th. 6, p. 131] (cf. également [CY, p. 99]).
De méme, la formule (IV.44), lue dans la dualité (IV.14), conduit &

loi bt -p
(IV.48) s =TIV,
p=0
ou, dans le second membre de (IV.48) les v.a. (Np,p > 0) sont ii.d. de
loi M(0,1).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



COUPLES DE WALD INDEFINIMENT DIVISIBLES 1263

IV.4. La formule d’addition caractérise la fonction Gamma.

101

Nous avons vu au paragraphe III que la formule o?H, H,

caractérise les v.a. Hé“ ) avec p = 2. Dans le méme esprit, nous avons :

TuaEOREME IV.4.1. — Soit ¢ une mesure satisfaisant a (11.1) et H,, les
v.a. associées par le théoréme 11.1.2. Supposons que, pour tout n,

n—1
loi 1
(IV.49) Hpo = — Z Hy b/
ott les v.a. (Haq/m, k =0,1,...,n — 1) sont indépendantes. Alors, il existe
k> 0 tel que c¢(dz) = k/(z(1 — e ®))dz et
A2 I(a) \*

IV. E( f—Ha> - (4) k().
(IV.50) exp —— Tat ) exp kA (a)

Démonstration. — Les notations sont celles du théoreme I1.1.2 :

¢(dz), ¢, F et A. Ecrivant la relation (IV.49) sur les mesures de Lévy, nous
avons

(IV.51) 12 m( ;) = Zua+k/n

Notant v/, (u) la dérivée de v, (u) par rapport & «,

1
n2 Vnoc ( ) Z Va+k/n

d’ou 'on tire
) 1 u a+1
W52) tm () = [ @8 = v - va(.

Notons

(IV.53) Pa(t) = v (u) — Vot (u).

La mesure p,(u) du est la mesure de Lévy de la v.a. Hy 41 (définie par la
proposition 11.4.1) et d’apres, (IV.52), nous avons, pour v > 0 :

p1(u) = %Pv (%)

Soit, en d’autres termes, pour tout o > 0,

loi

(IV54) (0% Ha a+l = H1 2.
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On peut donc appliquer le théoreme II1.3.1 & ces v.a. Hy 41 ¢ il

existe k > 0 (avec k = ¢'(1) — ¢'(2) > 0) tel que Hy 41 est associée a la
mesure k/x dx, soit encore d’apres (11.11), (I1.12),

1,2 ° 1,2 > 1 2
E(e™ 3N Haat1) = exp fk/ 1—e 27t dt/ 1—e @ /2 gm0 qg.
( ) o b V4 )y Vo )

D’ot, puisque v, (t) tend vers zéro quand « tend vers Uinfini,

va(t) = Z(VaJrn(t) - Va+n+1(t)) = Z Patn(t)
n=0

soit

—(oz—i—n)"c _ —r2/2t
el = \/WZ/ J

— e—ozw — e_$2/2t dx
\/2771%3 0 l—e= 77
ce qui, par comparaison avec (I1.12) montre que
kd
clde) = oy wl@) =ke), Fla)=(@)" o

IV.5. Développement en série des v.a. (H.).

Dans tout ce paragraphe, nous désignons par H,g?) une v.a. telle que

D) (142 exp 2.
(IV.55) B(e™? )—<1+a)exp 2

La v.a. Hg) est donc celle définie en I11.1.5 : le cas u = 2, avec kg = 1. Sa
densité est donnée par la proposition II1.2.1.

THEOREME IV.5.1. — Pour tout a > 0, on a

oo

: 1
V.56 greNt - g,
( ) a T;) (a + TL)2 ’

ott (Ly,n > 0) est une suite i.i.d. de loi H{z).
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Démonstration. — Nous allons faire deux démonstrations.
1) Puisque (cf. proposition I11.2.1), « 2@ H1(2)7 (IV.56) équivaut a

r loi (2)
(IV.57) HE Z a2,

ou la suite (Héln,n > 0) est constituée de v.a. indépendantes. Ainsi,

(IV.56), lue sur les mesures de Lévy, s'écrit (avec des notations évidentes)

E Va—i—n

ce qui équivaut, d’apres les définitions de ces mesures, a (cf. IV.10)

eiam —(a+tn)x
T = e T @)

n>0

2) Une autre fagon de prouver (IV.57) consiste & voir que

()
a+ )

I(
ﬁ( a—l—n)e_ﬁrn'

(IV.58) E(e~#\'Ho) = exp M) (a H B~

Mais (IV.58) n’est autre que la formule de Mellin-Weierstrass (voir [Er, p. 6])

(IV.59) % exp Mp(a) = };[O (1 + - _/'\_ a) efﬁ, O

En d’autres termes, la premiere démonstration du théoreme IV.5.1,
basée sur les mesures de Lévy, fournit une démonstration élémentaire de la
formule de Mellin-Weierstrass.

IV.6. Comportement asymptotique des v.a. H..

THEOREME IV.6.1. — Les deux convergences en loi suivantes ont lieu :

loi
(IV.60) o?HY — H?,
o—
loi
(IV.61) a¥(l—aH) -2 Z,
a—00
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ou Z est une v.a. stable d’indice %, complétement asymétrique, i.e.

(IV.62) E(e) = exp—%|u|%(1 +isgn p) (n € R).
La densité fz de Z vaut

1 & nr(§n+1) . 2nmw

Démonstration. — 1) Preuve de (IV.60) : il s’agit de s’assurer que
Pon a E(e*%AQO‘QH(E) — E(e*%)‘QHiz)), c’est-a-dire que
I'(a) -
—————<expA 1+ A A>0).
Fa(l + ) “PAev(e) T3 (Lr Ae (=0

Mais cela résulte de

1 1
F(a) a:O 57 w(a) a:O _E.

2) Pour prouver (IV.61), il s’agit d’étudier la limite, quand o — o0, de
Eexp(i)\a% (1—aH}))

et de voir que cette quantité converge vers (IV.62). Pour cela, on commence
par montrer que

(IV.64) Eexp(-3)\af(aH] - 1)) — et (A>0)
en utilisant les formules de Binet (a — 00) :
1 1
logT(a) = (a - —) loga —a+ = log 27 4+ O(—) (cf. [WW, p. 249]),
a

1
P(a) = loga—2—+0(a2) (cf. [Er, vol. 1, p. 18]).
Puis on montre, par prolongement holomorphe, qu’on peut remplacer A par
eTi™ . 2 et par e~ 17 - 2 dans (IV.64).

3) L’expression de la densité fz est classique (cf. [Zo]). O

Remarque 1V.6.2. — Soit Ai la fonction d’Airy :

1 > )
(IV65) AI(Z) — 2_ eéz(zt-&-t?’) dt
Y

1
. 1 n g n“rl)) . Q(TL—I—I)W
o= Z 31e) i Ty

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



COUPLES DE WALD INDEFINIMENT DIVISIBLES 1267
Soit a la densité de probabilité définie sur R (cf. [BFSS, p. 5]) par
(IV.66) a(z) = 273 (zAi(2?) — A¥'(2?)).

La comparaison de (IV.63) et (IV.66) montre que la densité de Z est a.
Notons (cf. [BFSS]) le comportement tres asymétrique de a :

e at) ol E a@) ~ ot exp— 2D
. axxﬂiooél\/?_rx , alz) ~ ——wiexp——

En particulier, Z admet un moment d’ordre § si et seulement si § < %
Il n'est pas difficile de voir qu’il en va de méme pour H. (cf. proposi-

tion 1.3.1).

Remarque 1V.6.2. — La transcription, via la dualité (IV.14), de la
convergence (IV.61), s’écrit

(IV.68) (%) VRN

e
« a— 00

ou 7, est une v.a. gamma de parametre o« et N une variable gaussienne
réduite. Notons que (IV.68) résulte élémentairement du théoréme central

limite.

IV.7. Généralisation : v.a. associées aux fonctions de Bernoulli.
On consideére ici la mesure

1

dz, p>1.

Cette mesure satisfait a la condition (II.1) et on va pouvoir lui associer une
famille d’Esscher de couples de Wald ((?X,, (" H,,). La formule (II.4) est
ici

2 \—ax

(IV.69)  ¢'() z/ re dx—Z/ e~ (atmzpr=l gy
0

23-P(1 — e ) P(l—e®
“T() S —— = T(p)(p, ),

~ (a+n)r

si bien que le cas p = 2 est celui des v.a. X et HL. La fonction ¢ est une
primitive de ¢’, par exemple telle que (1) = 1. La fonction ¢ est alors la
fonction de Bernoulli d’indice p (cf. [Ca, p. 100 et suivantes]).
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IV.7.1. La formule d’addition. — Soit ((?)H,(t),t > 0) le processus de
Lévy dont la valeur au temps 1 a comme loi celle de W H,, (a > 0, p > 1).
Alors, pour tout m entier, on a

(IV.70) ((p)Hma<m2t ) t> o) Jot (mimz ) Hep s (£), > o),
k=0

ou les processus du membre de droite de (IV.70) sont indépendants. Notons
que, pour p = 2, on retrouve le théoreme IV.3.1.

La formule (IV.70) peut aussi étre démontrée & partir de

(Iv.71) Pu(a)—FPM(oz—i—%) +--~+Pu<a+m7_1) = %[Pu(ma)—i-k},

ou P, désigne la fonction de Bernoulli d’indice i et oli k est une constante
(cf. [Ca, p. 103, formule (7)]).

IV.7.2. Développement en série. — L’analogue de la formule (IV.57)
est ici

o $ 7(p)
(IV.72) WH, =" H,
n=0

ou les v.a. Hn /o du membre de droite sont supposées indépendantes et ont
été définies au paragraphe III.

V. La famille d’Esscher de couples de Wald
indéfiniment divisibles associée a la fonction
zeta de Riemann.

V.1. Définition de la famille d’Esscher associée a (.

Nous allons dans cet alinéa associer a la fonction ¢ de Riemann des
v.a. X§ et HS comme nous I’avons fait au paragraphe IV avec la fonction T.
Soit donc

(V.1) <OEDY ni (s >1).

n>1

De fagon générale, le lecteur intéressé par les liens entre la fonction ¢ de
Riemann et les probabilités pourra consulter l'article de P. Biane [Bi].
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Désignant par M : N — N la fonction de von Mangoldt définie par
Min) — { 0 si n n’est pas de la forme p? (p premier, v € N*),
logp sinon,
la formule de Dirichlet (cf. [WW, p. 275]) s’écrit

(V.2) %(a) =-- ]‘i(j) (> 1).
n=1
Désignons par c¢(dz) la mesure sur R :
M
(V.3) o(dz) = 3 E(’jjalogmdx),
n>2

ou 0. désigne la mesure de Dirac au point c¢. Ainsi, en définissant
p(a) = (¢'/¢)(a), on a
(V4) (o) = Z M(n)logne~*loen — / e x?e(dr).

n>2 0

On peut donc appliquer le théoréme I1.1.2 avec ¢(dx) définie par (V.3) :

TuroriME V.1.1. — Pour tout a > 1, il existe des v.a. X§ et H§
indéfiniment divisibles telles que :

1) X§ est une v.a. centrée ayant des moments de tout ordre et

N R P

= exp/ (e 4 Az — 1) e “®¢(dx).
0

,%)\QHé _ ﬂex C—I (0%
(V.6) E(e )= Cla+A) pAC( )

:exp—/ (1= o331, (1) dt
0

1 M
avec ya(t) = \/W Z n(an) (1 _ e—(10g2 n)/?t),

n>2

(v.7) E(Ha) = 37 M(n) 222,

n>2

na
3) Le couple (X§, HS) forme un couple de Wald indéfiniment divisible.
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En particulier,
(V.8) B(e 3N H) = [B(e¥4)]
(oo}
= exp —/ (e 4 Az — 1)e *¢(dx).
0

Remarque V.1.2. — Les v.a. X§ sont étroitement lides & celles de
Khintchine [Kh, p. 35]) qui prouve Pexistence de v.a. K, telles que

E(eitKQ) _ C(?(Z)Zt) (Oé > 1)7
soit encore
¢ loi _ C’(Of)_
(V.9) X K, (o)

Les v.a. K, ont été étudiées récemment par G.D.Lin et C.Y.Hu [LH,
p. 817-828], notamment du point de vue de leur densité. Puisque X est
centrée, nous avons (cf. [LH, cor. 1, p. 821])

(V.10) E(K,) = i’((s)).

Par ailleurs, il n’est pas difficile de décrire la loi des v.a. K, : soit
(Np,p premier)(l), une suite de v.a. géométriques indépendantes telles que

P(N, =n)=p "1 —p%) (nentier, n > 0)

Alors on a
loi
Ko = ) (~logp)N,

p premier
d’ol

X (Y oa,) - S0

p premier

V.2. Développement en série des v.a. HS (o > 1).
Nous allons montrer dans cet alinéa que la formule d’Euler
1 1
(V.11) —= 11 (1 - —>7
C(S) p premier ps

fournit un développement en série des v.a. H§.

e p premier signifie ici p = 2,3,5,7,...
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Définissons, pour tout entier p premier,

D
(V.12) Gla) = ek
(V3 o) = La) = —logp () = (~logn) >
p Cp pa_]_ ~ pra
(V.14) () = (logp)®» “re "loer = / e 2, (dx),
r=1 0

avec
1
(V.15) cp(de) = 2_:1 n On log p(d)
d’ott, toujours grace au théoreme I1.1.2, I'existence de v.a. (H$P, o > 1)

telles que

L \2 e ! atA g log p*
E —§A ng — Cp(a) )\C p =
(e ) Cp(a 4 ) exp Cp( ) p)\(pa _ 1) exp poz —1

— exp (_/ (1— e 208 (1) dr)
i ,
avec

logp 1
¢ — T 1 2t
(V.16) yp’ = N Eil — 1 o~ (r?log 2p)/ )

La formule d’Euler, écrite sous la forme

(V.17) ()= [ -2 - (a>1)

p premier

conduit, d’apres la définition de (,(a) (cf. (V.12)) &

THEOREME V.2.1. — Pour a > 1, on a le développement

(V.18) HS = ST HSP,

p premier

ot les v.a. du membre de droite de (V.18) sont indépendantes.

Notons que (V.18), lue sur les mesures de Lévy, équivaut &

(Vlg) Z logp Z (r? log? p)/2t)

p premier T>1 _ Z M(TL) (1 . e_(10g2 n)/Qt).

na
n
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Remarque V.2.2. — 1l est facile de vérifier sur la définition (V.16) que,
pour deux nombres premiers p et ¢ et (3 réel tels que 8 (1 ABlogq/log p) > 1,
on a

¢q loi (1084N\? ¢ p
(V-20) Hg™ = <logp) Hlog a/1og b

V.3. Relation avec la fonction &.

Soit ¢ la fonction définie par

(V.21) E(s) = Ls(s —)m 7 T (Ls)¢(s).

Cette fonction, définie pour Res > 1, possede en fait un prolongement
holomorphe sur C tout entier, qui est d’ordre 1 (cf. [Pa]). Elle satisfait &
l’équation fonctionnelle £(s) = &(1 — s), s € C. De plus, les zéros de & sont
ceux de (. Nous allons dans cet alinéa essayer de remplacer la fonction ¢ de
I’alinéa précédent par la fonction &.

Remarque V.3.1 (définition et discussion de la v.a. X%).
2

1) On sait, depuis B. Riemann [Ri] qu'il existe une v.a. ¥ > 0 telle
que, pour tout s € C

(V.22) B(Y®) = 2€(s).

On pourra consulter [BY] et [BPY] pour de nombreuses réalisations de Y,
en particulier en termes d’excursion brownienne. On a par exemple

Y (sup n?),
0<s<1

o (75,0 < s < 1) désigne l'excursion brownienne normalisée. Ainsi,
2

(V.23) 5(541”) _ E(Y%TA) _EB(v3 explog V).
5(5) E(Y=2) E(Y?)
(V.24) = E(eXp)\log Y).

Comme (£'/€)(3) = 0 (puisque £(5 + s) est paire), on a avec des notations
évidentes

_ €3+ ¢l
V.25 E AlogY) = —=——= e
(V.25) (expAlogY) = =75 e (-2%(3)):
si bien que la loi de log Y, sous E, est bien celle de Xi.
2
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2) Laloi de X est-elle indéfiniment divisible ? Non, car d’apres (V.22)
2
et 'argument de la proposition 1.5, la fonction & n’aurait pas de zéro sur C,

ce qui est absurde.

3) Peut-on cependant associer a X E une v.a. H E > 0 de fagon a ce
2 2
que ces deux v.a. forment un couple de Wald ? La réponse a cette question
est fournie par le :

TuEOREME V.3.2. — 1) (i) Si la conjecture de Riemann est vraie,
il existe une v.a. HE > 0 telle que
2

(V.26) E(e i) = i(
2

(i) Soit alors H$ (cf. proposition 1.8.1) telle que
2

T 1
V.27 By _ plem iV H .y 8E)
e e T T e

Alors, la densité de H E est une fonction fréquence de Polya.
2

2) Réciproquement, s’il existe une v.a. H , de densité une fonction
fréquence de Polya A telle que

ity __&G)
(V.28) E(e™M) = @ i 5’

alors la conjecture de Riemann est satisfaite. (Notons qu’on peut insérer
le facteur exp£A¢'(3)/£(3) dans les formules (V.26) et (V.27) puisque

¢'(3)=0)
D’apres [Sch, th. 1, p. 133], la fonction A(s) est une fonction fréquence
de Polya si

Vi <+ <yYn,T1 < - <y, detA(z; —y,;)>0.

On pourra consulter I.J.Schoenberg [Sch] pour les propriétés de ces
fonctions utilisées dans la démonstration ci-dessous.

Démonstration du théoréeme V.3.2.

1) (i) La fonction £ étant holomorphe d’ordre 1 et n’ayant des zéros que
de la forme (1 + iv) (c’est la conjecture de Riemann), son développement
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d’Hadamard permet d’écrire

s =TI (1- %jm)(l_ 1—(§+iv))

>0

(cf. [Pa, p. 349), d’ou
£(3)
3+
ol Hf est la somme de v.a. exponentielles 51 42 de parametre %72 et

1/2 loi ZS 22

v=0

2
:H T = pe #¥ M),

V.2
(V-29) 72 + \2

1ndependantes

(notons que 3" 1/42 < 00). Ceci prouve Pexistence de HS .
2

(ii) Ecrivons maintenant

+oo
E( ’L}\Hf/Q) — [W e”\sA(s)ds — %

oo(fAS s s:—g(%) )
[ = gt

avec 7o tel que toutes les racines de & (% +i\) sont de valeur absolue > vq.

soit

|Re>\| < Y0,

Présentons maintenant une autre démonstration du point 1) (ii). La

variable H étant une somme de variables exponentielles indépendantes,
%an e~ |zlan densités

qui possedent la propriété de Polya, et la propriété de Polya est stable par
convolution (cf. [Sch]).

H a comme densité la convolée de densités de la forme

2) Réciproquement, supposons que (V.28) soit vraie. Toujours d’apres
[Sch, th. 1, p. 333], la formule

(V.30) h(\) == / +me**SA(s) ds

— 00

définit une fonction holomorphe sur |Re A\| < 79, pour un vy > 0 et on a

1 2
(V.31) =Ce WA +6,0) e

h())

avec les ¢, réels, ainsi que, d’apres (V.26),
(3)

“+o0
B(i\) = / P A(s) ds = 5 2

oo &(

N[ Oy

Ceci prouve que h est une fonction paire et (V.31) devient, apres regrou-
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pement des termes opposés

&3+ ) 1

— =C —'y)\z 1 (52A2

ey VIR | (i
(en fait v = 0), ce qui prouve que les zéros de ¢ (% + \) sont imaginaires
purs. O

V.3.3. Existe-t-il des v.a. H§ et X§ pour a # 3 7

1) Nous dirons quune v.a. X§ est du type (&, a) si elle satisfait &

% exp—A %(a) (A >0).

Montrons qu’une telle v.a. existe pour tout a > 0. En effet, puisque d’apres
(V.22) il existe Y > 0 telle que

(V.32) E(expAX$) =

(V.33) E(Y*) = E(exp(logY)) = 2£()),

nous en déduisons, en utilisant la transformée de Esscher, 'existence de
v.a. X§ telles que

Ela+ )

(V.34) E(exp AX§) = £a)

(o, A > 0).

11 suffit alors de poser
!
e _ ze_ §la)
N (49
2) Nous ne savons pas s'il existe des v.a. HS pour o # %, i.e. des v.a.
telles que

§'(a)
£(a)

Par contre sous la conjecture de Riemann, il existe pour a >
v.a. HS > 0 telles que

—1NZHS _ () ex
(V.35) E(e™ 2 )_ﬁ(a+)\) pA

des

N [—=

St N) (R G+ (o

En effet, toujours sous la conjecture de Riemann, (V.36) est vraie parce
quil existe une v.a. HS (cf. théoréme V.3.2, point 1) et grace au
2

Cpveigy __6(@) _ €(a) £G3)
(V.36) E(e ) SN
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LEMME V.3.4. — Si H > 0 et si a > 0, alors

E(exp—3(a+ \)2H)
E(exp—3a?H)

p(A) ==

est la transformée de Laplace en %)\2 d’une v.a. > 0.
Démonstration. — On a
E(exp—%(a—i— )\)2H) = E(eXp—%aQH - %)\ZH — a)H)

= E(exp—30’H — 1 N’H — 1 X°T,y),

o (T, 3 > 0) est un subordinateur stable d’indice (3) indépendant de H.
a

VI1. Appendice.

VI.1. Définition d’un p-couple de Wald indéfiniment divisible
O<p<d).

On se propose maintenant de définir un p-couple de Wald (X, H*))
de v.a. indéfiniment divisibles, i.e. tels que

(VL1) E(*) (e " H"y = 1.

Le cas p = % est celui qui a été étudié tout au long de ce travail. Nous
donnons deux définitions de H* : I'une directe (cf. théoreme VI.11), autre

par subordination & partir de H 2 (proposition VI.1.2).

Soient p € 10,1 et (Té“),x > 0) le subordinateur stable d’indice p.
Notons p'*) (z,t) (t > 0) la densité de 7. On a donc

E(e” %Al/“Tl(‘“)) = exp —zA

B Coxp2t % iy, dt
(VI.2) —exp( 7F(1—,u)/0 (I1—e"2 )t1+u)
(VL3) =/ e_%’\l/“tp(“)(x,t) dt.
0

Notons que la normalisation choisie dans (VI.2) est telle que pour p = %,

(1) e <] 1— — 122 t
(VI4) E(efész’Jﬂ2 ) = exp —zA = exp (— * / ( ¢ 32 )d )
V2w Jo t2
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TuEorREME VI.1.1. — Soit ¢ une mesure positive sur Ry telle que

fooo (22 Ax) c(dw) < oo et soit p €0, 3]. Alors il existe un p-couple de v.a.
indéfiniment divisibles tel que :

1) On a

(VL5) E(e™) = exp /Oo(e_’\m + Az — 1) ¢(dz).
0

2) On a H®W >0 et

(VL6)  B(e 3M"H") = exp (f / (1— e 53" (1) dt)
0

avec

Iz o0 1+p _
(VLT) w,(t) = r(’f—%u)t% /0 (1- #p(”)(%t))xc(dx).

3) On a E(e/\X)E(e’%Al/“HW) =1, e

o0
(VL) E(e_%)‘l/uH(H)) = exp (—/ (e 4+ Az —1) c(dx)).
0
Démonstration. — Le cas p = % ayant déja été traité, nous

supposerons donc que 0 < p < % L’existence des v.a. X et H") se montre
exactement comme pour le théoreme I.1.1. 1l suffit donc de voir que :

1) v, (t), définie par (VL.7), est positive;
2) (VL8) est vraie.

1) Positivité de v,,. — Cela résulte du lemme suivant :

LemME VI.1.2. — Pour tout p € 10, %[, pour tout t et tout x > 0, on a

2k 1 - p(“)(x,t)‘

(VL9) T(l—p)tHe = 2

Démonstration. — On déduit de (VI.2) que, pour v > 0, on a
(oo}
(VIL.10) exp(—x 2M4*) = / e p (2,1) dt.
0
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Soit, par dérivation par rapport a -,
o to) (.t
(VL11) 2Ky exp(—a 2HyH) = / e*WM dt.
0 x
Par ailleurs, pour v > 0, on a d’apres (IV.11)
e 201 tpt(x,t
(VI.12) / (AL M) dr
0 (L —p) tr T
= p2M Tt — 2 exp(—x 2HyM).

D’ou, en notant g le membre de gauche de (VI.12),

g =p2' (1 — e )
et en dérivant (VI.12) par rapport & x,

a o0
(VL.13) 99 _ L 22”72“71/ eVl (2, 1) dt.
0

ox
Mais puisque ¥ — y2#~! est une transformée de Laplace en y, car 2u—1 < 0,
on a
dg > Ll
ZJ — -t () —
(VI.14) B k,, / e dt/ P (z,t —s)ds

0 0
avec k, = u22*1/T'(1 — 2u). D’on, puisque ¢ s’annule pour z = 0,

/(X}ei,vt( ,u2ﬂ l B tp(/l') (x7 t)) dat
0 F(l — /.L) tH X

o7} x t 1
:ku/ et dt/ dy/Tp(“)(y,t—s) ds,
0 0 o s

Iz (r)
p2t 1 tp (x,t)>07
T(1— p)tr x -
ce qui est le lemme VI.1.2.

ce qui prouve que

Prouvons maintenant le point 3) du théoreme VI.1.1. On a

/Oo(l —%Al/ut) (t)dt_/oo (d )[/DO 2K (1 _%Al/ut)dt
| e vy = | z c(dx | A= ) e
00 (1) 00 (r)
7\/ p” ('T?t) dt+/ efé/\l/“tpﬂ (.T,t) dt:|
0 0

€T T

= /Oox c(dx) [)\ 1 + e—/\w} d’apres (VI.2)
) x x P '

(VI.15) = /oo(e*“ + Az — 1) ¢(dz).
0

Notons que (VI.15) implique [;°(t A1) v, (t) dt < oco.
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VI.2. Une autre définition de H®),

Soit ¢ une mesure positive telle que [, (% A z) ¢(dz) < oo et soit H
la v.a. définie par le théoréeme 1.1.1.

PROPOSITION VI.2.1. — Pour tout p € ]1,1[, on a

(VL.16) H®W =P

2
ou (Tf”)7 u > 0) et 3 H sont indépendants.

Démonstration. — On a, d’apres (VI.2)

_ 1 3\1/pp(2m) 1 2 )\2
(VL7 B(e 2N T = B(exp—s H 2% )
= Be™ M) = Bem 22,
la derniere égalité résultant de (VL.5).
Remarque VI1.2.2. — Le théoreme VI.1.1 donne la mesure de Lévy

de H® et la formule de subordination (I.58) donne également la mesure
de Lévy de HW . D’oti, par identification

201 [ zlth
L | (1= S p ) ety
0

D(1L = p) wttr yp2r
(VL18) = / pP(t, )2v(2t) dt
0
(VL19) = [ S [T ey ay)
0 2v7t3 Jo

ou v(t) dt est la mesure de Lévy de H (cf. (I.4)). La formule (VI.18)-(VI.19)
étant vraie pour toute mesure ¢, on en déduit que

p2e 11 /°° ) dt
V1.2 B2 == (21) :
(V1.20) T —patte 2 )y P (t’x)\/m?»

(V1.21) P (y,x) = 2/ P (1, 2)p ) (y, 2t) dt.
0

On peut alors observer que (VI.20) et (VI.21) se vérifient directement :
e (VI.20) se vérifie par subordination (cf. (I.58)), puisque l'on a

Tﬁ’f/)z) LT avec ¢ = 21/2

e (VI.21) se vérifie en montrant que les transformées de Laplace (en x)
des deux membres de (IV.21) sont égales.
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VI.3. Les v.a. H{"'T.

Soit, pour a > 0 et p € ]0, [, une v.a. HT telle que

_1\Ukg(r I'(o)
VI.22 E(e=2M "HST Yy = Al
(V1.22) (e )= ey ©

La plupart des théoremes du paragraphe IV se généralisent aux
(p),I :
v.a. Hy” . Par exemple, pour tout n entier, on a

n—1

(. loi 1 ().

(V1.23) H® _nWE Hl
k=0

Le développement en série (IV.56) s’écrit

VI1.24 W Lot - gW®
( ) a ngo (Oé 4 n)l/” 1,n
avec, pour le second membre de (VI.24), les v.a. Hl(fiz’@) iid. telles que
), Ay A
(V1.25) E(e_%’\l/“Hiﬁ <z>) _ (1 n _) 2
ol

Notons toutefois une différence dans le comportement asymptotique des
v.a. Hc(f)’r quand a — 00. On a ici, pour 0 < p < %

1/2 loi
(V1.26) (%) “por ),

(comparer avec le théoreme IV.6.1).
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