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Récurrence fine des Processus de Markov

par

Jacques AZEMA, Marie KAPLAN-DUFLO

et Daniel REVUZ
(Institut Henri Poincaré).

I. — INTRODUCTION ET NOTATIONS

Cet article a pour but d’étudier la récurrence des processus de Markov.
Les principaux résultats connus a ce jour ont trait aux chaines et aux proces-
sus & accroissements indépendants. Dans ce dernier cas on a trouvé des
critéres de récurrence dans les ouverts (Kingman [I2]) et de récurrence
ponctuelle (Bretagnolle et Dacunha-Castelle [7]).

Nous étudions ici la récurrence dans les ouverts de la topologie fine asso-
ciée au processus.

Cette notion permet d’une part de trouver des conditions nécessaires
et suffisantes de récurrence ponctuelle, et d’autre part des conditions néces-
saires et suffisantes de récurrence dans les ouverts pour un processus a
résolvante fortement fellérienne.

A l’aide de cette topologie fine nous définissons des classes d’un processus
qui prolongent les notions connues pour les chaines. Dans le cas récurrent
on peut préciser le comportement des fonctionnelles additives a I’infini.
Enfin nous montrons 4 quelles conditions la topologie fine est engendrée
par les fonctions o-excessives. Dans un dernier paragraphe nous donnons
des exemples de processus finement récurrents.

Nous tenons A remercier M. le Professeur Snell et M. Pierre Priouret
qui ont relu une premiére version de cet article et nous ont fait de nombreuses

remarques.
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Pour la commodité du lecteur nous commencerons par rappeler quelques
points de la théorie des processus de Hunt ce qui nous permettra de fixer
les notations.

Le lecteur est invité a se référer aux exposés de P. A. Meyer dans [6]
et [14], a [3] et & [8].

Soit E un espace localement compact & base dénombrable ; Es = Eu {3}
désignera son compactifié d’Alexandroff ; si E est compact, 3 est isolé
dans Es. 3 (respectivement JBs) désigne la tribu borélienne de E (respecti-
vement E;) et C, I’ensemble des fonctions continues sur E nulles a I’infini.

Nous identifions les fonctions boréliennes ¢ sur E et leur prolongement
a E; obtenu en posant ¢(8) = 0.

Nous considérons un processus de Hunt a valeur dans E,

X = { Q’ f’ (Px)xeasy Xh eta c}
c’est-a-dire :

a) un espace mesurable (Q, ) ;

b) une famille de probabilités sur (Q, F), { Py }xes

¢) une variable aléatoire { définie sur (Q, F) a valeurs dans [0, o),
telle que P3[{=0]=1;

d) une famille d’applications mesurables de (Q, ¥) dans E, (X,)x+ telle
que : _

— pour tout o,  — X,(w) est continue a droite et limitée & gauche,

— P,[Xo(w) = x] = 1 pour tout x,

— pour tout I' de B, x — P,[X,(v) € I'] est B-mesurable,

— (@) = inf {1 ; X(0) = 3}

X (@) = & sur [{(w), oo ;

e) une famille d’applications mesurables 0, de (Q, ) dans (Q, F) telle
que X, = X, 0 Oy

Si u est une mesure bornée sur E; et ¢ une fonction borélienne bornée
sur (Q, F) on pose

[P, = Bu() = [w@nBue) = [ [e(e)aP.
Soient S, la tribu engendrée par les applications X (s < t), F» la complé-
tée de S, par rapport aux mesures P, et
Fi=n [A<Q; BeS AABe¥, P, (AAB)=0]
{ mesures de radon bornées }.
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Pour obtenir un processus de Hunt, il reste & ajouter 3 axiomes :

@ pour tout ¢,
F,= mfs.
s>t
@ propriété de Markov forte : pour T temps d’arrét par rapport 2 la

famille { ¥, } (« temps d’arrét du processus X ») et pour ¢ variable aléatoire
bornée sur (2, F)

E, [0l e <) | Fil(w) = ExT(m)(‘P) P, p.s.

@ propriété de Blumenthal : pour toute suite de temps d’arréts T, ‘qui
croit vers un temps d’arrét T,

lim X, =X; sur [T<{] P, p.s.
A X on associe un semi-groupe {P; };5, défini pour f universellement
mesurable bornée sur E par P, f(x) = E,[ foX/] - { U } A > O sera larésolvante
de P, ; pour f positive, on pose

Use) = [TRs .

Rappelons que tout semi-groupe « de Feller » (P, sous-markovien,
P.C, = C,, P, tend fortement vers I’identité si ¢ tend vers 0) peut &tre associé
A un processus de Hunt [6], qui sera appelé « processus de Feller ».

A est dit presque analytique (presque borélien), si pour toute . il existe
deux ensembles analytiques (boréliens) A’ et A" tels que

P,{w;3t>0 X()e(A"—A)}=0 et A'SAcA"

T,=inf{t; t >0, X,eA} et T, = o, sont des temps d’arréts si A
est presque analytique.

Les ensembles presque boréliens V contenant x et tels que P,[oy>0]=1,
constituent une base de filtre Ux(x) des voisinages de x pour une topologie
sur E, la « topologie fine » du processus.

Soit &, le cone des fonctions A-excessives pour P,. Les fonctions A-exces-
sives sont finement continues et presque boréliennes. On dit qu’un temps
d’arrét T est terminal si

{T>t} < {T=1t+T}

et si
lim t + Toet == T-

>0



188 JACQUES AZEMA, MARIE KAPLAN-DUFLO ET DANIEL REVUZ

Les temps d’entrée dans les ensembles sont terminaux. Pour un tel temps
on posera
ur(x) = Px[T < .

Pour un sous-ensemble presque analytique A de E, on posera :
us(x) = uTA(x) =PT, < ) =Px(T4 < 0)
Ri=0; lim L[X(@)]=1
t—>

B, = Re.

Remarquons que R, = {{ = = }.

II. — RECURRENCE FINE

DEFINITION 1. — Un point x est dit finement récurrent pour le processus X,
si pour tout V de Ug(x), P(Ry) = 1.

11 est dit finement transient, s’il existe un V de Ux(x) tel que P(Ry) = 0.

THEOREME 1. — Tout point x de E est soit finement récurrent soit fine-
ment transient. En outre :

1o x est finement récurrent, si et seulement si pour tout V de Ur(x),
U(x, V) = + .

20 x est finement transient, si et seulement si il existe un V de U ¢(x)
tel que U(x, V) < + oo,

La démonstration de ce théoréme repose sur les lemmes suivants :

LemME 1. — Soient x et y deux points de E. Si P,[R,] > 0 pour tout V
de VUy(x), alors U(y, V) = + o pour tout V de Uy(x).

Démonstration. — Soit V un élément de Uy(x). Par définition de la topo-
logie fine P,[oy > 0] =1, donc E,[e”"®] < 1. La fonction z — E,[e™"V]
est 1-excessive donc finement continue et presque borélienne. 11 existe donc
un ensemble W finement fermé de Ug(x) et un nombre k < 1 tels que pour

tout z de W, E.[e"*] <k < 1. Soient a et 8 deux nombres strictement
positifs tels que pour tout z de W, P,[oy > a] = 8 > 0.
Considérons la suite de temps d’arréts :

Tl = Oy

sz = T2p—1 + Tw- e1-
T2p+1 = sz ~+ oy. e'rzp-

2p—1
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Nous allons montrer que pour tout y de E,

Rw = g o; J:IV(X,(m))dt = °°§ P, p. s.
Soit
An = { (O3 T2n+1(m) - Tzn(")) >a, TZn(w) < C(m) }‘

D PATr,] = D Py, (1> Dl > D Layy<o:
n=0 n=0 n

D’aprés le théoréme de Borel-Cantelli généralisé, P, presque slirement

une infinité de A, sont réalisés, lorsque ZI(TB"«) = o0,

n
R est somme de deux ensembles :

—Rwn [U {w;Ty(w) <o et T,,,+1(w)=oo}].

Sur cet ensemble

f * 1y (X(@))dt = .
o
— RN [ {0 T0) < w}.
N |
Sur cet ensemble, une infinité de A, sont réalisés P, presque slirement et
Ry < gw : f ® 1 (Xi(w))dt = 002 P, p.s.
[]

LEMME 2. — Pour toute mesure bornée . sur E :

a) Si T est un temps terminal, la limite de u(X;) lorsque ¢ tend vers
existe P, p. s. Cette limite Z; est nulle sur [T = ¢] (P, p. s.).

b) Si A est un sous-ensemble de E presque analytique Z;, = Z, est
nulle sur G,(P, p. s.).

¢) Si A est presque analytique et si u, vaut 1 en tout point de A (en
particulier si A est finement ouvert), alors Z, = 1g, (P, p. s.).

Démonstration. — a) La fonction z — u,(z) étant excessive et bornée,
{ ux(Xs), Fs} est une surmartingale sur { Q, ¥, P, } continue a droite.
L’existence de Z. est une conséquence du théoréme de convergence des
surmartingales. Considérons :

Pu.[T<C|$1A11=Pu[t<T<C|$TAI]+Pu[T<t|g:TAt]
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T est un temps terminal, dont To 6, 4+ ¢t =T sur (¢ < T). D’autre part
o0, +¢t=2¢ D’ou :

Pu.[T <t l$1-/\z] =P,[Tobrpr; < Lo Ora; i *T-r/\t]1(1->t) + 1(T<t) P.p.s.
= 1> n(Xrar) + le<n P, p.s.
= 1('r>t)u'r(xt) + l(rst) Pu. p. s.

Si nous passons a la limite, quand ¢ tend vers ¢ par valeur rationnelle
en restant inférieur & ¢ nous obtenons :

la<o =la=vZr+ la<py  Pup.s.
1(T=§)Z1- =0 Pu- p. s.
b) Soit A presque analytique.

Pour tout n, pP, est une mesure bornée sur E et

lir,=0Zs = lag,=)Zs =0 Pye, . s.
ou
1(7A00"= go)ZA o 0,, = I(TA00"= ao)ZA =0 PU. p- s.

car pour tout n, P,[Z, = Z,00,] = 1,

0 =sup Z,.1as 00, nm = Za-1 | (_J(Tao b+ 1= )
" n=1
0=2,.1g, P, p.s.

¢) Soit w dans KR,. Pour tout n, n 4+ T, o 0,(w) est fini et X[n 4+ T, o 0,(w)]

est un point de la fermeture fine A de A.
La fonction u, est égale & 1 sur A ; en effet en un point de A cela résulte

de I’hypothese faite en ¢), et un point y de A\A est régulier pour A
uNy) = Py(TA =0)=1
Z,(0) = lim 4,[X, + Tro O,(w)] =1

si » est dans R, (P, p. s.) donc dans le cas ¢),
Z,=1g, P.p.s.

LeEMME 3. — Si x n’est pas une trappe, il existe un ensemble U de U(x)
et une constante M tels que

sup E,[oy] <M.
YEE



RECURRENCE FINE DES PROCESSUS DE MARKOV 191

Démonstration. — a) Soient C I’ensemble des fonctions boréliennes
bornées et finement continues. Le domaine D du générateur infinitésimal
de Dynkin 4 contient U,(C).

Supposons que pour toute fonction f de Uy(C), Af(x) soit nulle. Alors,
Al — # étant Pinverse de U,, pour toute fonction g de C, en particulier
pour toute fonction continue sur E et nulle 4 I’infini, et pour tout A > 0 :

Jwe-“P,g(x)dt = f we'”g(x)dt.
0 [}

Grice a la continuité & droite de I’application # — P,g(x) et aux propriétés
de la transformation de Laplace, ceci entraine que pour tout # et pour toute
fonction g de C, P,g(x) = g(x) soit P«(x, .) = e, mesure de Dirac en x.x
est alors une trappe.

b) Si x n’est pas une trappe, soit g une fonction de U,(C) telle que Ag(x)>0.
Posons :

U= gy ; #8(y) >%f€g(x)

U est un élément de Ug(x) et pour tout y de E :
—;a‘ﬁg(x)Ey f “Se-Ndt <E, f To-rnpg(Xdt <3 | g |-
(] [}
La seconde inégalité est due 3 la relation :

80) — Byle g(Xoy)] = Ex [ eI — #lg(X)ds
et pour tout A > 0 :

E, f :"e—mg(x,)dt <3|g]|.

Pour tout A > Oettout yde E :

1—e?] _6|g|
5[5 <%

et

. 1— e'“"] 6|z
lim E,|—— | = < 421 .
im £, B < gy <

Remarquons que ce lemme est semblable 4 un lemme classique
([8] lemme 5.5); mais ici la topologie fine remplace la topologie initiale et le
résultat est valable pour tous les processus de Hunt au lieu de n’€tre valable
que pour les processus de Feller.
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LemME 4. — S’il existe un ensemble V de U/(x), tel que P,[R,] < 1, alors
il existe un W de Ug(x) tel que U(x, W) < + oo.

S’il existe un ensemble V de Us(x) tel que P(Ry) < 1, x n’est pas une
trappe. On peut d’apres le lemme 3 lui associer un ensemble U de Uy(x)
et un nombre fini M, tels que

sup E,[o,] <M.
YEE

Si G = VN U, P«Gs] > 0, la fonction
t = Ug(Xd(®)) = Py, w)(Te < 0)
tend P, p. s. vers O sur G, d’aprés le lemme 2.
11 existe donc un ¢ positif tel que
E,[Px(To < )] = Py[Tg 06, < 0] < 1.

Ce ¢t étant fixé, la fonction y — P)[T500: < ] est excessive puisque
c’est P, g étant excessive. Il existe donc un fermé fin W de Uj(x), inclus
dans G tel que pour tout y de W :

Py[Tgo0, < w]<a< 1.
Considérons la suite de temps d’arréts :
T, =1t+ Two 6,
T, =T, + sup (oy, #) o Oy,

Ten = Tan-1+sup (ou, 1) o by, _,
T2n+1 = Tap + Twe 6

Ton'

Notons 6,Vt = sup (oy, ?)
UG W) <t+ D Ballay,, <o — Tun-)]
<1+ D Balliy,_,<0Bxg, (60V0)

<t+(+M) ZExllm,._l«)]
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car pour tout y de E, E,[o V] <+ M.
Px[T2n+1 < C] = Px[T2n+1 < 00]

=PyTon-1 < {; Two ecuvt ° 6T2n_1 < o0]
= Ex[l(rz,,_1<t)PxT2n_1(Tw ° eouvt < o).

Mais W est un fermé fin, donc X, . est un point de W et :

2n—1
PxT2n—1[Tw 0 Bo v < 0] < P,(TM_I[TW <ol <a
Px[T2n+1 < 00] < an[Tzn—l < 00] <a"

U(x, W)<t+(t+M)Za"=t+(t+M)l—i‘-1< 0.

Les lemmes 1 et 4 entrainent le théoréme 1.

On peut compléter le théoréme 1 en étudiant le comportement des trajec-
toires au voisinage d’un point x, pour une loi P, (y # x).

DEFINITION 2. — Soient x et y deux points de E. On dit que x conduit
ay (x — ), si pour tout V de Us(y), P,[Ty < o] > 0.

THEOREME 1 bis. — Soient x et y deux points de E. L’une des 2 séries de
propositions équivalentes suivante est vérifiée.

1° g@) y — x et x est finement récurrent.
b) Pour tout V de Ug(x), Py(Ry) > 0 (x est « y-finement récurrent ».
¢) Pour tout V de Uy(x), U(y, V) = 4 oo.

20 @) 11 existe V de Ux(x) tel que P,(Ry) = 0 (x est « y-finement tran-
sient »).
b) 1l existe V de U(x) tel que U(y, V) < oo.

Si y ne conduit pas a x, il est évident que les deux propositions de la
partie 2° sont réalisées.

Supposons que y conduit & x :

— Ou bien x est récurrent et pour tout V de Up(x), P (Ry) =1. AV on
peut associer un fermé fin W de Uy(x) inclus dans V, tel que pour tout z
de W, P,(Ry) =a > 0.

Py(Ry) = Byl <oPr; (Rv)] = aPy(Tw < @) >0

d’ou, PyRy) > 0 et d’aprés le lemme 1, U(y, V) = + .
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— Ou bien x est transient et il existe un ensemble V de “Uy(x) tel que
U(x, V) < + oo. Alors il existe un fermé fin W de Uy(x), inclus dans V,
tel que pour tout z de W,

Uiz V)<Ux,V)+e< o

UG W) = B[ L 0By, [ TnXo)dt]
< By <0U(Kry VI < Uk, V) +¢ < o0,

Nous donnons un autre critére de récurrence fine parfois plus maniable,
qui sera utilisé dans le paragraphe suivant.

Proposition Il 1. — Etant donné deux points x et y de E (disjoints ou
confondus).

a) x est y-finement récurrent, si et seulement si tout A-potentiel de fonction
borélienne positive non nul en x a un O-potentiel infini en y.

b) Un point x est y-finement transient si et seulement s’il existe un compact
K tel que 0 < U(x, K) et U(y, K) < 0.

¢) Etant donné deux points x et y, x conduit & y si et seulement si tout
A-potentiel de fonction borélienne positive non nul en y n’est pas nul en x.

Démonstration. — a) et b) Supposons x-finement récurrent. Soient f A-exces-
. 1
sive telle que f(x) > O0etV = ; y; f(y) > 5 S(x) ;. V est un élément de Vx(x),

donc U(y, V) = + o et :

Uf(y) = %f @)U, V) = + .

En particulier, si f est borélienne bornée et positive, telle que Uf(x) > 0,
alors U, f(x) > 0 :

UG/0) = [USG) — Unf Ol = +0 ot Uf()=+co.

Si x est y-finement transient, il existe un V de Vg(x) tel que U(y, V) < .
Mais x a une base de voisinages fins initialement compacts [3]. Donc il
existe un compact K tel que 0 < U(x, K) et U(y, K) < .

¢) Supposons que x conduit & y. Soit f une fonction borélienne positive
telle que U, f(y) > 0.

V=!{z, U)‘f(Z) >%Uhf(y)

est un élément de Vr(y).
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Pour toutx > O on a
U Uy f(x) = EXfwe_”’Uxf (Xo)dt
0

>E, j " e=u1(X,)Un f (X,)dt.
0
Donc :

0 < WL ; U/ )] < U/ )
et U, f(x) > 0.

Si x ne conduit pas 2 y, il existe un V de Uf(y) tel que uy(x) = 0. La fonc-
tion excessive uy, nulle en x et non en y est limite croissante de A-potentiels
de fonctions bornées; d’ou le résultat.

III. — RECURRENCE DES PROCESSUS
A RESOLVANTE FORTEMENT FELLERIENNE

Soit V(x) la base de filtre des voisinages presque boréliens de x pour la
topologie initiale. La définition usuelle de la récurrence est la suivante :

— x est « récurrent » si pour tout U de U(x), P(Ry) = 1.

— x est « transient » s’il existe un U de U(x) tel que P,[Ry] = 0.

En outre définissons,

— x est « y-récurrent » si pour tout U de VU(x), P,(Ry) > 0.

— x est « y-transient » s’il existe un U de U(x) tel que Py(Ry) = 0.

On pourrait chercher a énoncer les théorémes II 1 et 1 bis en remplagant
la notion de récurrence fine par la récurrence et les ouverts fins par les
ouverts initiaux. Ce résultat a été obtenu par Kingman [/2] pour les proces-
sus & accroissements indépendants. Nous allons 1’obtenir pour les processus
a résolvante fortement fellérienne. Par contre dans le cas général, un point
peut n’€tre ni récurrent, ni transient.

Rappelons qu’un processus de Hunt & résolvante fortement fellérienne
est un processus tel que le A-potentiel (A > 0) de toute fonction borélienne
bornée est une fonction continue.

THEOREME III 1. — Si X est un processus de Hunt a résolvante fortement
fellérienne et si x et y sont deux points de E (distincts ou confondus), I’'une
des 2 séries de propositions équivalentes suivantes est réalisée.

(1) a) x est y-récurrent.
b) x est y-finement récurrent.
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¢) Toute fonction positive continue non nulle en x a un O-potentiel
infini en y.
(2) a) x est y-transient.
b) x est y-finement transient.
¢) 11 existe une fonction continue non nulle en x, dont le 0-potentiel
est fini en y.

En outre étant donné 2 points distincts x et y, les 3 propositions suivantes
sont équivalentes.

a) x conduit a y.
b) Pour tout U de V(y), P,[Ty, < ] > 0.
¢) y appartient au support de la mesure U,(x, .).

Pour montrer ce théoréme, nous commengons par un lemme semblable
au lemme II 1.

LemMME. — Soit X un processus fellérien. Supposons que pour un couple
de points (x, y) de E, P,(Ry) soit non nul pour tout V de U(x). Alors pour
tout V de VU(x), U(y, V) = + oo.

Démonstration. — Supposons qu’il existe un V de U(x) tel que U(y, V) < 0.
La fonction z — U(z, V) est semi-continue inféricurement; en effet 1, est
limite croissante d’une suite de fonctions continues f, et

U(z, V) = lim lim U, f,(2)

A->0 n—> ©

z— U(z, V) est donc limite croissante de fonctions continues.

Elle n’est pas nulle en x et W=2!z; U(z, V) > %U(x, V)i € U(x).

Si U(y, V) est fini, la surmartingale { U(X;; V), F, } définie sur (Q, F, P,)
tend (P, p. s.) vers 0 lorsque ¢ tend vers O car :

lim E, ;lv(Xs)ds = lim [U(y, V) — E,U(X,, V)] = U(y, V).

t—> oo
Mais
lim UX,, V) > ; U(x, V) sur Ry,

t—> 0
Dongc, si U(y, V) < o alors il existe un W de U(x) tel que P,[Ry] = 0.
Le lemme est démontré.
Le théoréme III 1 résulte alors de la proposition II 1 a. En effet si x est
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finement y-transient, il existe, d’aprés cette proposition, un A-potentiel de
fonction positive borélienne non nul en x de O-potentiel fini en y. Le pro-
cessus étant 4 résolvante fortement fellérienne, il existe une fonction con-
tinue non nulle en x (donc un voisinage de x) de O-potentiel fini en y. Grace
au lemme III 1 cela implique que x est finement transient, les parties (1)
et (2) du théoréme III 1 en résultent.

Pour la partie (3), supposons que pour tout U de VU(y), P,[Ty < ] > 0.
Alors pour tout U de U(y), et tout A, Uy(x, U) > 0 (en effet si

Us(x, U) =0, f “14(Xs)ds = 0 (P, p. s.)
0

ce qui entraine d’apres la continuité & droite des trajectoires P,(Ty < ©)=0).
Ceci équivaut a dire que toute fonction positive continue non nulle en y a
un potentiel non nul en x. En particulier, tout A-potentiel de fonction posi-
tive borélienne non nul en y, a un A-potentiel non nul en x. Ceci implique
d’apres la proposition II 1 ¢) que x conduit & y. La propriété x — y entraine
évidemment que pour tout U de V(p), P,[Ty < ] > 0 : d’ou la partie (3)
du théoreme III 1.

Dans le cas des processus fellériens, Hunt (cf. [6] exposé n° 9) a donné une
condition suffisante pour que le processus tende vers I’infini si ¢ tend vers
’infini (P, p. s. pour tout x) : il suffit que le semi-groupe P, soit « intégrable »
c’est-a-dire que pour tout x et tout compact K de E :

Ux, K) = f "Pix, K)dt < co.
0

Cette condition est aussi nécessaire pour un processus a résolvante forte-
ment fellérienne.

Proposition III 1. — Etant donné un processus & résolvante fortement
fellérienne, les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) Tout point de E est finement transient.

b) Tout point de E est transient.

c) Les trajectoires tendent vers I’infini P, p. s. pour tout x.
d) Le semi-groupe P, est intégrable.

Démonstration. — c) Implique évidemment a et b.
d = ¢ d’aprés le théoréme de Hunt rappelé ci-dessus.
a < b d’aprés le théoréme III 1.

Supposons b. Soient y dans E et K un compact.
Pour tout x de K, il existe un V, de U(x) tel que U(y, V,) < . Les V, for-
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ment un recouvrement de K; on peut en extraire un recouvrement fini
{Vipi=1...n}et:

U, K) < DU, Vi) < .

i=1

Donc b implique d, d’ou le résultat.

IV. — CLASSES D’UN PROCESSUS DE MARKOV

Dans le cas particulier ot X est une chaine de Markov, c’est-a-dire oit E
est dénombrable muni de la topologie discréte, tout point est un ouvert
initial donc un ouvert fin. La notion de récurrence fine en un point coincide
alors avec la notion d’état récurrent habituelle. Il en est de méme pour la
notion x — y. Montrons, que ’on peut définir des classes d’un processus
de Hunt, qui coincident dans le cas ou E est discret avec les classes des
chaines de Markov.

Proposition IV 1. — Si x conduit & y et y conduit 2 z, alors x conduit & z.

Démonstration. — En effet pour tout W de Ug(z), tout V de Us(y) et
tout A >0 :

Ex[ehhw] > Ex[e_l(""v“""w-erv)] — Ex[e_“"Ex,, (e-)a'w)].
v

L’hypothése y — z entraine E,[e”™] > 0.
La fonction y — Ey[e_mw] est finement continue et presque borélienne;
il existe donc un fermé fin V de Ug(y) tel que pour tout u de V,

EJe ™) >a > 0.
Alors :

EJe ] >aEJe™™] >0 et x-—>z.

Proposition IV 2. — Si x est un point finement récurrent :

10 Pour tout ensemble presque analytique A, tel que P(T, < ) > 0,
PRy = L.
2°8Si x conduit & y, alors y est finement récurrent, y conduit a x

et inf P,[R,]=1.
Ve‘Uf(.v)
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Démonstration. — 1° Grace au lemme II 2, Z,(0) = lim u,[X,(w)] est
t—>00
nulle sur G,(Px p. s.). Si u,(x) = P,[T, < {] est strictement positif, alors

W=y u(y) > %uA(x) est un élément de Uy(x) et P,[Gy] = 0. D’ou :

Z,(0) = Tim u,(Xi(w) > %uA(x) ~0P,p.s. et Py(G,)=0.

20 En particulier si x conduit a y, P,[R] est égal & 1 pour tout V de Ur(y).
D’ou, en vertu du théoréme II 1 bis, y est récurrent. Reste & montrer que y
conduit & x. Pour le montrer considérons un ouvert fin de Ug(x), W tel
que uw(y) < 1. Il existe un V de Ug(x), tel que pour tout point z de V,
uw(z) < a < 1. Grace au lemme II 2 :

Zy(0) = lim uy[X(0)] = 18 (0) = 1.(Px p. s.).

t—> @
Mais :
P,[Ry] = 1 implique lim uu[X'(w)] <a < 1.

t—>©

On aboutit & une contradiction et pour tout W de Us(x) uw(y) = 1;
y conduit a x.

DErFINITION IV 1. — Etant donné deux points x et y de E, nous dirons
que x communique avec y, si x conduit a y et y conduit a x.

Cette relation est une relation d’équivalence grice a la proposition 1.
Nous appellerons classes du processus ses classes d’équivalence.

DEFINITION IV 2. — Un état x est dit essentiel, si pour tout état y tel que x
conduit 4 y, y conduit & x.

Un état essentiel ne peut conduire qu’a un état essentiel.

Supposons, en effet, que x est essentiel et conduit & y. Si y conduit & z,
x conduit & z grice a la transitivité de la loi —, et z conduit & x puisque x est
essentiel. Donc z conduit & y d’apres la transitivité de —.

Une classe du processus qui contient un point essentiel contient donc
seulement des points essentiels. Nous dirons qu’il s’agit d’une classe essen-
tielle.

Une classe essentielle est finement fermée.

Soient en effet C une telle classe et z un point de 1’adhérence fine de C.
Pour tout V de Ug(z), 'intersection de V et de C n’est pas vide. Donc pour
tout point x de C, P,[Ty < o] est strictement positif, et x conduit & z :
z appartient a C.
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Gréce a la proposition 2, un état récurrent est essentiel et ne peut conduire
qu’a un état récurrent. Parmi les classes essentielles, certaines sont donc
constituées d’états récurrents.

DErINITION IV 3. — Nous appellerons classe récurrente une classe du
processus constituée d’états récurrents.

Nous montrerons plus loin par un exemple que le processus partant
d’une classe récurrente peut en sortir avec une probabilité positive. Le pro-
bléme se pose donc de définir des ensembles contenant les classes récurrentes
et d’ou le processus ne sorte pas avec probabilité 1. Nous ne résolvons le
probléme de maniére satisfaisante que sous I’hypothése (L) (cf. [14], p. 160).

DErINITION. — Un ensemble A presque borélien est dit stable si
VxeA P,[VteR, X, eA]l = 1.

Proposition 1V 3. — Soit (C;); I’ensemble des classes récurrentes.

I1 existe une famille (D;);; d’ensembles finement fermés tels que :

a)Viel D;>C,.

b) Diﬂ Di = J, Si i #_].
¢) D; est intersection d’ensembles stables.

Démonstration. — Considérons la fonction
a(y)= inf Uy y).
VE‘Uf(x)

1° a,(y) = a,(y) si x et x’ appartiennent & une méme classe récurrente C.

Soit en effet V' dans VUr(x"); uy(x) = 1. Pour tout ¢ il existe un V finement
fermé de VUy(x), tel que pour tout z de V, uy(z) > 1 — . Pour tout y de E :

P,[Ty < 0] = P,[Ty < 0, Ty o Oy, < 0]
Py)[Ty+ Ty 0 by, < 00] = P)[Ty < 00, Ty 0 O, < o0]

Xy, est dans V et PXTV(TV' < ®)>1—c¢

Donc pour tout € et tout V' de Ug(x'), il existe un V de Ux(x) tel que
uy(y) = (1 — eJu(y)

inf w(y)=>0—¢) inf wuly)
VeV f(x 0} vey f(x)

a,(y) = ax(y)

De méme, aJ(y) = ax(y) et axy) = ax(y).
On posera a,(y) = ad(y), pour tout x de la classe C.
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20 Si x est finement récurrent, a,(y) = inf P,[R,].
veU (x)
En effet,
PR <uy(y) et inf P,[Ry] < inf wuy(y)=ady).
ve‘l)'f(x) ve‘Uf(x)

D’autre part, P,(R,) = 1. Pour tout ¢, il existe un fermé fin W de Uy(x)
tel que pour tout zde W :
Pz[:RV] >1—ce¢
Py[“RV] = Ey[l(’l‘w< oo)liﬂv]

E,[1aw< )18,] = E/[By[1(ry < )1y © Oryy | Fry]]
= Ey[l(‘l‘w< ao)Px.rw(:Rv)]
Py(Ry) = (1 — €)ax(y).
Pour tout € et tout V de Uy(x), Py(Ry) = (1 — ¢€) ax(p).
D’ou : P,[Ry] = ax(y).
inf Py(“R‘v) = ax(y)
VE‘Uf(x)

ce qui termine la démonstration de 2°.
30 Soit alors x € C; pour tout ensemble V de Ug(x) posons
Dy={y:B[R]=1}

La fonction y — P,[R,] est invariante, Dy est donc un ensemble presque
borélien, finement fermé et il est clair que Dy contient C. Montrons que Dy,
est un ensemble stable.

En effet si x € Dy

. PP.[Ry))(x) = PfR] = 1
soit

E,,[Px‘[.‘RV]] =1.

Donc :

VteRY, Py[RJ=1 P,p.s.

et
P,[VreQt, Px’[RV] =1]=1

mais comme la fonction ¢— Py [R,] est P,-presque slirement continue a
droite :

PV, Py [Ry] = 1] =1
ce qui démontre que Dy, est stable.

ANN. INST. POINCARE, B-11-3 14
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Posons :
D= () Dv={r;a» =1}
veqy f(x)
D ne dépend pas du point x choisi dans C d’aprés 19, il contient C et est
finement fermé (car c’est I’intersection des ensembles finement fermés Dy).

40 11 reste a2 montrer que si C; et C; sont deux classes récurrentes, les
ensembles D; et D; correspondants sont disjoints.

Raisonnons par I’absurde et supposons qu’il existe un z dans D;N D;.
Soient x; dans C; et x; dans C.

Il existe un V; de Uy(x;) tel que uy(x;) = 0. Pour tout ¢ > 0, il existe
un fermé fin V; de Uy(x;) tel que :

Vy eV, uy(y) <e

Pz[‘(R‘V]] = 1
donc
lim uy (X)) <¢ P.p.s.
t—>0
donc
@ uvi(X;) =0 Pz p. S.

1>

D’aprés le lemme II 2, ceci entraine que P,[Ry,] = O ce qui est en contra-
diction avec I’hypothése z € D;, c’est-a-dire P,[Ry] = 1.

Remarque. — Pour toute loi initiale v ne chargeant que D, P, presque
slirement toute trajectoire est dense dans C.

THEOREME IV 1. — Sous I’hypothése (L) de Meyer, on peut associer a la
famille (C ),; des classes récurrentes une famille (D;),; d’ensembles stables,
finement fermés et disjoints, tels que D; > C;.

Il reste & montrer que les ensembles (D;),; de la proposition IV 3 sont
stables lorsqu’on fait I’hypothése (L). Sous I’hypothése (L) I’enveloppe
supérieure d’une famille filtrante croissante de fonctions excessives peut
étre atteinte par une sous-famille dénombrable. Si x est un élément d’une
classe récurrente C, il existe une sous-famille dénombrable { V, } de Ux(x)
telle que

(1—a)= sup {1—Po(Ry)}=sup {l—Po(ﬂ{vn) }
vey f(x) {¥n}
et
ac=infPo (:R'Vn)
{Vn}

ac est alors invariante.
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En effet ac est presque borélienne et pour tout ¢ et tout y
(Pac(y) = E,[inf Px,(.‘Rvn)] = E,,[z‘llli; E,(18,,°0] :F,)]
=E, me 1 |3" = E,[inf 1 = ac(y).
[T = B ] 2

L’ensemble D ol a. vaut 1 est un ensemble stable, car le raisonnement
fait dans la partie 3) de la démonstration précédente pour les ensembles Dy,
est valable ici.

Remarque. — Dans le cas des chaines de Markov, on montre que pour
tout x d’une classe récurrente C, P,[V¢ e R*, X, € C] = 1. L’ensemble D
introduit dans le théoréme précédent ne coincide pas avec C en général :
pour la chaine définie sur {0, 1} par P(0, 1) =1etP(1,1)=1,C= {1}
et D={0, 1}

Montrons par un exemple, que la relation P,[Vte Rt, X,eC]=1
pour x dans la classe C est fausse en général.

Considérons le processus de Feller sur E= {0} U [l, o[ muni de
la topologie induite par celle de R défini comme suit. Soit F une mesure
de probabilité diffuse sur [1, «o[. Lorsque la particule est en 0, elle y reste
pendant un temps de loi exponentielle, puis saute, la loi du point ou elle
saute étant F. Lorsque la particule est en un point de [1, oof elle y reste
pendant un temps de loi exponentielle puis saute en 0. Plus précisément,
posons :

=[0, .] = F(.)
nly, {0}]=1 si yell, «f.
Soit 7 le nitme jtéré de w. Pour tout ¢ de R* et x de E, posons :

@

tn
Pix, ) = e“z ().

n=0

P; est un semi-groupe de Feller, on lui associe un processus de Feller X.
Pour X, la topologie fine de E est la topologie discréte, car pour tout y de
E, Py[G(y} >0]=1.

Pour tout couple de points distincts (x, y),

P,[Ty < 0]=0 si y#0
=1 si y=0

C = {0} et D = E. Mais Po[Rp\d] = 1.
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Proposition IV 4. — Soit C une classe récurrente et D = { y; a.(y) = 1}.
Etant donné une fonctionnelle additive A du processus, deux cas sont
possibles :

— ou bien, pour tout x de D, P,[A, = ©] =1,

— ou bien, pour tout x de C, P,[A, =0] = 1.

Dans le second cas, si A, est fini P, p. s. pour tout ¢ et tout z de D\C,
alors pour tout z de D\C, P,[A, < «] = 1.

Cas particuliers. — 1° Soit T un temps terminal.

A=0 si t<T
= si t=T

est une fonctionnelle additive. Donc ou bien P,[T < ] = 1 pour tout x
de D, ou bien P,[T = «] = 1 pour tout x de C.

2°Soit I' un ensemble universellement mesurable. On peut associer
a I plusieurs fonctionnelles additives mesurant le temps de séjour du proces-
sus dans A. Considérons par exemple une « fonction déterminante » A,
c’est-a-dire une fonction continue croissante de ¢ (¢ > 0) telle que 4(0) =
on peut définir une A-mesure de Hausdorff H sur les ensembles bornés
de R+ (cf. [10]). Si T est un ensemble universellement mesurable,

Af(w)y=H[s;s <t et X w)el

est une fonctionnelle additive. La seule relation & vérifier est 1’additivité.
Mais si E est un ensemble borné de R+ :

H(EN [0, #]) + H(EN ]¢ o) = H(E).
D’ou, pour tout couple (¢, s)

Al (o) —Af(@)=Hu;t<u<t+s et X, o)el]
=Hlu;u<s et X,o060(w)ell
= A% 6(w).

Pour toute mesure de Hausdorff H, la mesure du temps de séjour dans I',
A% est soit infinie P, presque sfirement pour tout x de C, soit nulle P,-presque

s@irement pour tout x de C.

Si on pose A = t* (0 < a < 1), on voit que la dimension de Hausdorff
de I’ensemble des instants passés en I' est constante P, presque slrement
pour tout x € C; d’autre part si pour un x de C, UX(x, I') n’est pas nul,

P,[fwlv(Xs)ds = oo] =1 pour tout z de D.
1]
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Démonstration de la proposition IV 3. — (1) Soit T tel que lim | To0,+¢=T
t—>0
et x un point de C. Grice au lemme II 2 a), Z; = lim u.(X,) est nulle

§—»00

sur {T = o } (P, p. s.). Mais x étant finement récurrent, u(x) = Z,
(Pxp. s.).

Si ur(x) n’est pas nul, P,[Z; = 0] = 0 et P,[T = o] = 0.

(2) Soit A, une fonctionnelle additive et x un point de C. Supposons que
pour tout ¢, P,(A, < ©) = 1. Soit T =inf { t; A, > ¢}.

Si pour tout e, P,[T. < ] = 0, alors P,[A, = 0] = 1. Sinon il existe
un ¢ tel que P,[T. < o] = 1 en vertu de la premiére partie. Pour tout 7 :
1 > E,[u(X)] = Es[Z.] =1

d’otl grice 4 la continuité a droite de ¢ — u_(X«())

P,[Vt uT,(X,) =1]=1
Soient
T(!.) = Te

T =TC-D | Teo BT(n—l)
P,[T™ < o0] = Px[T("_l) <o0; Teo 61(,,_,) < OO]

= Ex[1 (-1 < w)thre(Xstn-0) ]
= P, [TV < 0] = 1.
Mais A () > ne et P,[A, = o] = L.
(3) Si A, n’est pas finie (P, p. s. pour x dans C), soit T = inf { #; A; =  }.
T est un temps terminal, P,[T < ] > 0, donc P,[T < ] = 1.
(4) La fonction z — P,[A,, = o] est excessive car
{Ap=0}2{As.0,= 0}
lim {An.0 =0} =1m {Ay.0,+ A, =00} ={Axs =00}
t—>0

t—>0
d’aprés la continuité A droite de ¢ — A(w).

On montrera 2 la partie VI par application immédiate du théoréme des
surmartingales qu’une telle fonction est constante sur C ou elle vaut
d’aprés (2) ou (3) 0 ou 1. Si z est dans D\C,

lim Py (As = o0) = 1 (P p.s.)

§—>00

]. > Pz(Aw = w) > Ez[sz(ACO = w)] = 1 et PZ(AOO == m) = 1'
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Si Py(Ap, = ©) =0 sur C, P (Aw =0) =1 sur C.

(5) Reste & montrer la fin de la proposition. Supposons que P,[A,=0]=1
sur C.

Si pour tout #, P,(A; < ©) =1, le processus { Px(Ax = ®), F;} est
une martingale sur (Q, F, P,) et

Pz(Aao = m) == hm Ez[sz(Aw = w)] = O_

V. — RECURRENCE DANS LES POINTS

DEFINITION V 1. — Un point x est dit ponctuellement récurrent pour le
processus X si P.Rgy] = 1. 11 est dit ponctuellement transient si
P[RRyl =0. Il est dit ponctuellement y-récurrent si Py[Riy] > 0 et
ponctuellement y-transient si P,[R ] = 0.

THEOREME V 1. — Si P(T, < o) >0, x est ponctuellement récurrent
(resp. transient) si et seulement si il est finement récurrent (resp. tran-
sient).

Démonstration. — 11 est clair que la récurrence ponctuelle entraine la
récurrence fine et que la transience fine entraine la transience ponctuelle.
Il reste donc & montrer que la récurrencce entraine la récurrence ponctuelle.
Pour cela nous utilisons le lemme II 2. Il existe un voisinage fin V de x
tel que

VzeV P[Tyy < ©]=>a >0
donc

UXe) = a pour X;eV
et
li_r_n u{x)(X;) =a
t—>0

d’aprés I’hypothése de récurrence.

Donc la limite Z,) ne peut étre nulle et par conséquent 1, = 0 P, pres-
que slirement. x est ponctuellement récurrent.

Remarque. — Ceci démontre qu’un tel point est valeur d’adhérence
fine d’une trajectoire appartenant a un ensemble de probabilité 1, lors-
que ¢t —o0 si et seulement si la trajectoire passe une infinité de fois par ce
point. Cela rejoint un théoréeme de M. Brelot : sous I’hypothése Cx une
suite x, a pour valeur d’adhérence fine x si et seulement si x, = x une
infinité de fois (cf. [5]).
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On peut indépendamment de la théorie précédente donner un critére
nécessaire et suffisant de récurrence ponctuelle qui redémontre la loi de
tout ou rien.

Proposition V 1. — x est ponctuellement récurrent si et seulement si
® -
E, f Ey le” " }]dt = co.
]
Il est ponctuellement transient si et seulement si
© -T
E, f Ex e "™dt < co.
[}
Démonstration. — Nous posons
Di(y) = E,[e”"¥]
() = 04(y) — (A — DUDY(p).

1er cas : x est régulier pour lui-méme.
11 existe alors une fonctionnelle additive finie continue A, telle que :

E, f “eMdA, = (x).
0

Le changement de temps associé a A, est défini par :
() =inf{s; A, >t} si {s;A;>1}# &.
= © sinon
Blumenthal et Getoor [4] ont montré qu’il existe un subordinateur
Y = { ﬁ, F R l~>, (Yo)rer+ } et une variable aléatoire S exponentielle définie
sur (£~2, F , l;) et indépendante de Y, tels que { Q, &, Py, (7(¢))er+ } soit
équivalent au subordinateur tué au temps S. En outre, le paramétre de S

1
est C(x) = lim —— .
s (x) A0 ll))‘(X)
Il y a donc deux cas possibles :
10 si lim ¢A(x) = o0, P(S = ) = PV, 1(f) < w; = 1.
A0
20 si lim ¢A(x) < o, P(S < o) = 1.
A0
Dans ce cas le processus Y étant markovien, l;[Y,— < w]=1etil

existe une variable aléatoire T définie sur (Q, F) par T=inf { t; #(t)=o }
telle que :

PfT < 0, Wt=T ()= et (T~ < xo]=1



208 JACQUES AZEMA, MARIE KAPLAN-DUFLO ET DANIEL REVUZ

Mais d’aprés Blumenthal et Getoor, on a les inclusions suivantes
{t;Ve>0 A .—A>0}c{t; X,=x}<{t;Ve>0 Arye—Ai>0}
donc
{0;lim 1y(X) =0} ={0;3) <0  VI>50) Al6)=Axw(®))

={0; AS(0) <o Vt<Ayw) (1) <S(0), Vi=A{w) ()=}
et

lim §A(x) = + 00 < Pyflim 1y(X) = 1] =1
A0 t—>00

lim $A(x) < 00 < Pyflim 14(X;) = 0] = 1.
t—>00

A0
2¢ cas : x est irrégulier pour lui-méme.
Soit V(¢) le nombre de visites en x avant I’instant ¢

Vit < o P,[V(t) < o] =1 (d’aprés Blumenthal et Getoor).

Il est clair que I'on a récurrence si P,[V(®) = o] =1 et transience
si P,[V(0) < 0] =1, or

Ex f “e-1aV(r) = B{(x)

ou B est une constante positive indépendante de A.

D’autre part soit la suite de temps d’arréts

T,= T(x}
T,=T, + T(x} ° en

Tn =T, + T{x} o6

Th—1
Px[Tn < OO] = Px[Tn—1< o0, T{x} o 6.

Tnoy < o]
= (Px[Tgxy < c0])*

par application de la propriété de Markov forte.

Distinguons deux cas : 19 si PiTyy < 0] =1:

vn P,[T, < o] =1.
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Il existe P, p. s. dans une infinité de T, finis qui ne peuvent pas étre situés
dans un intervalle compact, puisque P,[V(t) < «] =1 quel que soit ¢.
Il y a donc presque slirement récurrence.

P,[V(®) = o] =1 et E,[V(0)] = co.
20 Si Py[T(y < 0] =k < 1,
P,[T, < o] =kr et P 3n, T,= x]=1.
Il y a donc transience et E,[V(2)] < o car P,[V(®) = n] < k" et

@ [=¢}

E,[V(c0)] = Zan[Vw —n] < ann

n=0 n=0
or il est aisé de voir en appliquant le théoréme de convergence monotone

lim {M(x) < o0 <> E,[V(00)] < 0

A—>0

lim {M(x) = oo <> E,[V(c0)] = o0.

A—>0

Le critére est donc également valable dans ce cas et on peut le transformer
pour atteindre celui de I’énoncé car lim ¢X(x) = + oo si et seulement si

A0
lim U,®Y(x) = + o donc si et seulement si
A—>0
. +o -T,
lim E,| e MEx[e” ™dt = + 0
A0 0

et par une nouvelle application du théoréme de convergence monotone si
et seulement si

Exf+wEX¢[e—T{x}] = +o0.
[

On a maintenant un critére analogue pour le comportement de x pour
la loi y.

Proposition V 2. — x est ponctuellement y-récurrent si et seulement si
+o _
E, f Ey e "] dt = oo
0
x est ponctuellement y-transient si et seulement si

+o0 —T{
E, f "B le N < o



210 JACQUES AZEMA, MARIE KAPLAN-DUFLO ET DANIEL REVUZ
Démonstration.
P[RRyl > 0 < P)[Ty < 0] >0 et PyRy] =1

en effet

Py[.'R(x)] = Py[ﬂ{x) ° er{x}] = Py[Py[:R{x} ° e-,-{x} | “F"'{x}]]
= Py [PXT{x}[:R'{x)] I(T{x) < oo)]

et comme Xr{x} =x
Py[“R‘{X}] = Py[T(X} < oo]'P.x[‘R{x}]

calculons maintenant

Ey[ f :”Ex,[e'f{xl]dz] - Ey[ f :"‘}Ex,[e-ﬂx}]dt]
+tE U r{x}Ex'[e_T{x}]dt ]
== Ey[jf{x}e_(T{X}-')dt] + Py(T{x) < w)Ex[JmEx’(e—T{x})dt]
1) (]
d’olt le résultat.

Ce critére peut servir 2 donner une autre démonstration de 1’équivalence
entre récurrence ponctuelle et récurrence fine pour un point non polaire.

Cas particuliers. — Le critére de récurrence ponctuelle prend une forme
plus simple sous I’hypothése (F) de Hunt ([5] ou [6] exposé 10). Rappelons
que sous cette hypothése, on définit une mesure excessive £ et des noyaux
fonctions séparément semi-continus inférieurement (x, y)— w(x, )
pour A > 0. Les noyaux potentiels U,(x, .) sont absolument continus par
rapport & § et ont u)(x, .) pour densité. Enfin étant donné un point x de E
le rapport des fonctions ¢*(.) et uy(., x) est constant et indépendant de A;
il est nul si et seulement si x est polaire. Ceci permet de transcrire la propo-
sition V 2.

Proposition V' 3. — Sous 1’hypothése (F) de Hunt, pour tout couple de
points x et y de E, tel que x est non polaire, 2 cas sont possibles :

1°lim w(y, x) = o et x est ponctuellement y-récurrent;
A0

20 lim w(y, x) = o et x est ponctuellement y-transient.
A0
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VI. — APPLICATION A LA TOPOLOGIE FINE

I1 est bien connu ([3]) que la topologie fine est la topologie la moins fine
rendant continues les fonctions du cone &, pour A > 0.

En revanche on ne savait pas dans quelles conditions le résultat était vrai
pour A = 0. Nous allons ici préciser ces conditions :

Nous appellerons Gy la topologie fine et G, la topologie la moins fine
rendant continues les fonctions du cdne &,. G, est moins fine que Gy.

Proposition VI 1. — Etant donné deux points x et y de E les deux propo-
sitions suivantes sont équivalentes :
1°Vfed,  flx)=f()

20 x et y sont finement récurrents et appartiennent & une méme classe.

Démonstration : a) 1) < 2). — En effet { Q, F,, P,, fuX, } est une surmar-
tingale positive, séparable; elle admet donc une limite P, presque sdrement
lorsque t — o} or x et y étant finement récurrents et appartenant a la méme
classe f(x) et f(y) sont P, presque sfirement valeurs d’adhérence de f,X,
lorsque ¢ — <o, ce qui entraine f(x) = f(y).

b) 1) « 2). — Pour tout V de Ug(x) et tout W de Up(y).uy(x) et
uw(x) € &, donc

uy(x) = 1 = u(y)
uw(x) = 1 = uw(y)

et x et y communiquent.

Montrons que x et y sont finement récurrents.

Etant donné V de Vy(x) et W de Us(y) désignons par A(V, W) la suite
de temps d’arréts

TO = Tv
T, = Tv+Tw ° erv

Tzr = TZP—1+TV ° 61'

2p—1

T2P+l = T2P+TW ° e1'21,-

Montrons par récurrence que P,[T, < {] = P,[T, < o] =1, pour
tout P et tout couple (V, W). La propriété est vraie pour p = 0.
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Supposons la vraie pour 2p et pour tout couple (U, W). Alors étant donné
un couple (V, W), montrons que Py[T;y4, < ¢ = 1.

PulTups1 < 8 = Ea[l(r,, <t)Bxy, (Tw < O] = Ex[in(X,,)]-
Pour tout e, il existe un fermé fin V, de Vy(x) inclus dans
Vo {z;uw(z) > 1 —¢}.
Soit T}, la suite A(V, W)

[T2p+1<C]>P[T2p+1<C]>I—E
et
Px[T2p+1 < c] — 1-

Le passage de 2p 4+ 1 & 2p 4 2 est identique en échangeant les rdles
de Vet W.

Si We est dans Vf(x), Ey[e ] < 1 et il existe un fermé fin V de Vr(x)
et 2 nombres A et a > 0 tels que pour tout z de V, P,[Ty > A] > a
(cf. lemme II 1). La suite A(V, W) croit P, p. s. vers + o si p - o grice
au théoreme de Borel-Cantelli car :

ZPX[T”H —Top > ATy Ny = prrz [Ty + To. b, > A]

= azl('rzp 1<¢) = (Px p. 5.).

Donc pour tout W de Uy(y), P.[Rw] = 1 et y est finement récurrent.

Si x est un point de E désignons par U,(x) la base de filtre de ses voisinages
presque boréliens pour la topologie G,.

Proposition VI 2. — VUyp(x) = Uy(x) si et seulement si x est finement
transient ou est une trappe.
Démonstration. — a) Supposons x finement récurrent :

— si x est une trappe, x est dans Uy(x). Mais { x } = { z; P,[o,y < ©]=1}
donc x est aussi dans Uy(x). Donc Vy(x) = Vr(x);

—si x n’est pas une trappe, il existe un U dans Uy(x) tel que
sup E,[6y] <M (lemme II 3).
X€EE

D’ol Py[R ] = 1 (proposition IV 2).
Montrons que U n’est pas dans Uy(x), autrement dit que pour toute
suite f; . .. f, de fonctions de &, et pour toute suite e, ... ¢, de réels positifs :

{IA—f®) ] <a}n...0flfi—fi®)] <e}nUc# 2.



RECURRENCE FINE DES PROCESSUS DE MARKOV 213
Soit
0= m {0; 'lim fIXd@)] =fi(x)} N R .
i=1 >

Px[fl] =1 car x est finement récurrent. Mais pour tout o de £~2, il existe
un T tel que pour tout t > Tetpouri=1...n.

| f K@) — fix) | <&
Comme o est dans R , ceci implique que pouri=1...n
Ay eUc telque |fi(y) —fix)| <=
b) Supposons x finement transient.
Montrons d’abord que si U est dans Uy(x) et tel que

sup Ey[eg] < M < o0
YEE
il existe un ensemble V de “U(x) inclus dans U tel que

E.[uv(Xoy)] < 1.

Supposons en effet que pour tout V de Ug(x), E,n(Xoy)l=1 et a
tout V de Uy(x) associons la suite

TY = 0Oy +TV ] Gou

T; == T;—1+T¥ ° 61‘;_1.
Montrons par récurrence que pour tout V et tout p
PT) < (=1
La propriété est vraie pour p = 1 puisque
PX[T‘II < C] = Px[o'u + Tv°ecru < Z]
= x[l{oU<C}Pxou[Tv < C]]
= Ex[uy(Xo,)] = 1.

Supposons-la vraie pour p. A tout V de Uy(x) et tout ¢, on peut associer
un fermé fin V, de Ux(x) inclus dans VN { z; B Juy(Xo)] > 1 — ¢ }

PT;,, <= Px[T; +Tieby< C]
p
> Px["[‘;'g + Tie e-rvs < t]
p
>E[1(Tye < OExy (TY < )] =1—¢
p
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et
P TY,, < ¢ =1

Mais Ex[e"“"] =1 et il existe un V fermé fin de Vg(x) et 2 constan-
tes A et @ >0 telles que inf P,[oy > A] = a.

ZEV
Pour tout W inclus dans V, la suite T} croit vers + o (toujours par le
théoréme de Borel-Cantelli) et P,[Ry] = 1 : x est finement récurrent.
Montrons que Uy(x) = Ur(x) : Soit W dans VU(x). Il existe d’aprés le
lemme IT 3 un U de Ug(x) inclus dans W tel que, sup E,[o,] < M < co.
YEE

Donc il existe un V de Ug(x) tel que, Ex[uv(Xou)] < uy(x) = 1. L’ensem-
ble { z; B [uy(Xoy)] < u(2) } appartient & Uy(x) et est inclus dans U donc
dans W. Donc U(x) > Uy(x); comme G, est moins fine que G, Uo(x)=V(x).

CoRrOLLAIRE. — La topologie fine d’un processus de Hunt est la topologie
la moins fine rendant continues les fonctions 0-excessives si et seulement si
les seuls points finement récurrents sont des trappes.

VII. — EXEMPLES

(1) Proposition VII 1. — Tout point du mouvement brownien plan est
finement récurrent. En outre, il y a une seule classe récurrente.

Remarquons que les points du mouvement brownien plan sont polaires.
La récurrence fine n’entraine donc pas la récurrence ponctuelle dans le cas
des points polaires.

Cette proposition résulte de la proposition VI 1. En effet les fonctions
excessives du mouvement brownien plan sont les fonctions surharmoniques
positives dans le plan, qui sont constantes. C’est aussi une conséquence du
théoréme III 1, car le mouvement brownien est & résolvante fortement
fellérienne.

On retrouve ainsi quelques résultats connus sur le mouvement brownien
plan :

— presque toute trajectoire est dense dans le plan [13] ;

— pour tout ensemble I' de mesure de Lebesgue non nulle, le temps de
séjour dans I est presque sirement infini : en effet

© 1 _ x4yt
UrMo, I = L e‘*’fpz—me 2 dxdy
xtyt

© 1 P 4
— Y 2t
-—frdxdyfoe soe >0
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d’ou
0
P.,[ f “1r(X,)ds = oo] — 1 gréice  la proposition (VI-3).

(2) Soit X un processus de Hunt, F un fermé régulier pour X.

o(x) = E,[e"™] est alors un potentiel régulier de la classe D, il existe une
fonctionnelle additive continue de support fin F telle que

)
o(x) = E, f e~1dA,.
(1}
Soit 7(¢) le changement de temps associé a cette fonctionnelle additive

alors

P,[VteR . Xt(t)eF*]=1 ou F*=FU{3}.
Motoo [15] a montré qu’il existait un processus de Hunt X sur F

)Z = (é’ ita \r;-‘, éta (ﬁx)xEF)
équivalent au processus a valeurs dans F (Q, &, Xt(¢), (Px)xer)-
Dans la suite nous appellerons Xle processus trace de X sur F.

Proposition VII 2. — a) La topologie fine du processus X est la trace de
la topologie fine du processus X sur F;

b) un point x de F est finement récurrent pour X si et seulement s’il est
finement récurrent pour X;
¢) les classes de X sont les intersections des classes de X avec F.

Démonstration. — a) Nous noterons Uy(x) le filtre des voisinages fins
de x pour X; soit x appartenant a4 F et U voisinage fin de x pour le proces-
sus X

P.[inf {#; X, eUc} >0]=1
donc
P, [inf {#; X1(t) e A\UNF} >0]=1

puisque ¢ — =(¢) est continue a droite presque sirement
P, [inf {#; X, e \UNF}>0]=1.

Ce qui montre que UN F est un voisinage fin de x pour la topologie fine
associée 3 X.
Réciproquement soit U € Uy(x)

P, [inf {#; X,¢U} > 0] = 1
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donc

P,[inf {#; Xt(1)¢ U}>0]=1
donc

P.finf{#; X,¢ UUF}>0]=1

donc U U F¢ est un voisinage fin de x pour X.

b) Soit x un point de F. Gréce & la 1re partie, si x est finement récurrent
pour )~(, il est évidemment finement récurrent pour X. Réciproquement,
supposons x finement récurrent pour X. Soit V dans ‘fo(x).

0 =P, [inf (¢ ; X, € V)] = P, [inf (t; X+(t) € V] = P, [inf (1; X, € V)]

et
uy(x) = P,[Ty < 0] = 1.

1

3 x étant

Il existe un W de Uy(x), tel que pour tout y de W, uy(y) >

finement récurrent pour X, P,(Ryw) = 1, d’ol :

lim u(Xy) =

1
= P, p.s.
t—>0 2 x p

et
P.(Ry) = 1 = P, (lim 1,[Xx(t)] = 1)

=P, (lim 1,X;) = 1)

t—>0

x est donc finement récurrent pour X.

¢) Soit x un point de F, finement récurrent pour X et pour X. Etant donné
un point y de F, si x conduit & y pour X, alors x conduit 4 y pour X. En effet
pour tout V de Ux(y) :

P,[Ty < 0] = P,[31; X®(t) e VN F]
= Py[Tyqe < 0] > 0.

Réciproquement, montrons que, si, x conduit & y pour X, alors x conduit
a y pour X.

Soit V un élément de Us(y); on a u,(y) = 1. Soit

M=3zeE; uv(z)>-21-§.

On a P*[Ty, < w]=a >0 donc P*¥[T, < «] >gce qui montre que

x -y pour X.
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(3) Proposition VII 3. — La trace du mouvement brownien plan sur une
droite du plan est un processus de Cauchy.

COROLLAIRES. — a) Le processus de Cauchy est finement récurrent et
n’a qu’une classe récurrente. Le temps de séjour du processus de Cauchy
dans tout ensemble de mesure de Lebesgue non nulle est presque sirement
infini.

b) Le mouvement brownien plan récurre presque slirement dans tout
sous-ensemble d’une droite, de mesure de Lebesgue non nulle.

Le début de a) résulte des propositions (VII 1, 2, 3). Pour la fin de a)
considérons un sous-ensemble I' de R de mesure de Lebesgue non nulle.
Pour le processus de Cauchy

@ t dx
U0, I‘)=foe-“dtfr—nx2_l_ta=0

P.,[ f * 1p(X,)dt = oo] — 1 (proposition 3).
0

d’ou

Pour démontrer la partie b) désignons par t(¢) le changement de temps
associé 2 la droite { y = 0} pour obtenir la trace du mouvement brownien
sur cette droite comme en (2). Pour tout x :

1 = By [lim 1(X(z) €T) = 1] = Eqxy [lim 1(X, €T) = 1]
t—>0 t—>00

car I’ensemble des ¢ tel que X, soit sur y =0 n’est pas P p. s. borné,
ce qui implique Py, [lim 7(¢) = o] = 1.
t—>c0

Remarque. — MacKean [/1] a montré que les fonctions positives et
invariantes d’un processus stable sont constantes. Nous montrons ici que
les fonctions excessives des processus stables d’indice « =1 sont cons-
tantes et qu’elles ne le sont pas si a« < 1.

Les processus stables d’indice « > 1 sont en effet ponctuellement donc
finement récurrents; les processus stables d’indice « < 1 ne sont pas récur-
rents dans les ouverts.

Démonstration de la proposition VII 3. — a) Soit
X = { QI’ yl’ (Palc)xem (Xt)tek+ }

un processus & accroissements indépendants réels, symétrique; pour tout A
de PX(A) = Pj(A — x) et pour tout A réel, E[e™1] = e~*®™ o1 (1) est un
nombre réel. Soit Y = { Q% 2, (P}),e» (Yo)er+ } un processus de Feller

ANN. INST. POINCARE, B-11-3 15
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réel, tel que O soit régulier. A Y on peut associer le temps local (¢) en 0;
avec les notations introduites dans la partie V

—
2o-Ar(f)] = P _
Ejle~*(2)]= ®(») exp #0)
posons
Elfe(f)] = e,
Soit Z le processus de Feller produit des deux précédents :

Z={Q X Q;F1@F, P.® P’ (Xp, Yorew+ }
= {Qa F H P(x,y}9 (Xt’ Yt)ten+}

7(t) est aussi le changement de temps associé a la fonctionnelle additive
_continue de 1-potentiel Egy,,)[e~"], T étant le temps d’entrée de Z dans la
droite {y =03}.

Pour tout #, Xt(t) = 0 et le processus trace de Z sur { y = 0 } est le pro-
cessus a accroissements indépendants { Q, F, (Py,0)xer, (YT(#))1er+ }-

Pour tout T', borélien de R, posons :

v([) =Py(Y, eT)

E(I) = Py(x(s) e T)

() = Py o(Y7(s) €T)
E(x0)[e2Y7(1)] = e~ "E(y ) [e/ MY 1(w)]

Etonles(@)] = [ emudy) = [ edn) [ emu(ay)
— f ® o~19E (df) — e~HClotd),

Le processus trace de Z sur { y = 0} est ainsi déterminé.
b) Supposons en particulier que X et Y sont tous deux des mouvements
browniens linéaires :
- R 2
Ex[eaAX,] = Ez[eiAY,] —e 2 et o) = + %
Pour calculer la loi de ©(¢), désignons par T, le temps d’entrée apres 0
du processus Y dans x. On sait [/3] que :
E2[eT0Y] = B[ 0] = e~ 151V
donc : B
O (y) = eIV
P() = 0(») — (A — DUDL(Y)

—1—(—1) \/Lﬂ [FetVany, zyaz
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or
*, ) ""”W;( ir par exemple [4])
u\(x, y) = ———— (voir par exemple
2 © —
= —_— —_— _— —IZI'\/2 —lz|'\/27\
WhO=1—n—1) Vo foe e dz
1 1
=l—-(A—-1)—=—
C=V ATV
et

E{x,y}[e_)"r(t)] = e-IIV2 exp (__ t'\/i)

CH=42 et Cle]= \/ %'\—}—2-'
—u
E(x0)[€*Yr(u)] = e~e Ve

et le processus trace est bien un processus de Cauchy.

Y

(4) Exemple de processus a accroissements indépendants récurrents dans
les ouverts et non finement récurrents.

Considérons sur R un processus de Poisson X, symétrique de pas P et

de paramétre 1. Soient p,’ son semi-groupe de convolution et e'{.()) sa
fonction caractéristique :

er&pp()\) — e! [cos AP— 1]

et 1;/(0) est équivalent & t~% pour ¢ infiniment grand, grice au théoréme
central limite.

Considérons maintenant un processus Y somme de 3 processus indé-
pendants du type précédent, de pas incommensurables, par exemple \/ 5,
V5 V1.

Ce processus est récurrent dans les ouverts car :

1 _ 1
$s® + by s® + 4500 - (cos A /5_,) + (cos A5 1) + (c0s A /)

. . , 1 2 , s
équivaut au voisinage de 0 a b (m) et n’est donc pas intégrable

au voisinage de 0 : Y est récurrent les ouverts.
Par contre, nous allons montrer que Y n’est pas finement récurrent.
0 est un ouvert fin, car le temps de sortie hors de 0 est [une variable expo-

nentielle (de paramétre 3). \/5, V4 5, V4 7 étant incommensurables, Y, ne
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peut €tre nul que si les 3 processus ng(t), X \/g(t) et XV;(t) sont nuls.
Si p** est le semi-groupe associé a Y, u*/(0) équivaut pour ¢ infiniment
grand a

1
o1

et f “w(0)dt < 00 =0
0

est ponctuellement et finement transient.
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