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Un modèle géométrique
de milieu continu déformable :

la théorie des deux métriques

J. P. BENZÉCRI

Ann. Inst. Henri Poincaré,

Vol. III, n° 3, 1967, p. 320.

Section B :

Calcul des Probabilités et Statistique.

Pour être en état d’appliquer facilement la Géométrie à la Mécanique, il
ne suffit pas de connaître les diverses formes que les lignes ou surfaces
peuvent présenter, et les propriétés de ces lignes ou de ces surfaces, mais il
importe encore de savoir quels sont les changements de forme que peuvent
subir les corps considérés comme des systèmes de points matériels, et à

quelles lois générales ces changements de forme se trouvent assujettis (1).

A. Cauchy

. SOMMAIRE. - Notre modèle comprend deux métriques riemanniennes,
dont l’une donne les distances des molécules dans l’espace et l’autre les
distances qui tendraient à s’établir en l’absence de contrainte. Cette der-
nière métrique est généralement non euclidienne; sa variation au cours
du temps correspond au fluage. Le modèle, qui est susceptible de diverses
généralisations, est étudié du point de vue de la thermodynamique.

SUMMARY. - In our model, we use two different riemannian metrics ; 
the first one gives the actual distances between molecula; the second gives

(1) Cité après N. Jukovskii, Thèse, Recueil Mathématique, Tome VIII, ou
0152uvres complètes, Tome II, 1949.
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the distances that should be; if there were no stren. The latter is generally
;non euclidian, and its ’ variation through times is equivalent to plasticity.
’Various generalisations are suggested. A thermodynamical study is

included.

1. INTRODUCTION :
LES MÉTHODES DE LA MÉCANIQUE

L’étude des milieux continus progresse suivant trois directions princi-
pales : technologie, physique, géométrie.

C’est l’ingénieur qui découvre des matériaux (plastiques, alliages...),
des méthodes d’usinage (emboutissage, traitement de surface), des phéno-
mènes parasites (vibrations, fluage...) : il pose ainsi des problèmes nouveaux
et leur donne une première solution.
Du physicien, au contraire, on attend l’explication intime et définitive

des phénomènes : tel comportement macroscopique résulte de la disposition
des longues chaînes moléculaires d’un polymère (caoutchouc); tel autre,
d’un principe statistique de la mécanique quantique ou de la thermodyna-
mique... Mais, quelle que soit notre confiance dans la mécanique physique,
nous devons savoir que si la description moléculaire des gaz (milieux peu
condensés où la plus grande part de l’énergie échangée par chaque molécule
l’est pendant une faible fraction du temps dans des interactions binaires)
est depuis longtemps fort avancée, la physique des solides cristallins (milieux
très ordonnés où chaque élément est en permanence, en interaction avec
les mêmes voisins immédiats..., ou les mêmes modes énergétiques globaux)
est en plein développement, tandis que la théorie des liquides (milieux assez
denses pour que chaque élément soit en permanence en interaction avec
plusieurs voisins, qui cependant se renouvellent sans cesse...) en est à ses
débuts. A fortiori, la théorie des plastiques est-elle dans l’enfance.
Avec les phénomènes matériels, le géomètre, en tant que tel, n’a pas un

contact privilégié. Mais dans l’espace des formes où l’imagination l’intro-
duit et où la rigueur règle ses pas, il lui échoit d’organiser en un système
harmonieux et efficace les ébauches de l’ingénieur et du physicien. De plus,
quand les informations sont rares, les conjectures du mathématicien peuvent
étayer des descriptions partielles et guider la recherche des faits. D’où la
grande part que, faute de mieux, tiennent aujourd’hui dans tant de sciences
(sciences humaines : psychologie, sociologie, linguistique, ...; mais aussi

physique des particules élémentaires...) les modèles de comportements.
Qui ignore les alcaloïdes parle de dormitiva virtus; qui ne connaît la loi
de Newton place les planètes sur des cercles engrenés...
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Quant à nous, en concevant des modèles de milieux continus (plus parti-
culièrement de milieux condensés déformables, considérés dans le domaine
statique où les énergies de déformation l’emportent de beaucoup sur les
énergies cinétiques...) puissions-nous être plus heureux que tant d’astro-
nomes qui se sont succédé de Ptolémée à Copernic.

Depuis quelque dix ans, une école de géomètres a renouvelé l’appareil
mathématique de la mécanique des milieux continus. Nos propres vues
se sont formées il y a plusieurs années en confrontant à la théorie des espaces
de Riemann, des rudiments de technologie et de physique. Si les recherches
dont G. Truesdell (1965), vient de publier une anthologie ne nous sont
connues que depuis peu, nous aurions eu grand-peine, hors de ce cadre
favorable, à trouver tout seul quels énoncés analytiques donner de nos
intuitions. Nous renverrons donc fréquemment aux mémoires de A. E. Green,
W. Noll, R. S. Rivlin, C. Truesdell..., tant pour reconnaître ce que nous
devons à ces auteurs, que pour marquer, s’il se peut, l’originalité de nos
conceptions.
Donnons le plan de notre travail : au § 2, nous formulons les équations

cinématiques et dynamiques d’un milieu continu, en faisant jouer un rôle
central à la métrique de position (cf. 2.2). Ainsi se trouve marquée la place
des équations rhéologiques, relations entre contrainte déformation et

fluage qui font l’objet du § 3, là est introduite la métrique de structure
(cf. 3.1) dont on peut dire en bref qu’elle est en état de référence non eucli-
dien, variable. Nous suggérons des explications pour deux phénomènes
physiques : la pulvérisation du verre trempé (cf. 3.2.4) et le gelage des
contraintes (cf. 3.5.3). Une analogie mécanique (cf. 3.5.2) nous suggère
une théorie thermodynamique du processus irréversible qu’est le mouve-
ment d’un matériau visqueux et fluent (cf. 3.6).

2. OBJET DE LA RHÉOLOGIE

Par rhéologie, nous entendrons ici, en suivant l’étymologie, étude de la
matière qui coule, qui se déforme continument. Pour préciser cette définition,
nous procéderons négativement; c’est-à-dire que nous écarterons progres-
sivement du champ de notre étude des phénomènes qui certes concernent
le flux de la matière, mais dont les lois peuvent être déduites des principes
généraux de la cinématique et de la dynamique ou même de quelques
postulats nouveaux qui, présumés valables, quelle que soit la matière,
ne nous disent rien de la diversité des états où peut se trouver celle-ci.
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2.1. Continuum de masses.

Par continuum de masses, nous entendrons une variété tridimension-
nelle fl, munie d’une mesure positive Un point sera appelé
un point matériel, une partie mesurable !!!. c v«, sera appelée un domaine
matériel; l’intégrale yl de la mesure (1. étendue à m, sera appelée la masse
du domaine. Un système de coordonnées locales sur fl sera désigné par
{ ua } ; on supposera que la mesure {JL a par rapport à tout système 
une densité non-nulle (notée aussi (1.) et l’on écrira :

Cette formule appelle une remarque.
En toute rigueur l’intégrale ci-dessus n’a de sens que si m est un cycle

orienté de J6 (par exemple une partie, difféomorphe à une sphère et munie
d’une orientation) inclus dans le domaine de définition des coordonnées 
or, à l’encontre d’une forme différentielle, l’élément de masse doit avoir
une intégrale dont la valeur ne change pas de signe avec l’orientation de
la partie dont on cherche la masse ; on peut de deux manières échapper
à cette difficulté (que seuls les puristes de la géométrie admettront d’abord,
mais qui peut soudain se présenter à un calculateur sous la forme d’une
masse rendue négative par un changement de coordonnées...). D’une part, fl
(devant, on va le voir, être réalisable comme une partie de l’espace eucli-
dien tridimensionnel), est orientable : l’on peut donc se restreindre aux
systèmes de coordonnées directs pour une certaine orientation, et supposer
la densité toujours positive. D’autre part, la notion de distribution diffé-
rentiable de masses peut être définie comme distincte de celle de forme diffé-
rentielle. Notons T( le fibré tangent à ; T*(JtL) le fibré dual à T(Jt(.);

le fibré des pseudoscalaires sur J6 (i. e. des couples d’une orientation 
et d’un scalaire réel À, le couple (e, À) étant équivalent au couple (- e,
- À) où - e désigne l’orientation opposée à e). Une forme différentielle
de degré 3 est une section du fibré une distribution différentielle
de masse est une section du fibré (3AT*(J.,)) Q9 
Supposons qu’une distribution différentielle de masse soit donnée loca-

lement comme le produit tensoriel d’une fonction pseudoscalaire par une
forme :

(e, À(u1, u2, u3)) Q9 (p(MB u2, u3)dui A du2 A du3),
où s est une orientation définie sur tout le domaine des coordonnées usa

(i. e. soit l’orientation pour laquelle ce système est direct, ou celle pour lequel
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il est inverse). Soit m le support d’un cycle différentiable me, d’orientation E,
la masse de m sera :

On vérifie sans peine que cette masse ne dépend que du produit des ten-
seurs donnés ci-dessus et non de la présentation particulière de ce produit
(on peut changer s en - e et x en - À; ou encore À en cpÀ et p en p/cp, cp dési-
gnant une fonction quelconque).

2.2. Cinématique et métrique de position.

Une disposition spatiale du continuum de masses sera une application
différentiable injective (deux points matériels distincts ne peuvent avoir
même position à un même instant...) de la variété J6 dans l’espace euclidien
tridimensionnel. Un mouvement du continuum de masses sera une suite

de dispositions spatiales dépendant différentiablement d’un paramètre t,
le temps variant sur un intervalle de la droite réelle. Si l’espace euclidien
est rapporté à un système (généralement orthonormal) de coordonnées xi,
un mouvement sera donné par un système de fonctions différentiables

de a uatre variables :

Le vecteur vitesse, à l’instant t, du point matériel { a pour composantes
euclidiennes :

les composantes va dans un système de coordonnées matérielles ua sont
reliées aux vl par le système (où il convient de sommer par rapport à l’indice
muet 

comme le tableau des a un déterminant non nul (i. e. la différen-
tielle de l’application « disposition » est non dégénérée), on peut écrire
les formules inverses :



282 J. P. BENZÉCRI

Et de même pour l’accélération :

A tout instant t, la disposition spatiale définit sur J6 une métrique eucli -
dienne ; la métrique de position, dont le ds2 sera noté :

on a :

où = 8iJ si les coordonnées x= sont, comme on le supposera générale-
ment, orthonormées. Comme on le verra, d’une part, la métrique de posi-
tion simplifie l’énoncé du principe d’indifférence matérielle (cf. e. g. Trues-
dell, t. II, 1965, p. 64; et l’article subséquent de Noll, 1955), d’autre part,
couplée avec la métrique de structure (introduite plus bas, cf. 3.1), elle
donne un modèle simple de fluage.
Le tenseur se présente ici comme un élément symétrique de T* Q9 T* ;

on peut encore l’interpréter comme un isomorphisme de T sur T* :

l’isomorphisme inverse sera noté il est défini par :

peut s’interpréter encore comme la forme quadratique sur T* trans-
porté de (considérée comme forme quadratique sur T) par 
considérée comme isomorphisme de T sur T*)...
Après les considérations cinématiques de ce numéro, on doit revenir

sur la distribution des masses. On a :

la fonction du point et du temps :
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est appelée masse spécifique et généralement notée p. Considérée comme
fonction des je’ et de t, p satisfait à une équation de continuité :

p + pdivv=0;
calculant p à partir de la fonction .(ui, u2, u3) (qui ne dépend pas de t)
par l’intermédiaire des nous sommes assurés que l’équation de conti-
nuité est satisfaite.

2.3. Le tenseur des contraintes.

Soit  une surface matérielle orientable (sous-variété de dimension 2
de J6). Supposons que l’on supprime la matière de l’un des côtés de 
pour que de l’autre côté la matière persévère dans son équilibre ou dans
son mouvement (sans discontinuité des accélérations) il faut appliquer
un système de forces qui remplacent celles dues à l’impénétrabilité, à la
cohésion, etc., de la matière. C’est par des considérations de la sorte que
l’on a coutume de définir à tout instant sur un continuum matériel en

mouvement, le champ de tenseur des contraintes. Quoique la mesure des
contraintes ne soit possible (moyennant des hypothèses naturelles) que dans
certaines conditions particulières de mouvement (e. g. pièce métallique
soumise à la traction...), on considère les contraintes comme des grandeurs
observables.

Un élément de surface dS considéré comme élément de frontière d’un

élément de volume matériel sera représenté par un secteur orthogonal à la
surface, orienté vers l’extérieur de la matière et de longueur égale à l’aire
de la surface (orthogonalité et longueur s’entendent pour la métrique de
position à l’instant et au point considéré). On écrira ce vecteur :

avec les relations :

Moyennant des hypothèses de différentiabilité, l’élément de force dF

exercé suivant dS sur l’élément de matière dont elle est frontière s’écrira :

En particulier, si dF est toujours normal à l’élément de surface, on
dit qu’il y a répartition hydrostatique des contraintes, ou pression pure
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Entre les composantes a«3 et a; on a les relations :

Sous l’hypothèse (non valable pour un plasma de dipôles !) que la matière
n’est pas soumise à des forces extérieures exerçant sur un élément un couple
du même ordre que son volume mais non négligeable vis-à-vis de lui,
on démontre classiquement que le tenseur des contraintes ; est symé-
trique, i. e. :

Dans un système de coordonnées u« lié à la matière, donc non orthonormé
pour la métrique p, la symétrie s’écrit :

(le terme symétrie n’a de sens que pour un tenseur du carré tensoriel d’un
espace vectoriel. Or, on a :

par contraction de a et de p on obtient un tenseur de T*2, qui se touve
être symétrique...).
On peut faire ici sur la nature tensorielle de cr, des considérations analogues

à celles de 2.1. La notion d’élément d’aire dS, considéré comme élément
de frontière n’a été identifiée à celle de vecteur que par l’intermédiaire
de la métrique p. Il est possible, indépendamment de p, de définir le tenseur
des contraintes et d’en exprimer la symétrie.
Un élément de frontière, sera un élément du produit tensoriel :

en bref, au tenseur :

(où a, b sont des vecteurs de T, s une orientation, À un scalaire réel), on
associera l’élément de frontière défini par 1 À 1 fois le parallélogramme
construit sur a, b, ce parallélogramme étant considéré comme bord de la
matière située du même côté qu’un vecteur c tel que le système :

ait l’orientation s.
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Ainsi le tenseur des contraintes a apparaît comme un élément de

comme le facteur T figure deux fois dans ce produit, on peut donc inter-

préter l’expression a est symétrique, comme

(où 0 :(T) désigne le sous-espace des tenseurs symétriques de T 0 T*).

2.4. L’équation dynamique.

On écrit que tout élément de volume matériel est en équilibre sous l’action
des forces d’inertie, des forces extérieures et des forces de contraintes.

Si on note g le vecteur force extérieure exercé sur l’unité de masse (e. g. force

massique de pesanteur...) on a l’équation classique (cf. e. g. Noll, 1955,
p. 17) :

ou sous forme tensorielle :

(équation où nous avons fait figurer le tenseur métrique p = 8 pour que les
contractions se fassent comme il se doit entre paires d’indices l’un haut,
l’autre bas). ° 

Dans un système de coordonnées ua liées à la matière, la formule donnant
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le champ de vecteur (section de T(JC)) divergence du champ de tenseur a
est plus complexe. On a alors l’équation dynamique :

formule où (cf. e. g., Cartan, 1925, p. 11 ou Lichnerowicz), les r sont les
symboles de Christoffel, donnés par :

Considérons dans quelle mesure on peut, en étudiant un milieu continu,
faire abstraction du mouvement même t), pour ne considérer
que la métrique de position et les contraintes (sur le lien entre les deux cf.
infra).

D’abord, il est possible connaissant le champ de tenseur t)
et le mouvement d’un repère matériel particulier (i. e. pour un point matériel
particulier les 3 fonctions du temps :

et les neuf fonctions du temps :

celles-ci assujeties aux six relations (cf. 2.2) :

ce qui fait donc 3 + 9 - 6 = 6 (fonctions numériques du temps), de recons-
tituer, par intégration des équations de connexion, les trois fonctions de
quatre variables qui décrivent le mouvement.

Pareil calcul n’offre aucun intérêt pratique. En revanche, si on peut
négliger les forces d’inertie (on dit alors que le mouvement est quasi statique),
ainsi que les forces extérieures (ou que les ga sont faciles à calculer parce
qu’il s’agit du champ constant de la pesanteur et que des considérations
de symétrie donnent les composantes de la verticale dans le système des u« ... )
l’équation dynamique ne comporte plus que a et p. Mais outre la relation
contrainte-déformation (cf. infra), il faut ajouter à l’équation dynamique
(entre a et p, des équations de deux sortes) ;

1° Annulation du tenseur de courbure de la métrique de position : en
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effet, cette métrique n’est réalisable dans un espace euclidien que si (cf. Car-
tan, 1925, p. 22, ou Lichnerowicz) :

(cette condition nécessaire n’est suffisante que localement : elle assure

l’existence d’une application de fil dans l’espace euclidien induisant la
métrique p, mais elle n’assure pas que cette application soit injective).

20 Conditions aux limites :

On ne peut, sans intégrer d’équations différentielles, exprimer en p et ri

des conditions telles que : un point matériel de la frontière est soumis à une
force de contact dépendant de sa position. Nous nous limiterons donc à
des conditions aux limites de deux types : pression superficielle et encastre-
ment (il est clair qu’on a en vue ici des matériaux solides ou plastiques
non des fluides).

a) Pression superficielle : supposons que la surface libre du milieu soit
définie par une équation implicite

un vecteur normal à la surface sera :

la contrainte à laquelle est soumis l’élément de surface représenté par na.
devra être 1t. na. (1t pression) d’où :

b) Encastrement : les conditions d’encastrement concernent p, non a;
on exprime que les deux formes quadratiques fondamentales (au sens de la
géométrie différentielle classique) de la surface du milieu sont celles imposées
par l’encastrement. Supposons que l’équation de la surface libre soit u3 = 0

(pratiquement, il est naturel de choisir le paramétrage pour cela). Les
fonctions

et :

qui sont les six coefficients des deux formes quadratiques fondamentales
de la surface u3 = 0, rapportée aux coordonnées paramétriques ut, u2,
doivent être indépendantes du temps.
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c) Conditions mixtes : si le bord 3-~C de fl est divisé en n portions connexes
mu dont chacune est, soit encastrée, soit soumise à une pression 7~, on
écrira n systèmes de conditions de l’un des deux types ci-dessus. Mais il
faut prendre garde que si deux portions disjointes du bord sont encastrées
dans des appuis reliés rigidement entre eux, on fixe non seulement les formes
de ces portions (cf. 6), mais aussi leur position relative. D’où une condition
de forme intégrale sur la connexion associée à la métrique de position.
Notons ici que les équations peuvent en première approximation être

linéarisées sous la seule hypothèse que les variations relatives locales de
la métrique de position soient faibles, au sens suivant : quel que soit le
vecteur ha. situé au point u~ le carré de norme

varie au cours du temps de moins qu’un pourcentage fixé (e. g. 5 %). Une
telle restriction, comme l’a marqué Novozhilov (1948, § 10) est compatible
avec de grandes déformations globales (e. g. si une longue pièce se courbe,
la distance entre les extrémités peut être divisée par 2 sans que la courbure
ne soit nulle part grande.

2.5. Le problème rhéologique.

Supposons, ce qui est assurément fort peu réaliste, que l’on soit maître
de donner au champ de force g une valeur arbitraire fonction du temps.
Il sera alors possible de faire prendre aux ~’(M~), donc aux Pa.f3 {~}; t),
des valeurs quelconques : car quelles que soient les contraintes qui appa-
raissent dans la matière du fait de ces déformations, on pourra fixer g
pour équilibrer ces contraintes et les forces d’inertie.
Le problème fondamental de la rhéologie peut maintenant s’énoncer

ainsi, indépendamment de toute considération dynamique :
Étant donné un continuum matériel étudier comment le tenseur des

contraintes a, y est fonction de la métrique de position p.
On notera ici :

1 ° que nous parlons de la métriques de position p et non du mouvement :
c’est postuler implicitement le principe d’indifférence matérielle, selon lequel
un déplacement (isométrique) fonction du temps composé avec un mouve-
ment ne change rien aux contraintes (ce principe est plus général que le

principe de Galilée ; principe qui, il est vrai, concerne les équations de la
dynamique, éliminées de notre objet par l’introduction d’un champ exté-
rieur de compensation...);
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20 que tel que nous l’avons posé - relation entre a, p, u - le problème
semble physiquement indéterminé. D’une part, nous n’avons rien dit
des phénomènes thermiques ; d’autre part, il ne suffit pas d’avoir la géo-
métrie macroscopique des masses pour calculer les contraintes qui, au
moins dans un solide, résultent de l’organisation intime de ce que l’on peut
grossièrement se figurer comme un réseau de ressorts reliant ces masses ! t
Dans la suite, complétant le schéma mathématique du domaine matériel
pour décrire adéquatement (au niveau macroscopique) l’objet physique
que nous avons en vue, nous introduirons un être géométrique non obser-
vable, le champ tensoriel métrique de structure.

3. UN MODÈLE DE MATÉRIAU
ISOTROPE ET PERMANENT

Au centre de nos modèles est l’idée d’associer à tout matériau un état
de référence à la fois variable au cours du temps (du fait du fluage) et géné-
ralement non euclidien, irréalisable dans l’espace ordinaire comme un état
d’équilibre. Nous traitons presque exclusivement de matériaux isotropes
et dont on peut dire, en bref, que leurs modules (d’élasticité, de fluage,
de viscosité) sont constants (permanents). Toutefois, à 3.5.3, nous combi-
nons un modèle plus complexe qui permet d’expliquer le phénomène
du « gelage des déformations ».

3.1. Déformation et métrique de structure.

Soit E et F deux espaces euclidiens (espace vectoriel muni d’une forme
quadratique définie positive) de même dimension L ; une application linéaire
non dégénérée de E sur R. On sait qu’il existe un système unique de trois
applications linéaires B, I, C :

B et C symétriques (relativement à la métrique euclidienne de E et F res-
pectivement), 1 isométrique, telles que :

1 est la partie déplacement et C (ou B) la partie déformation de l’appli-
cation L.

En mécanique des milieux élastiques, on considère communément qu’à


