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Sur les répartitions ponctuelles aléatoires,
en particulier de Poisson 

R. FORTET

(Paris).

Ann. Inst. Henri Poincaré,

Vol. IV, n° 2, 1968, p. 99-142.

Section B :

Calcul des Probabilités et Statistique.

SOMMAIRE. - L’article rappelle la définition générale des répartitions
ponctuelles aléatoires, sur un espace de points quelconque; il donne un
fondement rigoureux aux notions de somme et réunion de répartitions
ponctuelles aléatoires, et de répartitions induites; l’application principale
est la définition générale et les propriétés des répartitions de Poisson. Les
derniers paragraphes concernent la définition et les propriétés des fonc-
tionnelles caractéristiques des répartitions ponctuelles; une condition suffi-
sante pour qu’une fonctionnelle soit caractéristique d’une répartition ponc-
tuelle (1- finie est donnée.

SUMMARY. 2014 The paper gives a général definition of the random points
distributions, over an arbitrary point space; it gives rigorous foundations
to the notions of sum and union of random points distributions, and of
induced distributions ; the principal application is to the général definition
and properties of Poisson distributions. The last sections are dealing with
the definition and the properties of the characteristic functionals of the ran-
dom points distributions; a sufficient condition for a functional to be the
characteristic of a o-6nite points distribution is given.

1. LES RÉPARTITIONS PONCTUELLES

Je rappelle rapidement dans ce paragraphe 1 des définitions, des nota-
tions et des propriétés que j’ai déjà indiquées dans R. Fortet [1] [2].

Désignons par E l’ensemble de tous les entiers &#x3E; 0 et finis ; par 800 l’ensem--
ble 8 complété par l’élément + oo .

ANN. POINCARÉ, B-lV-2 &#x26;
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Soit 3C un espace (non-vide) quelconque d’éléments x appelés « points )).
Une répartition ponctuelle (1) sur :1: d’effectif s, où s est un cardinal quel-
conque E 8~, est un système non-ordonné r = { ~ } de s points x~ OE ~,
distincts ou non.

Pour A = 3C, appelons n(r; A) le nombre (fini ou non) des (distincts
ou non) de r = { qui appartiennent à A; comme fonction de A, n(r ; A)
est une mesure (discrète); il y a identité entre la notion de répartition ponc-
tuelle r = { ~ }, et celle de la mesure n(r; A) associée à r; n(r ; est l’effec-

tif de y.

Appelons : Q l’ensemble des répartitions ponctuelles sur 3C; Q~ (s entier &#x3E;_ 0
et fini), l’ensemble des répartitions ponctuelles r sur 3C, telles que n(r; 3C) = s ;
n4&#x3E; l’ensemble des répartitions ponctuelles r sur 3C finies, c’est-

s

à-dire telles que : n(r; 3C)  + oo; Qoe l’ensemble des répartitions ponc-
tuelles r sur 3C infinies, c’est-à-dire telles que n(r ; 3C) = + oo.

Soit 93 une ~-algèbre de parties telle que: ae appartient à et que :

pour tout x la partie { x } de 3C constituée par x seul, appartient à 93.
Soient :

a) k un entier &#x3E; 0 et  + oo ;

b) Al, A2, ..., Ak, k sous-ensembles de X, appartenant à J5;
c) J un sous-ensemble quelconque (éventuellement vide) de ~~ ;

le sous-ensemble û) de Q constitué par les r. p. r telles que :

{ n(r ; n(r ; ..., n(r ; J c ~~ ( 1 , 1)

sera appelé un (sous-ensemble) cylindrique de Q (sous-entendu : relative-
ment à Soit 93) ou plus brièvement : ~~3 la ~-algèbre de
Boole de parties de Q engendrée par les cylindriques.

Définition. - Une répartition ponctuelle aléatoire (2) R sur :1: est un
élément aléatoire (3) sur (Q, 

Des définitions du même type, mais apparemment moins générales, ont
été indiquées antérieurement par d’autres auteurs, par exemple par T. E. Har-
ris [1].

Structure de la ~-algèbre Dans R. Fortet [1] [2], j’ai donné sur la
structure de quelques résultats que je résume rapidement ici.

(1) Répartition ponctuelle : abréviation, r. p.
(2) Répartition ponctuelle aléatoire : abréviation, r. p. a.
(3) Élément aléatoire : abréviation e.



1) Soient : QS l’algèbre des parties de as qui sont des cylindriques; 5t~ la
plus petite o-algèbre de parties de S2~ qui contient Q~; Q~ l’algèbre des
parties de D°o qui sont des cylindriques ; la plus petite a-algébre de par-
ties de qui contient Q~.
Un élément x = { ~, ..., de 3C~ est un système ordonné de s points

de faisons lui correspondre la répartition ponctuelle :

r = ~s(x) E as,

constituée par le système non-ordonné des s points xi, ..., xé qui consti-
tuent x (~,S est une application de XS sur Soient Si, S2; ..., Ssb les
diverses permutations distinctes des entiers 1, 2, ..., s. Pour tout e c 

posons : r(e) = et disons que e est r-complet si e = r(e).
1

Un pavé P de 3C~ est une partie de de la forme :

où les A~ E 93 (j = 1, ..., s); soit ,~ la famille de ces pavés, et ~’r la famille
des parties de XS de la forme h(P), où P est un pavé. Y engendre une algèbre
~S et une a-algèbre {/3s ; :Fr engendre une algèbre et une a-algèbre 

Soient la famille des ensembles de ~s qui sont r-complets, et 93T la
famille des ensembles de 9!l qui sont r-complets.

THÉORÈME 1 :

2) Soit Xl x X2 x ... x Xs x ... le produit cartésien d’une
infinité dénombrable ordonnée d’espace Xs tous identiques à X. Un pavé P
de est une partie de °° de la forme :

où As E 93, As = 3C~ = X sauf pour un nombre fini de valeurs de s.
~ engendre une a-algèbre de parties de Soit ~,°° l’application de 
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sur 03A9~ qui, à l’élément x = {Xl’ x2, ..., xs, " } de fait correspondre
la répartition ponctuelle r = ~ xs ) constituée par les mêmes points que x,
mais abstraction faite de l’ordre.

Soit p une permutation des entiers 1, 2, ..., s, ... ; p est finie, si p(s) = s
sauf pour un nombre fini de valeurs de s ; soient T l’ensemble (dénombrable)
des permutations finies, ~ * celui de toutes les permutations. 
posons :

soient :

!Fr (resp. !Fr.) la famille des e c telle que e = r(P) (resp. r*(P)),
où P est un pavé;

(resp. l’ensemble des e c $00 tels que e = r(e) (resp. e = r*(e)) ;
(resp. plus petite (7-algèbre contenant :Ji r (resp. 

THÉORÈME ( 1, 2) : 1

Ces notions et résultats permettent d’introduire avec rigueur un cer-
tain nombre de notions intuitives, en particulier de poser une définition
générale des répartitions induites, et une définition générale des répartitions
de Poisson : ce qui va être l’objet des paragraphes suivants.

2. SOMME DE RÉPARTITIONS ALÉATOIRES

Soient (Ok’ (k = 1, 2, 3, ..., K), où K est un entier _ + 00, une

famille (finie ou dénombrable) d’espaces mesurables tous identiques à

(Q, ~93); appelons 3 le produit cartésien :

muni de la 03C3-algèbre 039B, « produit )) au sens usuel des 
Soit { rl, r2, ..., rk, ... } (k = 1, 2, ..., K) une famille (finie ou dénom-

brable) de r. p. sur X; nous appellerons somme des rk, la r. p. cons-

k
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tituée par : tous les points de ri, tous les points de r2, ..., tous les points
de rk, ..., c’est-à-dire la r. p. r telle que, pour tout A E ~,

Notons que : z === { ~i, ...~ , ... } peut être interprété comme un

point de 3, en considérant pour chaque k, que rk E Q~.
Soit alors ~ l’application de 5 dans Q qui, à z = {rI’ ..., rk, ... }, fait

correspondre r = 
k

Un pavé P de 5 est une partie de Z de la forme :

E avec ek = nk sauf pour un nombre fini de valeurs de k.
Soient :

p une permutation des indices k = 1, 2, 3, ... ;
y la famille des p ;

Si, S~, S3, ..., Si, ... les permutations finies des indices k = 1, 2, 3, ... ;
r l’application qui, 3, fait correspondre r(e) 3;

1

r* l’application qui, 3, fait correspondre r*(e) = p(e).
Nous savons (cf. R. Fortet [2]) que, pour un pavé P, r(P) = r*(P) E A.
Soit (JJ un cylindrique de Q. Supposons d’abord que (JJ est défini par :

où j est un entier ~ 0 et  + oo. Cherchons ce 

Si 7 = 0, o = Q, = 3; supposons donc j ~ 1.
Soit u == { Mi, u2, ..., ua ) un système d’entiers uj &#x3E; 0, tels que :

ui + u2 + ... + ua = j; les systèmes u de ce type forment un ensemble
fini 91. A u E 91, associons le pavé Pu défini par :
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soit k’ l’entier tel que :

soit k1  k2 S ...  ka = k’ ceux des k  k’, tels que A) &#x3E; 0, de
sorte que :

il existe nécessairement un u = { UI, u2, ..., E 91, tel que :

de sorte que :

par conséquent :

Réciproquement, si z E lj c’est que, pour un 1 déterminé et
~

un u = ( ui, ... , u03B1} déterminé, on a :

alors il existe forcément oc indices ~ ’ ... , ~ tels que :

A) ~ Mi, ..., MC,, ; A) ~ de sorte que : n(r ; A) ~ j.

On conclut que :

Supposons maintenant que o est l’ensemble défini par :

en appelant l’ensemble défini par :
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Soit S la famille des ro de la forme (2,5); 6 engendre ~93; par conséquent :

Considérons maintenant un e. a. :

à valeurs dans 3; supposons donnée sa loi de probabilité sur A; alors, à
partir de cette loi de probabilité, ’I’ induit sur et par conséquent
sur une loi de probabilité, qui est celle de :

3. UNION DE RÉPARTITIONS ALÉATOIRES

Soient {M,.} (h = 1,2, ... ) une suite finie ou dénombrable d’espaces M~ ,
deux à deux disjoints; soit pour chaque h, une 03C3-algèbre Bh de parties de Mh,
contenant Mh lui-même. Posons :

soit 93 la 03C3-algèbre des parties e E 3C telles que pour tout h, e n Mh E "

Soit pour chaque h, rh une r. p. sur M~; nous appellerons union des { rh },
et nous désignerons par : r = rh, la r. p. r sur constituée par l’ensem-

h

ble des points des diverses rh (h = 1, 2, ...).
Une r. sur Mh c peut être considérée comme une r. p. sur X :

telle que nous venons de la définir, l’union est donc une somme de r. p.
au sens du paragraphe 2 précédent, mais de type spécial. Au lieu d’utiliser
la méthode du paragraphe 2, procédons directement à l’étude de la notion
d’union.
Pour toute r. p. r sur appelons : rh = ph(r) sa restriction à Mh, c’est-

à-dire la r. p. rh sur Mh constituée par ceux des points de r qui appartiennent
à M~; /* est l’union de ces restrictions rh = p,,(r) (h = 1, 2, ...).

Posons : ’

ph est une application de Q sur Oh.
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Soit 5 l’espace produit :

un élément z = { de 3 est un système ordonné de r. p. rh , telles que pour

chaque h, rh E ah; l’union r = rh de ces rh , est donc le résultat r = T(z)
h

d’une application biunivoque ~ de z = { E :3 dans Q.
Soit A la 03C3-algèbre-produit de parties de Z, définie par les soit 

la 03C3-algèbre de parties de Q, induite par 03A8 à partir de A.
Soit supposons d’abord que (J) est un cylindrique, défini par la

condition :

où k est un entier ~ 0, et où A E ~S.
Examinons d’abord le cas où k  + oo. Posons : Ah = A n Mh E 

les Ah (h = 1, 2, ... ) sont deux à deux disjoints. ah désignant un entier ~ 0,
le sous-ensemble de Q~ défini par :

appartient à par suite, l’ensemble :

est un sous-ensemble de Z qui appartient à A, quelle que soit la suite { 
fixée d’entiers ~ 0. Soit e l’union dénombrable :

e appartient à A ; or la condition : est évidemment équivalente à :
z = ’P-t(,)ee; donc :

Supposons maintenant k = + oo ; le complémentaire  de 0153 est l’ensem-
ble défini par : n(r; A)  + 00; w est l’union dénombrable d’ensembles

du type (3,3) avec k  + oo ; donc  E donc : co E 

Il en résulte que tout sous-ensemble cylindrique de Q appartient à 
et par suite que : Mais il est d’autre part à peu près immédiat
que : d’où :
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THÉORÈME (3,1). - Les 03C3-algèbres cB et sont identiques.
Supposons alors donnée une loi de probabilité sur (5; A), définissant

un e. a. Z = { ..., Rh , ... } à valeurs dans 3, c’est-à-dire un système
ordonné de r. p. a. Rh (h = 1, 2, ... ), tel que pour chaque h, Rh est une
r. p. a. sur (M~; 93~,). Alors la formule :

définit l’union R des Rh, comme une r. p. a. sur = 93).
h

Répartitions 03C3-finies. Désignons par 03A903C6h la partie de SZh constituée par
les r. p. rh sur Mh telles que :

La r. p. r sur X est dite 03C3-finie, relativement au système M = { Mh }
des Mh, si pour chaque = E Qf. L’ensemble des r. p. r sur X qui
sont ~-finies, forment un sous-ensemble de Q ; il est clair que .

Soit la restriction de ~93 à 
Quant aux éléments :

de 3, tels que pour chaque h, ils forment une partie 3(~L) de 3;
3(~L) n’est autre que :

On a : A ; soit la restriction de la ~-algèbre A à 5(~); il est
clair que :

Pour chaque h, appelons :

Í2h l’ensemble des r. sur Mh, telles que : n(rh ; Mh) = s, s entier &#x3E; 0
et fini ;
Qh la famille des parties de qui sont des sous-ensembles cylindriques

de Í2h; rappelons que Qh est une algèbre de parties de 
Qh la famille des parties Wh de Qf, telles que : Wh n SZh E Q~ pour tout

s &#x3E;_ 0 et fini ;
~~h la famille des parties Wh de S2h qui sont des cylindriques.
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Dans ce qui suit, nous désignerons par :
- n un entier &#x3E; 0 et fini quelconque;

..., un système de n valeurs distinctes quelconques de h ;
2014 { ..., sn } un système de n entiers sj , ~ 0 et finis quelconques.
Désignons par e(hl, ..., h") une partie de Z du type :

avec :

soit ..., h") la famille, pour n et {h1, ..., donnés, de ces
..., hn) ; en fait, ..., hn) est une famille de parties de 3(~)? et

plus précisément une semi-algèbre de parties de 3(~)~ soit ..., hn) la
03C3-algèbre de parties de 3( vtt,) qu’elle engendre.

Soit enfin R la plus petite a-algèbre de parties de 3( tÁf.,) qui contient toutes
les ..., pour tous les n et tous les { h1, ..., hn }.

Soit e une partie de appartenant par hypothèse à cela veut

dire que e est de la forme :

prenons d’abord le cas où e’ est de la forme :

avec :

alors e est de la forme :

or : O 
O
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Donc : e E 3f(h1, ..., /~) c: !1t(hl, ..., or A est la plus petite
03C3-algèbre contenant tous les e’ de la forme (3,8) (3,9) ; par conséquent :

il est d’ailleurs clair que tout e E ...,A~) appartient à d’où :

THÉORÈME (3,2). - La 03C3-algèbre 039B(M) est identique à la 03C3-algèbre R
engendrée par les 03C3-algèbres ..., hn) dont chacune est engendrée par
la semi-algèbre ...~) des ensembles e(h1, ..., du type (3,7).

Maintenant, désignons par :

une partie de Z du type :

avec :

et par F (s1 ... sn h1 ... hn) la famille, pour n, f h 1, ... , h" } et {s1, ... , sn } donnés,hi ... hn

de ces e si ’ ’ ’ s" . Soit s" l’espace défini par:1... nI... h"

où : o 

F( sl ’ ’ ’ ° s" 
est une semi-algébre de parties de Z( si ’ ’ ’ s" . Notons d’au-

tre part que, pour n et hl, ... , h" donnés, les diverses F( sl ’ ’ ’ ° s" 
cor-

respondant aux divers { sl, ..., sont disjointes, et que ..., hn) est
leur union (dénombrable ) .

Répartitions ponctuelles aléatoires ~-finies. - Conservant le schéma pré-
cédent, nous dirons que la r. p. a. :
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union des r. p. a. Rh E Qh, est 03C3-finie (sous-entendu : relativement au sys-
tème ~C = { M~ ~ des Mh), si presque sûrement R E donc si presque
sûrement, l’e. a. :

à valeurs dans 5, est dans Pour que la r. p. a. R soit définie, il suffit
que soit définie sa loi de probabilité sur pour cela, il suffit que soit
définie la loi de probabilité de l’e. a. (équivalent) Z, sur Et pour cela,
d’après le Théorème (3,2), il suffit que cette dernière loi de probabilité soit
définie, sur chaque ..., hn) (pour tout n et tout système {h1, ..., hn }).
Et pour cela il est finalement suffisant que cette loi soit définie sur chacune

des semi-algèbres de parties °

Soit m(dx) la répartition moyenne associée à une r. p. a. R sur l’espace
mesurable (X, $); il est clair que :

THÉORÈME (3,3). - Si ~L = { est un système de parties de telles

que :

n

et que :

m(Mh)  pour tout h ;

alors la répartition ponctuelle aléatoire R est 03C3-finie, relativement au sys-
tème tÂte

. 4. RÉPARTITIONS INDUITES

Soit l’ensemble des r. p. sur ~&#x26;) à propos desquelles nous uti-
liserons les notations précédemment introduites. Soit 11 un espace quel-
conque, d’éléments y, muni d’une ~-algèbre S, telle que 11 E S, et contenant
les ensembles réduits à un seul point. A chaque x ~ 3C et à chaque C ~ G,
associons p(x; C) telle que :

1° pour tout x ~ X fixé, p(x; C) est en C une loi de probabilité sur (11, S);
20 pour tout fixé, p(x ; C) est en x mesurable - ~S.

Imaginons que pour chaque x E on tire au sort un e. a. Y(x) à valeurs
dans 11, selon la loi p(x; C) ; et que les tirages relatifs aux divers x de X sont
mutuellement indépendants.

Soit d’autre part une r. p. a. R sur indépendante des tirages au
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sort précédents; désignons par 1(m) sa loi de probabilité sur 93),
par les points (aléatoires) de X qui constituent R; S = { 
constitue une r. p. a. sur (1J, S), dont nous dirons qu’elle est induite par
la r. p. a. inductrice R. Nous nous proposons ici d’établir cette notion sur

une définition solide.

Soient, pour k entier ~ 0 et fini :

3C~ la puissance cartésienne kième 
93k la ~-algèbre de parties de 3C~, engendrée par ~&#x26;;

l’ensemble des r. p. sur comportant k points;
Qk l’algèbre des parties de SZk qui sont des sous-ensembles cylindriques de

~) ~ J
la 7-algèbre de parties de SZk engendrée par Q~;

1Jk la puissance cartésienne kième de 1J;
gk la 03C3-algèbre de parties de engendrée par S;

l’ensemble des r. p. sur 1J, comportant k points ;
6) l’algèbre des parties de nk(1J) qui sont des sous-ensembles cylin-

driques de Q(1J; 9);
g) la 03C3-algèbre de parties de engendrée par l&#x26;).

Enfin, désignons par = ~&#x26;) = l’ensemble des r. p.
k

sur X qui sont finies, et par = 93) la restriction à 03A903C6
de ~93 = 93).

Considérons d’abord un cas particulier, celui où :

c’est-à-dire où R est presque sûrement finie.

Soit r ..., E gk, une r. p. r sur 3C, comportant k points;
si y = ..., est un élément de soit s = Jlk(y) la r. p. sur Y cons-
tituée par les y~ de y; s E et l’application Ilk induit, à partir de 8B
la 03C3-algèbre Rk(y; 8) [cf. Théorème (1,1)].
Munissons (1J", de la mesure produit des p(Xj; C); à partir de cette

mesure, ~ induit sur S) une mesure de probabilité :

en effet, pour un 03C0 donné, pk(xi, ..., xk; x) est fonction symétrique des xj,
ce qui justifie de l’écrire x).

Supposons pour commencer que x est l’ensemble défini par :
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où ce est un entier ~ 0 et  k, et où on a alors évidemment :

où u est un sous-ensemble de oc éléments de l’ensemble des k indices
1, 2, ..., k; et où { u ~ est la famille de ces sous-ensembles; comme p(Xj; C)
est fonction mesurable - 93 de x~, x) est fonction mesurable - 93k de
x = ~ xi, ..., xk }, et par conséquent, d’après le Théorème (1,1), ~(r; n) est
fonction mesurable 2014 ~ de r E Q~.

Plus généralement, supposons que x E est un cylindrique « élé-
mentaire », du type :

où l est un entier fini, où les C j e S sont disjoints, et où les sont des

entiers &#x3E;_ 0, tels que a~  k; on constate de la même façon 7?)
j

est, en " mesurable - Or, tout sous-ensemble 03C0 de qui est cylin-
drique, est une union dénombrable de cylindriques élémentaires du type (4, 5) ;
donc pour tout 7c E S), 7c) est en r mesurable - Un théorème
connu (cf. J. Neveu [7], III-2) permet alors d’affirmer que, pour
tout TT E S), 7C) est en r, mesurable - 
Posons maintenant :

qui définit P(r; x) pour tout x E et pour tout r E il est clair que,
pour tout x E P(r; x) est en r, mesurable - et plus précisé-
ment mesurable 2014 ~ ; et que pour tout r E P(r; x) est comme fonction x,
une loi de probabilité sur S). Donc P(r; x) est une probabilité de
transition de à o.(1J); par suite l’expression :

où o) E constitue une loi de probabilité sur x Q(~), muni de la
~-algèbre « produit » de et de 9); d’ailleurs, compte tenu de (4,1 ),
on peut étendre (4,7) au cas où co E et considérer x) comme une
loi de probabilité sur Q x Q(~; muni de la ~-algèbre « produit » de ~~3
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et de est donc une loi pour le couple { R, S }. La loi de

probabilité de S seule est donnée par :

Si m(A) (A E A) est la répartition moyenne associée à R, et ml(C) (C E S)
celle associée à S, on peut obtenir ml de la façon suivante, justifiée par (4,7)
et (4.81 :
- - ,- 7 -, - 

ynl(C) - E(n(g; C))~

E(n(S ; C)/R = { Xj } ) C) = C)n(R ; dx) ;

d’où : O O

p(x; C) étant ~ 0, on peut considérer que l’intégrale (4,9), finie ou non, a
toujours un sens ; et que l’égalité (4,9) est toujours valable.

REMARQUE (4,1). - La r. p. a. inductrice R étant par hypothèse presque
sûrement finie, il en est nécessairement de même de la r, p. a. induite S ;
en appelant Q~(T!) l’ensemble des r. p. finies sur 1l, on peut si l’on veut
considérer x) comme restreinte à n4&#x3E; x S~~(~J), et comme restreinte

à 

Nous allons maintenant substituer à l’hypothèse restrictive (4,1), l’hypo-
thèse plus large que est la loi de probabilité d’une r. p. a. R sur 3C,

Soit donc j~ == { une famille finie ou dénombrable de parties

disjointes Mh de 3C, telles que : Mh E 93, t J Mh = 3C; et supposons que R
h

est 03C3-finie, relativement au système M; si désigne l’ensemble des
r. p. r sur X qui sont 03C3-finies relativement à JC, nous avons donc par hypo-
thèse :

1(Q(fl)) = Pr(R e = L (4 ,10)

Nous reportant au paragraphe 3, pour une r. p. r E nous appelons
rh = Pn(r) sa restriction à Mh; et la restriction de ~~3 à S2(~).

Enfin, nous désignerons par :

SZh l’ensemble des r. p. finies sur Mh;
R03C6h la 03C3-algèbre des parties de Qf qui sont cylindriques.




