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Précisions sur la mesure de Föllmer

J. AZÉMA et T. JEULIN

Université Paris 6. Laboratoire de Calcul des probabilités,
9, quai Saint-Bernard, Tour 56 75230 Paris Cedex 05

Ann. Inst. Henri Poincaré,

Vol. XII, n° 3, 1976, p. 257-283.

Section B :

Calcul des Probabilités et Statistique.

SUMMARY. - In this article, we give a new construction of the exit measure
of a supermartingale defined on a probability space (Q, F, P), as well as a
construction of the minimal space (which may be larger than Q) supporting
this measure. Then measures which are exit measures are characterized :

the letters are those which assign null measure to « completely evanescent
sets ». It is also shown that the balayage operation on supermartingales
can be expressed very simply in terms of Fôllmer measures, using Killing
operators.

L’idée d’associer à une martingale sur un espace de probabilité P),
une mesure sur Q est presque aussi ancienne que la notion de martingale :
elle remonte probablement à Doob. Pourtant le problème n’a été traité
qu’assez récemment pour les martingales à temps continu, et en premier.
lieu par Fôllmer qui dans [3] a associé à toute surmartingale positive X
une « mesure de sortie ». Si, dans le cas discret, il suffit de supposer que 
est un « bon » espace, on s’aperçoit en revanche que cette condition ne
suffit pas en temps continu (on donne ici au § V un exemple très simple
de surmartingale définie sur un espace (Q, ~) lusinien n’admettant pas de
mesure de sortie). Fôllmer a travaillé sur ce qu’il appelle, après Parthasaraty,
un système standard ; cela présente un inconvénient : beaucoup d’espaces
canoniques intervenant en théorie des processus de Markov par exemple
ne sont pas des systèmes standards. C’est pourquoi Meyer [6], a repris la

(*) Laboratoire associé au C. N. R. S. n° 224 « Processus stochastiques et applications ».
Université Pierre-et-Marie-Curie.
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258 J. AZEMA ET T. JEULIN

question avec des hypothèses différentes : Q est l’espace des trajectoires
continues à durée de vie à valeurs dans un bon espace d’état (qui ne donne
pas un système standard). Il construit ensuite la mesure de sortie en appli-
quant le théorème de Prokhorov sur les limites projectives de mesures ;
Signalons enfin un travail de Stricker [9] qui construit la mesure de Fôllmer
par une application simple du théorème de Prokhorov sur la convergence
étroite de mesures mais sous des hypothèses restrictives (espace d’état
compact).
Nous avons ici repris la plupart des idées de Meyer, mais en les appliquant

à une construction assez différente : on se ramène au cas où X est de la
classe (D) en la réduisant au lieu de l’arrêter. Les hypothèses faites permettent
de travailler sur tous les espaces de trajectoires usuels.

Après avoir rappelé au § 1 quelques résultats simples sur les réduites de
surmartingales, nous construirons au § II une famille (Ft) de tribus bien
adaptée au problème (mais qui peut sans doute servir dans d’autres cir-
constances). On construit la mesure de Fôllmer d’une surmartingale posi-
tive au § III sur un espace qui peut être légèrement plus gros que Q ; au § IV
enfin, on étend aux surmartingales positives quelconques un certain nombre
de définitions et de résultats énoncés dans (1) pour les surmartingales de
la classe (F~) On déduit du mode de construction de la mesure une démons-
tration très simple du théorème de Fatou.
Nous avons rédigé explicitement au paragraphe VI l’application aux

u-processus d’un processus de Markov. Il s’agit de choses bien connues
et nous n’apportons rien de nouveau si ce n’est une petite subtilité : si l’on
part d’un processus fortement markovien par rapport à une famille d’opé-
rateurs de translation (6J, le u-processus reste défini sur le même espace
et reste fortement markovien par rapport à la même famille (0J. Il n’est

donc plus nécessaire de revenir à l’espace canonique comme on le fait

habituellement ce qui n’est pas toujours aussi inoffensif qu’il y paraît.

I. RAPPELS SUR LES RÉDUITES
DE SURMARTINGALES

1 . Hypothèses et notations

Dans ce chapitre, on se placera dans le cadre usuel de la théorie générale
des processus : on se donne un espace de probabilité (Q, F, P) muni d’une
famille croissante de sous tribus de F, continue à droite et contenant
les ensembles P-négligeables. Il nous sera commode de définir les processus
à l’infini ; l’ensemble d’indice sera donc 
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259PRÉCISIONS SUR LA MESURE DE FÔLLMER

aucune difficulté à définir les objets habituels de la théorie générale des
processus dans cette nouvelle situation (on se ramène à la théorie sur [0 1]
au moyen d’un homéomorphisme de [0 1] sur (~ + ). On notera tout de même
qu’il faut introduire un deuxième infini que l’on notera oo +, avec oo:t > oo,
qui servira à faire « s’évanouir » les temps d’arrêt ; avec ces conventions
un temps d’arrêt est une variable aléatoire à valeurs dans R+ ~}{ ~+ },
et un intervalle stochastique [S T] est l’ensemble aléatoire {(03C9, t) ; t  oo,

T (c~) ~ .
Les processus sont définis à une évanescence près.
Une surmartingale X = sera une surmartingale continue à droite 

_

au sens usuel prolongée par X~ = 0. On notera X_ le processus défini

par Xo - - 0 et X_(t, cv) = pour 0  t ~ oo.

2. Réduite gauche d’une surmartingale positive

(1) THÉORÈME ET DÉFINITION. - Soit X une surmartingale positive et r
un ensemble aléatoire ; l’ensemble % des surmartingales vérifiant

X-Ir possède un plus petit élément noté que l’on appellera
réduite gauche de X sur r.

(2) Si r’ est un ensemble aléatoire contenant r, on a

Démonstration. On se ramène au cas où l’ensemble d’indice est [0 1].
Soit À la mesure de Lebesgue sur [0 1] et Y" une suite décroissante d’élé-
ments de % telle que inf Yn soit une version de la borne inférieure essen-

tielle de % pour la mesure P (x) À. La régularisée à droite Z de inf Yn est le

plus petit élément de % ; en effet

a) 

b) de l’égalité inf (valable pour toute suite de surmar-

tingales) on tire immédiatement l’inégalité Y_lr; Z appartient
donc à ~. La dernière propriété est alors évidente et montre que la réduite
gauche d’une surmartingale a de meilleures propriétés que la réduite ordi-
naire.

3. Réduite extérieure d’une surmartingale de la classe (D)

Supposons maintenant r prévisible et X de la classe (D) ; on appellera A
le processus croissant intégrable (chargeant éventuellement engen-
drant X et L~ le processus prévisible défini par

Vol. XII, n° 3 - 1976.



260 J. AZEMA ET T. JEULIN

La forme linéaire Z ~ E 

velle mesure positive bornée sur la tribu des prévisibles, d’où un nouveau
processus croissant prévisible Soit Xr la surmartingale de la classe (D)
engendrée par Âr ; on dit que Xr est la réduite extérieure de X sur r. Un
théorème qui n’est pas très difficile, de (1) (voir aussi (6)) affirme que, sous
les hypothèses faites, Xr et coïncident ; on peut donc énoncer :

PROPOSITION. - Soit X une surmartingale de la classe (D) et r un ensemble
aléatoire prévisible ; appelons A et Ar les processus croissants prévisibles
engendrant respectivement X et On a quel que soit Z prévisible borné

Remarque. L’une des choses que nous nous proposons de faire est
d’étendre la définition d’une réduite extérieure à des surmartingales qui
ne sont plus nécessairement de la classe (D) ; on remplacera le processus
croissant A par la « mesure de Fôllmer » de la surmartingale. Les notions
de réduite gauche et de réduite extérieure seront alors distinctes, d’où ce
vocabulaire un peu compliqué.

II. TRIBUS

1. Prenons par exemple un espace de trajectoires ; on a le choix entre
deux possibilités pour construire une famille de tribus :

* Soit raisonner sur la famille des tribus naturelles engendrée par les
coordonnées ; cette famille a de bonnes propriétés algébriques.

* Soit compléter convenablement cette famille ; on perd les propriétés
algébriques, mais on y gagne une chose indispensable : les temps d’entrée
dans les ensembles progressifs sont des temps d’arrêt.
Nous nous proposons, dans ce paragraphe, de construire une famille

de tribus intermédiaire possédant à la fois les deux types d’avantage. Elle
aura de plus une propriété miraculeuse : les temps d’entrée dans les ensem-
bles aléatoires mesurables adaptés seront des temps d’arrêt.

(Q, G) cst un espace mesurable ; on se donne une famille d’appli-
cations mesurables de (Q, G) dans (Q, G) et une variable aléatoire (,
G-mesurable, à valeurs dans R+ satisfaisant aux axiomes (très faibles)
suivants :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B



261PRÉCISIONS SUR LA MESURE DE FÔLLMER

La famille Gt = ~ ks 1 ( G) est alors une famille croissante, continue
S>r i

à droite de sous-tribus de G ; ~ est un temps d’arrêt pour ( Gt) ; on définit
comme d’habitude la tribu des ensembles prévisibles (optionnels) relative-
ment à ( Gt) sur Q x (~ + (resp. Q x f~ + ) ainsi que la tribu G~ _ des événe-
ments strictement antérieurs à ~. On a le résultat suivant (~(~ + ) définit
la tribu borélienne sur f~ + ).

(4) PROPOSITION. 2014 ~) (cv, s) --~ kiJJ est mesurable de

b) Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
* Z est un processus prévisible constant après Ç (i. e. Zt = Z~ si t >_ -~)
* Il existe une v. a. z G~--mesurable vérifiant ZS = z o ks.

Démonstration. - C’est une trivialité : raisonner sur les générateurs.
On notera que z = Z~ - . Le b) est une vieille remarque due à Benveniste
qui préférait énoncer de cette manière les résultats de (2).

y a identité entre les processus ( G;) ou ( Gt) prévisibles constants après ~.
De même il y a identité entre les processus adaptés à (G;) ou à (Gt), nuls

après ~.

2. La famille (Ft)

Nous allons changer un peu les notations ; notre espace mesurable sera
noté (Q, F°) ; on suppose donnés k et Ç vérifiant (i) et (ii).
Nous noterons par F la complétée universelle de F°.
On pourra définir comme en 1) les tribus F?, F~ - . Nous construirons aussi

à l’aide de F, les tribus Fr nous noterons F* la tribu F03B6-.

désignera la famille des processus prévisibles relativement à Ft,
constants après ~.
Remarquons que F* est contenue dans la complétée universelle de F~ - .
La famille (Ft) a de bonnes propriétés algébriques. Dans la proposition

suivante, nous allons réaliser la deuxième rartie de notre programme.

(5) PROPOSITION. 2014 ~) (cc~, s) - ksw est mesurable de

(Q x ~+, F* (x) ~( f~ + )) dans (SZ, F*).
b) Un processus Z est dans si et seulement si il existe z, F*-mesurable

tel que ZS = z o ks.

Vol. XII, n° 3 - 1976.



262 J. AZEMA ET T. JEULIN

c) Si r est un ensemble aléatoire F ~ BR+ -mesurable adapté à la
famille (Ft) les variables aléatoires (à valeurs dans

= inf { s ~ 0, (m, s) E I-’ } sont des temps d’arrêt de (Ft).
De plus, le processus Lr défini par t) = sup { s ; s  t, (m, s) E h Î

est prévisible relativement à (Ft).

Démonstration. Seul c) reste à montrer ; considérons par exemple Tr.
Il est facile de voir qu’il a la propriété suivante, qui provient du fait que F
est adapté :

Si nous posons alors H = ~ Tr ~ ~ ~, on a kr 1 (H) = H ; mais H est
F-mesurable en vertu du théorème de capacitabilité. Il en résulte que H
appartient à kr l(F), donc à Ft ; puisque les familles de tribus sont continues
à droite, on a le résultat.
Le processus Lr est continu à gauche ; un argument semblable montre

qu’il est adapté.

(6) CONSÉQUENCES. - a) Si X est un processus F @ ~-+mesurable,
adapté à (Ft), le processus lim Xs est (Ft)-prévisible

si tSr

b) Si r est prévisible pour (Ft), le processus

est prévisible ; si X est prévisible pour (F), il en est de même pour le processus
lim Xs 

-

c) Si r est adapté à (Ft), la variable aléatoire
= sup ~ t ; t  ~(cc~), (m, t) est F*-mesurable. Il en est de même

de = sup ~ t ; t  ~(cc~), (m, t) dès que F est prévisible pour (Ft).
Sous ces conditions, les applications kir et krr sont mesurables de (Q, F*)
dans lui-même.

Démonstration. Tout cela est très facile :
a) se déduit immédiatement de (5), c) tout au moins quand X est l’indi-

catrice d’un ensemble aléatoire adapté r (considérer l’ensemble aléatoire
~ (cc~, t)Lt (co) = t ~ ). Le passage aux processus se fait comme d’habitude.

b) . Se montre en remarquant que Li = Li v tl r ; le résultat se prolonge
aussi aux processus.

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B



263PRÉCISIONS SUR LA MESURE DE FÕLLMER

c) Enfin F = L~ , F = Lf ; il suffit d’appliquer (5) b) ; par (5). a) on obtient
immédiatement la mesurabiHté des applications et 

On peut enfin énoncer le résultat utile suivant, dont la démonstration
est encore triviale si l’on raisonne sur les générateurs.

(7) PROPOSITION. - Si Z est un processus prévisible relativement à (Ft),
il existe pour chaque loi Il sur Q, deux processus Z~ 1 et Z2 encadrant Z,
prévisibles relativement à (F°) et tels que l’ensemble aléatoire {Z1 ~ Z2}
soit ,u-évanescen t.

Commentaires. a) Supposons que S2 soit l’espace des fonctions continues
à droite et à durée de vie, à valeurs dans un espace d’état cosouslinien E,
muni des opérateurs de meurtre habituels. Dans ces conditions F° - F~ - .
Il est facile de voir que kr est la complétée universelle de kr et

la famille (Ft) n’est autre que la famille de ces complétées universelles que
l’on a rendue continue à droite. On notera que Ft ne contient pas les ensem-
bles de mesure nulle de F 00 = F : elle ne satisfait donc pas aux « conditions
habituelles » de la théorie générale des processus. En particulier un ensemble
évanescent n’est pas nécessairement adapté (et a fortiori prévisible). Les
mesures que l’on va construire pouvant charger les ensembles prévisibles
évanescents, on ne verra que des avantages à ce que ceux-ci ne soient pas
autorisés à être un peu n’importe quoi.

b) On notera également que F* n’est pas la complétée universelle de F° ;
un exemple tiré de la pratique des processus de Markov le fera comprendre ;
supposons que Q soit l’espace canonique d’un processus de Hunt (Xt) et
soit f une fonction universellement mesurable bornée sur E. La variable
aléatoire z = f (X~-) est F-mesurable ; s’il était vrai que F = F*, le processus
(Zt) = (z ~ kt) = ( f (Xt - )) serait prévisible d’après (5). Ce serait trop beau.

III. CONSTRUCTION DE LA MESURE DE FÔLLMER

1. Hypothèses

(Q, F°) est un espace mesurable ; les notations sont celles de II. (kt) et (
sont définis comme en II 1), vérifiant (i), (ii) et satisfont de plus à l’hypothèse
suivante :

(iii) = pour s  t ~ = 

on fera enfin une hypothèse sur l’espace mesurable :
(iv) (Q, F~ - ) est un U-espace au sens de Getoor (i. e. Q est un espace

topologique homéomorphe à un sous-espace universellement mesurable
d’un espace compact métrisable et F~ - est sa tribu borélienne).
Vol. XII, n° 3-1976. 18



264 J. AZEMA ET T. JEULIN

Puisque F* est incluse dans la complétée universelle de F~ - (et contient
F~-), toute probabilité sur F* sera intérieurement régulière.

L’espace des fonctions de + dans E cosouslinien à durée de vie et conti-
nues à droite est lui-même cosouslinien ; c’est donc un U-espace. Tout
sous-espace universellement mesurable et stable pour le meurtre de celui-là
satisfait donc aux hypothèses ci-dessus.

2. Clôture projective de Q

On peut définir à l’aide des t un système projectif d’ensembles :
on pose Q~ = Q pour tout s  t  oo, et si s’  s  t, on a un système

ks. 
E- Q~ qui est projectif. Sa limite projective sera notée lim (Q, k). A~ 

St i

tout point cc~ de Q on peut faire correspondre l’élément on a

ainsi défini une application ~t de Q dans lim (Q, k).
-sf

(8) DÉFINITION. - Nous dirons que (Q, k, 1) est projectivement clos si,
pour chaque t, ~t est une bijection de ( (  t ~ sur lim (Q, k).

St i

Il est très facile de voir que la condition (iii) est équivalente au fait que ~t
est injective. Un exemple nous montrera ce que signifie intuitivement la
surjectivité. Si Q est l’espace des trajectoires à durée de vie, continues à
droite et limitées à gauche sur ]0 (], Q n’est pas projectivement clos. En
revanche l’espace des trajectoires continues à droite, limitées à gauche
sur ]0 ~[ est projectivement clos : c’est le plus petit espace projectivement
clos contenant le précédent. C’est ce que nous appellerons, dans la cons-
truction qui va suivre, la clôture projective de Q. La difficulté consiste à
construire une limite projective ne dépendant pas de t et qui reste un U-

espace. Voici comment l’on peut faire.

a) On peut par isomorphisme de ~+ sur [0 1] supposer ( borné. Dans ce
cas, les applications L - k~~ _ t~ ~ vérifient la propriété de semi-groupe
Lt o Ls = mesurable de F’~ - Q dans F~ - . Si Q* est l’ensemble
des rationnels > 0, et si 0  p  q, on définit Tq,p le système

Qp Qq (où tous les Qp sont égaux à Q) est un système projectif. On

appellera W sa limite projective (c’est la limite projective, « quand p tend
vers 0 »), et Tp l’application canonique de W dans Les étant mesu-

rables de F~- dans F~-, munissons W de la tribu limite projective G° W est

mesurable dans F003B6- ) et G° est la trace de ~ F003B6- sur W.

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B



265PRÉCISIONS SUR LA MESURE DE FÔLLMER

L’application § : a~ -~ de Q dans W est injective d’après iii) ;
on peut donc identifier Q au sous-ensemble Wo = de W.

On a ïp = Tp o ~ est mesurable de F~ _ dans G° de plus si

si

d’où pour tout ~(A) appartient à G° ~ wo trace de G° sur Wo on
peut donc identifier (Q, F~ - ) et (Wo, G° ~ 1 wo)’

b) Prolongement de ~ et (kt) à W. - On définira ( sur W en posant
~ = Tp ; il est clair que ~ prolonge ( et que ( est G° mesurable ;
on définit maintenant une application it sur W en posant !t o 

où p est un élément de Q* inférieur à t, si t > 0 (fo sera l’identité sur W).
Cette définition ne dépend pas du p-choisi ; on vérifie immédiatement que
~t o is = ft+s = (~ - t)+ ; on remarquera que est dans Wo
dès que t est > 0 et que, si p e Q* , Tp o T p.
On pose enfin kr = i~~ _ t~ + ; la famille (kt) et ( vérifient (i ) et (fï) ; T, et par

suite k, est mesurable de G° Q ~~ + dans~° ; de plus kt(w) est dans Wo
dès que t est strictement plus petit que ~(w) ; enfin § o ks = ks o ~.

c) West projectivement clos. Montrons que (kt) vérifie iii) ce qui mon-
trera déjà que l’application (fit est injective. Supposons _. pour
s  t ; posons w 1 = kt(w), w2 = il est clair que ~(w 1 ) = = 6  t

on peut alors écrire pour tout p E Q*

On a donc Wi 1 = w2.
Donnons nous maintenant une famille d’éléments de W vérifiant

= ws si s  s’  t. La fonction s - est croissante et tend vers

une limite 1  t quand s tend vers t. Si l  t, le point w = wl appartient à

l’événement ~ ~  t ~ et vérifie ks(w) = ws pour tout s  t. Supposons
alors 1 = t, dans ce cas (ws) = s pour s  t et il en résulte, compte tenu
de la remarque faite en b), que ws appartient à Wo.
La famille définie par vp vérifie alors = 

quels que soient p et h dans Q* ; elle définit donc un élément w de W tel
que ~p(w) = w~t _ p~ + et tel que ~(w) = t ; on vérifie alors fs(W) = 
pour tout s > 0, ce qui s’écrit alors ks(w) = ws(s  t).

d) On définit à l’aide de la famille (kt) les tribus G? = l(GO) et la
S>t

tribu H des événements strictement antérieurs à ~. On a alors G° = H.

Vol. XII, n° 3 - 1976.



266 J. AZEMA ET T: JEULIN

(Pour montrer que G° ci H, on utilise les générateurs de F?- et on tire
facilement que Tp est mesurable de H dans F~ - pour tout p > 0).
En utilisant a) nous pouvons énoncer :

(W, G°) est un U-espace

Remarque. Si on suppose en outre que k est mesurable de F° Q ~~ +
dans F°, on peut définir sur W la tribu F°, limite projective de F°, puis
les tribus F° ; on montre alors que G° n’est autre que F?- tribu des événe-
ments de F°, strictement antérieurs à ~, ce qui justifiera les notations ulté-
rieures.

e) Q est universellement mesurable dans (W, G°).
C’est un argument maintenant bien connu (cf. [8]). Q, par hypothèse,

est universellement mesurable dans un compact métrisable K ; si J1 est une
mesure sur (Q, F~ - ), ~c est portée par un borélien A~ de K (A~ c Q); ~(~u)
est portée par qui est un borélien dans KQ+ d’après le théorème de
Lusin. Q est donc mesurable pour toute mesure de la forme i(,u). Si main-
tenant v est une mesure sur (W, G°) on se ramène au cas précédent en consi-
dérant la « trace » de v sur Q (ce qui nous est autorisé par a)).
On dira que W est la clôture projective de SZ ; on notera F la complétée

universelle de G°, Ft la tribu ~ ks 1 (.F) et F* la tribu F~ - .
S>r 1

3. Construction de la mesure de Fôllmer d’une surmartingale

Soit P une probabilité sur (Q, F°). On se donne une surmartingale 
positive, nulle pour t >_ ~, continue à droite et adaptée à la famille 
où F~ est la tribu engendrée par Ff et les ensembles P-négligeables (la famille

vérifie les conditions habituelles). On pourra considérer X comme un
processus sur W en posant = 0 si w ft Q, cela nous étant autorisé
par 2e), ainsi que le fait de pouvoir considérer P comme une probabilité
sur W. On peut alors énoncer :

(9) THÉORÈME. - Il existe une mesure J1 sur (W, F*) portée par (~ > 0),
unique, vérifiant ~c[~ , > T] = E[XT ; T  ~] pour tout temps d’arrêt T de
la famille Ft.
On peut, au vu de ce qui précède, supposer Q = W, c’est-à-dire supposer

que Q est projectivement clos. Cela présentera l’avantage de supprimer
les barres. Mais, que l’on se rassure, nous allons, avant de commencer la
démonstration, introduire des tildas : il est en effet équivalent de se donner
une mesure  sur (Q, F*) ou une mesure p sur la tribu prévisible, portée
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267PRÉCISIONS SUR LA MESURE DE FÔLLMER

par [0 03B6], le passage de  à  étant donné par les formules 
ou ~(z) _ p(z o k). On peut alors énoncer le théorème (9) sous la forme

(9’) THÉORÈME. 2014 II existe sur (W x une mesure unique, portée
par ]0 ~~ et vérifiant (j) = T  ~] quel que soit le temps
d’arrêt T de la famille Fr.
Nous dirons que  est la mesure de Fôllmer associée à X.

Démonstration. 2014 a) L’unicité de  est évidente puisque les événe-
ments { T  ~ } constituent une famille de générateur de F* n [~ > 0].

b) Si X est de la classe (D), engendrée par un processus croissant prévi-

sible intégrable A, la mesure  est donnée par p(Z) = E / ~0ZsdAs (c’est

une mesure sur les ensembles prévisibles classiques, mais, puisque  ne
charge pas les ensembles évanescents, il n’y a aucune difficulté à prendre
sa « restriction » à ~*). Dans les autres notations, cela est équivalent à

(z) = E/ r- 
Si maintenant r est un ensemble aléatoire prévisible de ]0 03B6], et si

désigne la réduite gauche de X sur r, on peut écrire la formule (3)
de la façon suivante :

où représente la mesure de Fôllmer de ~rX et où

nous écrirons la formule (10) sous la forme un peu différente

c) Supposons maintenant X quelconque ; X_ (défini à une évanescence
près), est prévisible (au sens usuel). Mais on peut en choisir. un représentant
scs à gauche qui soit prévisible par rapport à la famille (Ft) que nous appel-
lerons toujours X_. On pose maintenant

D’après (6), L" est prévisible, continu à gauche, f est une variable aléa-
toire sur (Q, F*) et kj" est mesurable de (Q, F*) dans lui-même.
On appellera xn la réduite gauche de X sur r" ; on a bien sûr X"  n.
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