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Condition de Doeblin
et quasi-compacité

par

R. FORTET (*)

Laboratoire de Probabilités, Tour 56,
4, place Jussieu, 75230 Paris Cedex 05

RESUME. — Soient (2, %) un espace mesurable, et .# I'espace de Banach
des fonctions d’ensemble m o-additives a variation totale bornée sur
(Z, #); une probabilité¢ de transition P(x;dy) de (%, #) dans (2, ),

, . , P
détermine un opérateur P dans .#, par : m — n avec :

n(e) =J P(x’; eym(dx).
z

Il est connu que la « condition de Doeblin » est suffisante pour que P soit
quasi-compact ; cependant & ma connaissance, les démonstrations publiées
(cf. par exemple [/], p. 192 et suivantes) nécessitent quelque hypothése
restrictive sur (2, 4). L’objet du présent article est de fournir une démons-
tration libre de toute restriction.

SuMMARY. — Let (Z, #) be a measurable space, and .# be the Banach
space of the set functions over (%, #), which are s-additive with bounded
total variation. A transition probability P(x ; dy) from (Z, #) into (%, B),
determines an operator P in .#, by : m 5 n, with :

n(e) = j P(x ; eym(dx).

(*) Laboratoire associ¢ au C. N. R. S. (N° 224) « Processus stochastiques et applica-
tions ».
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380 R. FORTET

It is known that « Doeblin’s Condition » is sufficient, for P being quasi-
compact; published proofs however, assume some restrictive assumption

about (%, 4). The aim of the present paper, is to establish a proof, free of
any assumption.

1° PRELIMINAIRES

Soient : (%, #) un espace mesurable; .# l'espace de Banach, avec sa
norme habituelle, des fonctions (numériques complexes) m de eec 4%,
g-additives et a variation totale bornée sur (%, #). me ./ est une mesure,
si Vee B, m(e) est réel > 0; 4" < .M désignera 'ensemble des mesures.
A me #, sassocient sa variation absolue |m|e.#", et sa norme ou
variation totale ||m|| (= |m | (%)) dans /4.

« Opérateur » signifiera : une application linéaire bornée d’un espace
de Banach B; dans un espace de Banach B,; si B, = B,, nous dirons :
opérateur dans B,.

Rappelons qu’un opérateur A dans B, est dit quasi-compact si 3 un
entier r > 0 et un opérateur compact U dans B, tels que: ||A" — U|| < 1.
Le transformé d’un élément a par un opérateur A sera noté Ao a.

Soient me #*, ne M, et :

Vee 4, n(e) = A(e) + A(e) (1,1)

la décomposition de Lebesgue de n par rapport a m, ou : A(-) est la partie
de n absolument continue par rapport a m, et A(-) sa partie disjointe
de m. On a:

Vee#, Inl(e)=1Al(e)+|A](e).

Si my, myed*, on a:
Vee B, Imy+myl(e)=Imygl(e)+ |my|(e). (1,2)

Pour my, mye /*, nous écrirons: m, < m,, si: Vee B, m,(e) < m,(e).

n-opérateurs. — Un opérateur ® dans .#, est un m-opérateur, si: Vme.# ™,
®ome M. Si ® est un m-opérateur, si m;, mye . #* et si m; < m,,
Dom; < ®om,.

u-opérateurs. — Un opérateur ® dans .#, est un p-opérateur, si ® est
un m-opérateur, et si :

Vme M , Vee B, [(@om)e)| = (Deo|m])(e).
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CONDITION DE DOEBLIN ET QUASI-COMPACITE 381

Si @ est un p-opérateur :
1° Vee A, Vme M , [@om|(e) < (Do|m])(e);
2° |@om| < ®eo|m|, [[@om| || D|m]]].
Réciproquement, si ® est un opérateur dans .#, si

Vme M [@Pom| < Do|m],

@ est un p-opérateur.
Si @, ¥ sont des u-opérateurs, Y@ est un p-opérateurs.

Exemple (1,1)

Soient : moe M ¥, me M, et: m(-) = A(-) + A(-) la décomposition de
Lebesgue (1,1) de m par rapport a my, ; soient : D I'application qui, a m fait
correspondre A; S l'application qui a m fait correspondre A. D, S sont
des p-opérateurs.

Exemple (1,2)
Soit H(:, -) une fonction de (x, e)e & x %, bornée et telle que :

1° VxeZ, H(x, -) est une mesure.
2° Vee %, H(', e) est une fonction #-mesurable.

A me ./, faisons correspondre ne.# par :

n(-) =J H(x, -)m(dx); (1,3)
x
nous définissons ainsi un opérateur H dans ./ ; de :

Vee s, |n(e)l -EJ H(x, ¢) | m | (dx)
X

résulte :

Inl(e)§J H(x, e)|m|(dx),

donc : sous les conditions 1°, 2°, H est un p-opérateur. [ |
Soient @, ¥ des opérateurs dans .# :

— s1 @, ¥ sont des m-opérateurs, ® + ¥ est un m-opérateur ;

— s1 @, ¥ sont des p-opérateurs, ® + ¥ est un p-opérateur.

L’espace M, :

Soit mye . #* déterminée quelconque; nous désignerons par .#, I'en-
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382 R. FORTET

semble des me./Z, qui sont absolument continues par rapport a mj;
soient me .4, et o(-) la densité de m par rapport a m,; on a :

o(*)e LYZ, B, my);
la formule :

Vee 4, m(e) = J a(x)my(dx)

est une application bijective et isométrique de LY(Z, 8, m,) sur .#,, qui
est un sous-espace de Banach de .#.

Les notions de m-opérateur, de p-opérateur s’adaptent au cas de .,
au lieu de /. ]

En régle générale, pour un ensemble e, & désignera son complémentaire.

2° LA CONDITION DE DOEBLIN

Soit P(x; dy) une probabilité de transition dans (%, %) :

VxeZ, P(x;-) est une mesure sur (%, %) avec: P(x; Z) = 1;
Vee B, P(-;e) est B-mesurable.

Définissons les itérées P(h|x;dy) (h = 1, 2, ...) par la récurrence :

P(1|x;dy) = P(x; dy); P(h+1|x;dy) :J_P(hIZ;dy)P(x;dZ)

2

=J P(z; dy)P(h|x; dz);

par la formule :

Vee A, n(e) = J P(x ; eym(dx),

P(x; dy) = P(1]|x;dy) définit un opérateur P dans ./ ; plus généralement,
la formule :

Vee %, n(e) = j P(h| x; eym(dx),

définit un opérateur dans .#, qui n’est autre que P*. On a:
Pl =[P=1 M

r étant un entier > 0, P satisfait a la condition (D,) de Doeblin, si 3y > 0
et une mesure de probabilité my(dx) sur (%, B), tels que: Vxe X, Ywe B
tel que mo(w) < n, P(r|x; ) < 1 — 1.

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Section B



CONDITION DE DOEBLIN ET QUASI-COMPACITE 383

P satisfait & la condition (D) de Doeblin, si 3 un entier r > 0 et fini, tel
que P satisfait a (D,). [ |

Avec les notations ci-dessus, supposons dorénavant que P satisfait a
la condition (D,).

Sur ( x & , # ® %), considérons :

— la mesure produit m, x my;

— la mesure n, définie par :

Vee B QR A, nee) = JJ P(x ; dy)mg(dx) ;

introduisons la décomposition de Lebesgue de n, par rapport & m, x m,,
soit :
no = AO + AO s

ou A, de densité py(x, y), est la partie absolument continue, tandis que A,
est la partie disjointe.

Soit NeZ ® # tel que: (mg x mg)(N) =0 et que: Vee 2 @ &,
Ag(e) = Agle nN); Vxe &, soit :

N,={(x,y)eZ x X|(x,y)eN,x' =x}....
On a:

LEMME (2,1). — 3U,; €% tel que: my(U,) =0 et que: Vx¢U,,
mo(N,) =0. N
Définissons Qe B Q % ; et Vxe X, Q. e B, par :

1
Q={(x,y)e32’ x 3{|PO(X,,V)>;I}
Q= {(,))eZ x X|(x,y)eQ x' = x}.

VYVAe4%, on a:

mo(A) = no(A x Z) = J I:J‘ Polx, y)mo(dy)]mo(dx) = % J mo(Q)me(dx) ;

donc :

LEMME (2,2). —3 U, €4, tel que mo(U,)=0 et que: Yx¢ U, mo(Q,) < n.
Posons :

po(X, y) Si (X, Y)¢Q,

1° Ly =<1 ) 2,1
pi(x, y) 1 i (x, y)eQ. 21
n
2° P2(x, y) = polx, y) — pi(x, y),

Vol. XIV, n° 4-1978.



384 R. FORTET

de sorte que :
P2, )20, pylx, ) =0 si (x,))¢Q.
30 M=NuQ, M,=N,uQ,. [ |

Pour tout ee # ® 4, on peut écrire :
nole) = ” P(x ; dy)mo(dx)
= H p1(x, y)mo(dx)me(dy) + jj p,(x, y)mo(dx)mo(dy) + Aole).

Prenons e = A x w, avec: A, we#;ona:
no(A x ) = np((A x ) A M) + ng((A x ©) " M);

Ao((A x w)AM)=0; pa(x, y) =0 si {x,y}eM; donc :

nol(A x @) " M] =J U . P, J’)mo(dy)]mo(dx); 2.1

A
comme : )
j p2(x, y)mo(dy) =J pa(x, y)mo(dy);
WMy wNQx
et que:
Ao[(A x w) " M] = Ag[(A x w)nN],
il vient :

nol(A x w) " M] = j j P(x ; dy)mg(dx) = J P(x; o N M )mg(dx)

ZJ [j u p1(x, y)mo(dy)]mo(dx)

+j U pax, y)mo(dy)]mo(dX) + Agl(A x @) N]; (2,2)

mais si x¢ U, uU,, on a:

mo(w N M,) £ mo(N,) + mo(Q,) = mo(Q,) <13
donc :

Px;onM)<1—py si x¢U,uU,; 2,3)
d’ailleurs my(U, U U,) = 0; posons :

Do(A 5 ) =J

A

[j N palx, y)mo(dy)]mo(dX) + Aol(A x w) " N];
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CONDITION DE DOEBLIN ET QUASI-COMPACITE 385
de (2,2) et (2,3), on tire :
0= QA w) = (1 —nmg(A), VA, weA.

Donc, pour tout we 2 fixé, il existe une fonction ¢y(x; w) qui, en x,
est mesurable — 4, telle que :

0= dolx,w) =1 -9 pour tout xe%, .
et que :

DA, w) = J do(x ; w)my(dx) pour tout Ae%. 2,9
A
D’autre part, I'addition de (2,1) et (2,2) donne :

no(A x ) =J P(x ; w)mq(dx)
A

= J I:J pl(x7 Y)mo(dY) mO(dx) + (I)O(A9 CU) > (2’5)

pour tous A, we %A.
De (2,4) et (2,5), il résulte donc que :

LEMME (2,3). — Pour tout w e Z# fixé, il existe L(w)e £ et une fonction
dox; w)de {x,w}eX x #; tels que :
1% mo[L(w)] = 0;

2° ¢o(-; w) est #B-mesurable, avec :

Vxed, O0=¢ox;0)=1—1.

3 Vx¢Lw) Px;o)= J P1(%, Y)mo(dy) + do(x ; ).

w

3. Désignons par © l'opérateur dans .# qui, a me .4, fait correspondre
le M par :

Vee 2, l(f—’)=Lr [J pi(x, y)mo(dy)]m(dX)= J [L P, y)m(dX)]mo(dy);

posons :
d=P-0.

Soient : .#, le sous-espace de Banach de .#, ensemble des m e .# abso-
lument continues par rapport a my (cf. § 1); @, la restriction de ® a .#,,.

Vol. XIV, n° 4-1978.



386 R. FORTET

Soit me .#,, de densité o(-) par rapport a mg; soit [ la transformée
de m par P;Vwe 4 fixé,ona :
r
lw)=| P(x; w)ym(dx)

JZ
n

= | P(x; w)a(x)mgy(dx)
= P(x ; w)a(x)my(dx) + J P(x ; w)a(x)mg(dx); (3,1)

JZ - L(w) L(w)

d’aprés le Lemme (2,3), mo[L(w)] = 0; donc (3,1) se réduit a :

l(w) = j P(x ; w)a(x)mo(dx) ;
X — L(w)

toujours d’aprés le Lemme (2,3), ceci s’écrit :

w) = j U p(x, y)mo(dy)]G(X)mo(dX)
X - L(w) )

+ j Polx ; w)o(x)me(dx) ;
X - L(w)

donc, toujours parce que my[L(w)] =0, on a :
(w) = L H p1(x, y)mo(dy)] a(x)mo(dx) + L Polx ; w)o(x)mo(dx)
= (©@ - m)w) + jd)o(x ; )a(x)mg(dx);

en introduisant les opérateurs D, S de la décomposition de Lebesgue par
rapport a myq (cf. § 1), il vient :

LEMME (3,1). — La restriction ®, de ® a .#, s’écrit :

Voed,  (®yom)w)= j dolx; 0D om)dx). M

Toujours avec me .4, et les mémes notations, posons :
r=0yom,  rw)= (P m)w)

soit { w;, j = 1,2, ...} une partition finie de w; ona :

V), l "(wj) | < jl dolx; ;)| o(x) | mo(dx),

Z | rw))| = L[E Polx wj)]‘ a(x) | mo(dx) ;

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Section B



CONDITION DE DOEBLIN ET QUASI-COMPACITE 387

pour tout x, P(x; w) et j p1(x, y)mo(dy) sont des mesures en w; pour

tout erL(wj), on a donc :

D utwi ) = dofx: ) = s
mo[u L(w j)] =0
donc : !

j [Zd)o(x ; wj)] lo(x)] mo(dx)— [Z Polx; ):l [ o(x) | mo(dx)
a . JT - UL((uJ)

r

= bo(x ; ®)| a(x) | mo(dx)

J Q“k}) L(wj)

or:

~

= | ¢olx; )| o(x)| my(dx);
T

donc :
Irl(w) = Lr Polx 5 w) | a(x) | me(dx),
de sorte que :

i@ =@ =nllmll, llrll=@—=nllml,
| @o(m) | < Do(|m]).

LEMME (3,2). — La restriction ®, de ® a .#,, est un p-opérateur, de
norme <(1—-7n). W

Posons :
() = (SPo|m|)(w);

soit I(-)e.#* définie par :

YoeB, o) ='[ P(x ; w)|m|(dx);
X

d(w) est la partie disjointe, par rapport a m,, de I(+); il existe doncV € #
tel que :

mo(V) =0,  d(w)=dwnV);
or:

ﬁ(an)él(me)zj P(x; o nV)|m|(dx);
x

Vol. X1V, n® 4-1978.



388 R. FORTET
mo(@ N V) < my(V) = 0 < 5, donc : Px;wn V)< 1 —p;il vient :
)= —n)|m|(@) =1 —n)|Im]|:

LEMME (3,3). — L’opérateur SP est de norme =1 -n). ]

On peut écrire :
P = DP + SP, (34
P?> = PDP + PSP = ODP + Q, (3,9
avec :
Q = ®DP + PSP.

P, D, S, © sont des p-opérateurs; VYme 4, DPome M, ; d’apres (3,3)
et (3,2):

|®DPom| = |®DPom| < ®yo|DPom| < ®,DPo|m]|;
en particulier :
[|@DPom|| < ||®DPe|m| || < (1 —n)||[DPo|m]| ||;
d’aprés 'Exemple (1,1), (3,4) et (1,2):
[[Peofm| || =[IDPe|m| || +|[SPo|m]|||;
et puisque ||P||=1:

HODPom|[ < (I =m|[Pe|m| || — (1 —n)|SPe|m]| ||
I1Qem|| = ||®DPom|| + || PSP oml|
SU=mnlPelm| || =@ =n)|ISPolm]| || +[|SPo|m] ||

s@=mlimll +nlISPe|m] ||.
Du Lemme (3,3) résulte :
1Qem|l < (1 —#*|Im|l,

Rll=t-7). MW (3,6)

donc :

Drapres (3,5) :
P? = P(@DP + Q) = PODP + PQ

= (® + ®)0DP + PQ

= ©’DP + (PODP + PQ); (3,7
or:

I|@ODP om|| < || @y |®DPom| || £ (1 — n)||©ODPo|m]| ||;
et d’aprés (3,5) :
[IP2elm| || =||@DP<|m| || +[|Q¢c|m] |;
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il vient donc:
||®@ODPom||<(1—n)||P?o|m| [|=(1=m){|QeIm] I,
[[(@ODP+PQ)om||<(1—n)||P?o|m]| [[=(1=n)||Qe|m| [|+][PQe|m]]l;
soit puisque ||P?|| =||P||=1:
[[(@ODP + PQ)om|| = (1 —n)|Im|l +nlIQe|m] [,
donc avec le Lemme (3,2) et (3,6) :

o Il (@ODP + PQ)om|| < (1 — ) |Iml]l,
ou :
|®®DP + PQlI<(1-7°). H (3.8)

Considérons maintenant 'opérateur ®2DP ; désignons par :

— # lisométrie de 4, sur LY(Z, B, my) qui, & me .#,, fait corres-
pondre dans LY(Z, 4, m,), la densité de m par rapport a my ;

— po (*) lopérateur dans LY(Z', %, my) qui, & f € LY(Z, 8, m,), fait corres-
pondre g e LYZ, 8, m,) par la formule :

VxeZ, glx)= L P1(X, y).f (x)mo(dx) .

Notons que :

1° Si me M, Oom=(F 1poFf)om;
2° VYme M, DPome ,;

30 Vme M, Oome M.

On peut écrire :

O?DP = S 1pyIf I 1poSDP = 4 1p2 SDP.

Compte tenu de la définition (2,1) de p,(x, y), un théoréme classique
permet d’affirmer que, dans LY, &, m,), p§ est un opérateur compact ;
#~1 étant une isométrie, transforme tout ensemble relativement compact
de LY, %, my), en un sous-ensemble relativement compact de .4,
donc en un sous-ensemble relativement compact de .# ; ainsi, @*DP est
un opérateur compact dans .4 ; de (3,7) et (3,8) résulte :

LEMME (3,4). — Si P satisfait a la condition (D,), P est quasi compact. [l

Maintenant, dire que P satisfait a la condition (D,), équivaut a dire
que P’ satisfait & la condition (D,); donc :

(*) Nous adoptons cette solution pour différencier le « rhé » majuscule de la lettre P
majuscule.
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390 R. FORTET

THEOREME (3,1). -- Si P satisfait a la condition (D). P est quasi compact;
plus précisément, si P satisfait & la condition (D,) avec (mq, #) comme
ci-dessus, P se met sous la forme: P> = U + V, ou U est un opérateur
compact, etou [|[V|[S1 -7

L’intérét de la quasi-compacité de P, déja marquée dans des travaux
relativement anciens de Krylov, Bogoliubov, Fortet, Yosida, est rappelée

dans larticle récent [2].
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