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En général, un semi-flot spécial est exact

par

F. LEDRAPPIER (*)

Université Pierre et Marie Curie. Laboratoire de Calcul des Probabilités,
4, place Jussieu. Tour 56, 75230 Paris Cedex 05

REsuME. — Considérons un endomorphisme ergodique d’un espace
de Lebesgue, une fonction intégrable minorée par 6 > 0, et le semi-flot
spécial associé. Nous donnons une condition sur T pour que I'ensemble
des fonctions telles que le semi-flot est exact soit générique dans Lj.

SUMMARY. — We consider the construction of a semi-flow under a func-
tion above an endomorphism of a Lebesgue space. For many systems we
prove that the set of functions for which the semi-flow is exact is a set of
second category in L;.

Soit T un endomorphisme ergodique d’un espace de Lebesgue (X, &7, m).
Soient & > 0, L} I’espace des fonctions F intégrables sur X, minorées par 0.
Nous considérons I’action de R, obtenue par la construction du semi-flot
spécial (Q, .7, m, 0) sous une fonction F au-dessus du (X, <, m, T), et nous
voulons étudier la classe & des fonctions F de L} telles que la o-algébre
asymptotique 20, l.o/ est grossiére.

Si o/ = T~ Lo/ (mod 0) la classe & est vide. Au contraire si il existe une
partition P, « assez » indépendante de T~ 1./ et telle que o/ =o(T~"P, n>0),
différentes conditions assurent que certaines fonctions appartiennent
a Z ([2], [10], [3D.

(*) Membre du Laboratoire associé¢ au C. N. R. S., n° 224 « Processus Stochastiques
et Applications ».
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466 F. LEDRAPPIER

Nous ferons ’hypothése suivante sur la décroissance des T~ "7 :

Le systéme (X, 7, m, T) satisfait la condition (C) si .« # T~ '/ (mod 0)
et s’il existe une suite A, croissante de partitions finies, engendrant &/ et
vérifiant.

H(A,|a(T"?A,, p > 0) — HA,| T ') - O0(n - )

cf. (Roklin [7]).
Nous avons alors le résultat suivant :

THEOREME 1. — Sous la condition (C), la classe # des fonctions telles
que la o-algébre 20, '/ est grossiére est une intersection dénombrable
d’ouverts denses de L}.

La démonstration que la classe & est un G, repose sur une formule
explicite de I'espérance conditionnelle par rapport a 6, '.o7 (cf. th. 2§ 1).

D. Ornstein et M. Smorodinsky ([5]) ont montré que le flot spécial bati
sous F est un K-flot pour un ensemble dense de fonctions F dans L'. Nous
avons besoin ici d’étendre ce résultat 4 un semi-flot, autrement dit de
considérer les fonctions mesurables par rapport a une sous o-algébre
décroissante (§ 4). Pour cela, il nous faut montrer un « théoréme de Sinai

relativisé » (§ 3). Nous montrons ensuite que la classe & est dense grace a
la condition (C).

1. NOYAU ASSOCIE A UN SEMI-FLOT SPECIAL

Soit T un endomorphisme surjectif d’un espace de Lebesgue (X, ./, m).

PROPOSITION 1. — Soit P( , ) un noyau de transition de (X, .&) sur
(X, /) vérifiant.

(x) pour tout A de &/ j P(x, A)dm(x) = m(A)
(#*) pour m presque tout x de X, pour tous A et B de .o/
P(x, A T 'B) = 15(x)P(x, A)

Alors la famille x — P(Tx, .) est une famille de probabilités condi-
tionnelles réguliéres pour la g-algébre T~ '.o/.

Démonstration. — 11 faut vérifier les propriétés suivantes :

i) pour tout x, P(Tx, .) est une mesure sur (X, .«)
ii) pour tout A de o/, x —» P(Tx, A) est T~ '/ mesurable
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EN GENERAL, UN SEMI-FLOT SPECIAL EST EXACT 467

T B

iii) pour tous A, B de o/, m(A. T~ 'B) =J P(Tx, A)dm(x)

Les propriétés i) et ii) sont évidentes, la propriété iii) se déduit du calcul
suivant :
m(A. T™'B) = | P(x, A, T™'B)dm(x) d’apreés (x)

o

r

=| P(x, A)dm(x) d’apres (**)

P(Tx, A)dm(x) par invariance de m

JT !B

Un noyau de transition satisfaisant (x) et (x) est dit associ¢ a (X, <7, m, T).
Soit P un noyau associé a (X, o, m, T), le noyau P" défini par récurrence

par : P'(x, .) =JP"“( y, .)P(x, dy) est associé¢ a (X, <, m, T").

Remarquons que la condition (xx) peut s’écrire pour toute fonction f
mesurable bornée sur X x X, m presque tout x de X,

()’ J S (y, Ty)P(x, dy) = f J(y; X)P(x, dy)

Soient 6 > 0 et F une fonction intégrable minorée par 6. Nous notons
Qr le sous-ensemble de X x R formé des (x, s) tels que 0 < s < F(x),
o la trace sur Qp de la o-algébre produit de o/ par les boréliens de R,
g la trace sur Qp de la mesure produit de m sur (X, /) par la mesure de
Lebesgue sur R. Le semi-flot spécial bati sous F au-dessus de (X, &, m, T)
est I'action g0 de R, définie par :

r-l
O(x,8)= TPx,s+1t— ZF(Tix)
i=0
sur ’ensemble des (x, s) ou

p—1 P
ZF(Tix) <s+t< ZF(Tix)
i=0 i=0

Nous noterons (Q, o7, m, ) quand il n’y aura pas d’ambiguité sur la
fonction F.

Le but de ce paragraphe est de donner un noyau associé a (Q, <7, m, 0,).
Nous avons :

THEOREME 2. — Soit P(x, .) une probabilité de transition associé a

Vol. XIV, n° 4-1978.



468 F. LEDRAPPIER

(X, .o/, m, T). Pour F donnée le noyau Q.( , )suivant est associé a(Q, <7, m, T0,)
pour (x, s) dans Q et A .o/ mesurable, Q/((x, s), A) est donné par :

o n-—1

() Q. 9, A) = 2 JL&(% s+ mey) - t)P”(x, ay)

Démonstration. — 11 faut vérifier les propriétés suivantes :
i) pour tout A de o7, (x, s) - Q(x, s), A) est o/ mesurable
ii) Q[(x, s), .] est m presque partout une mesure bornée
iii) pour tout A de .7, fQ,((x, s), A)dm(x, s) = m(A)
iv) pour tous A, B dans <7, (x,s) dans Q,

Q{(x, 5), A0 ' B) = I5(x, )Q((x, s), A).

La propriété i) est évidente, pour vérifier ii) comme Q,((x, s), .) est donné
par la somme d’une série de mesures positives, il suffit de vérifier que
Qi((x, s), Q) < 0. Or nous avons :

n—1 n—1

Q(x, ) @) = lim EP”(X. { ZFOTf <t-s< ZFOTi })
0 i=0 [

n= i= i=0

En appliquant la propriété (+*) a P?~" nous pouvons écrire pour n < p,
A dans &/, m presque tout x dans X :

P?(x, T"®7"A) = j P"(x, dy)P?~"(y, T~ *~"A)

B J P(x, dy)1A(y)PP~"(y, X)

= P*(x, A).
Nous avons donc :
r p—1 p—1
Q/(x, s), Q) = lim 2P"<x, { Z Foli<t—s< Z F,T/ })
p—x
n=0 j=p—n+1 j=p—n

Nous avons a prendre la somme des PP(x, .) mesures d’ensembles dis-
joints, nous obtenons : Q((x, s), Q) < 1, ce qui prouve ii).

Pour vérifier iii), il suffit de montrer pour tout A de &/, u > 0, en notant :
A, ={(x,5, xeA,0<s<us<Fx)}

J Qd(x, s), A)dm(x, s) = m(A,) .
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EN GENERAL, UN SEMI-FLOT SPECIAL EST EXACT 469

Nous avons :

jQ,((x, s), A,)dm(x, s)
) n—1

= Z J‘ dm(.v)(J‘F(mds(JlAu<y, s—t+ ZF(Tiy))P"(x, dy)))

n= i=

n—1

soit, en posant B(n, s, t, u) = {le <s-—t+ ZF(T‘)}) < uAF(y)},

i=0

- F(x)
2 [ dm(x) J (J 15( y)ds)P"(x, dy).
4 J X A 0

n=

En utilisant () et (*) pour chaque P" cette expression devient :

\ F(Tny)
Z J <J lB(n,s,t,u)(y)dS>dm( y)
n=0 A 0

et il est facile de vérifier que :

XN E(Ty)
Z j‘ 1B(n,s,t,u)(y)ds = u/\F( y)
0

n=0

ce qui montre la formule demandée. Enfin la vérification de iv) est immédiate.
Remarquons que sid < 1 et F est a valeurs entiéres, nous obtenons un noyau
associé a la tour batie sous F au-dessus de (X, &/, m, T).

2. LA CLASSE # EST UN G

PROPOSITION 2. — Soit T un endomorphisme d’un espace de Lebesgue
(X, .7, m). La classe & des fonctions F telles que la o-algébre » 0, '/
est grossiére est une intersection dénombrable d’ouverts dans Lj.

Démonstration. — Remarquons d’abord qu’il existe une probabilité de
transition, essentiellement unique associée a (X, &/, m, T).
En effet soit R(, .) une famille de probabilités conditionnelles régulieres
pour la o-algébre T~ 1o/ vérifiant donc presque partout :
R(x, A.-T7!B) = I1-15(x)R(x, A)

L’application x — R(x, .) est T~ '/ mesurable donc de la forme
P(Tx, .) pour une certaine probabilité¢ de transition P( , ). La probabilité

Vol. XIV, n° 4-1978.



470 F. LEDRAPPIER

P( , ) ainsi définie est associée a T. Nous allons déduire du théoréme 2
des noyaux associés aux transformations g0, et estimer, d’aprés la propo-
sition 1. les probabilités conditionnelles de tout A de .o/ par rapport a
0; '.o7. Pour A dans .«Z, q réel notons :

=106 9)]|xeA, 0<s<q} Soient A, A’ dans <7, g, ¢, t réels posi-
tifs, F dans Lj. Notons D(A, A, q, ¢’, t, F) la quantité :

DA A, g, q',t,F) = J Q(r0/x, ), Admg(x, s)

Algr

ou Q est défini par la formule (#%x).

LemME 1. — Fixons A, A’, q, ¢/, t. L’application F - D(A, A’, q, q', t, F)
est continue sur L}.

Démonstration. — Nous avons :
DA, A, q,q',t, F) = Z J dm(x)(f PY(T?x, dy)b, (x, y, t, F))
A’ A
np=0

ou b, (x, v, t, F) est la longueur de I'ensemble des s compris entre 0 et
q,F(x) et tels que :

r—1 r
ZF(Tix) <s+1< ZF(Tix)
i=0 i=0

et

p—1 n—1
0<s— ZF(T"x) + ZF(Tiy) < F(y).q
i=0 i=0

t t t
Sip >—5+ 1 ou sips—5+ letn 2~5+ 2, il est immédiat que b, , = 0.

Pour les autres valeurs de n, p soient F et G deux fonctions de L}. La
différence | b, (x, y, t, F) — b, (x, y, t, G)| est majorée par la mesure de
I'ensemble des s, 0 < s < ¢’, tels que I'une au moins des différences :

p—1 P
s—F(x), s+1t— ZF(Tix), s+t — ZF(Tix),
i=0 i=0
p—1 n—1 p—1 n—1
s — EF(T‘X) + ZF (T'y), s— ZF(TiX) + EF(Tiy) —F(»).\q,
i=0 i=0 i=0 i=0
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EN GENERAL, UN SEMI-FLOT SPECIAL EST EXACT 471

change de signe si on change F en G. La mesure de cet ensemble est majorée

par :
+ iZF(T"x) - ZG(Tix)
i i=0

p—1 p—1
| F(x) — G(x)| + 3! ZF(Tix) — ZG(Tix)
; 1 .
. 2‘ZF(T' ZG(T'y)’ +1F() - GO)|

En sommant sur n, p et en intégrant il vient :

|D(A, A’ q,q'.t, F) — D(A. A’, q, q', t, G)|

Z Z JdVH(A)<jP"(T"x dy) | by (%, y, t, F)=b, ,(x, y, 1, G) I>
s e
Z (4P+2n+3)J.|F—G|dm.

mpé%+2
D’ou le lemme.
LEMME 2. — Fixons A, A’, g, g’. L’application

mg (Yq)mg (M'q')

JF dm

Démonstration. — Immédiate.
Draprés la proposition 1 et le théoréme 2 d’autre part nous avons pour
tout A, A, q, ¢, t, F :

DA, A", q,q,t, F) = J EL 0 ‘e La,(x, s)ding(x, s).
Ay

est continue sur Lj .

Mg

Notons Bp la o-algébre » .0, IQCI_F. Quand n tend vers [linfini

D(A, A’, g, ¢, n, F) converge vers j Eorl A%, s)dmg(x, s).
Ay

Appelons %(A, A’, g, q') 'ensemble des fonctions F de L} telles que :

Ag)me (Mq')

Jde

L’ensemble (A A’, q, q’) est I'ensemble ou s’annule la limite d’une

J EZF 1, (x, s)dimg(x, s) = il
\I

Vol. XIV, n° 4-1978.



472 F. LEDRAPPIER

suite de fonctions continues (lemme 1 et 2), c’est une intersection dénom-
brable d’ouverts de L}. Soit &/, une algébre dénombrable engendrant
o. La classe & coincide avec :

BIIAKIYXY )

Aed s A'ed s qq'€Q +

La classe & est bien une intersection dénombrable d’ouverts.

3. THEOREME DE SINAI RELATIVISE

Soient m un vecteur de probabilité. L’entropie H(rm) est la quantité
H(n) = — Zx(i) log n(i).

Soient T un (endo)morphisme d’un espace de Lebesgue (X, .o, m),
P = {p,,...,p, | une partition mesurable de X, ¢ une sous g-algébre T
invariante de .&/. Notons nf(x) le vecteur (aléatoire) de probabilité défini
par : n(x) = Eg®TP/<91,(x), 1 < i < q. L’entropie moyenne condition-
nelle de la partition P par rapport a la g-algébre € est la quantité :

h(P | %) = j H(m(x))dm(x)

Nous établirons le résultat suivant ( « théoréme de Sinai relativisé »

(cf. (8], [4] et [9])).

THEOREME 3. — Soit T un automorphisme ergodique de I’espace de
Lebesgue (X, 8, ), o une sous g-algébre décroissante telle que : YT"o/ = %,
% une sous o~ algeébre T invariante.

Soit 7 un vecteur de probabilité n=mn,, ..., 1, avec H(m)<sup { h(P | %),
P partition finie de X }. Il existe une partition 8, &/ mesurable distribuée
comme 7, telle que les partitions T!(i € N) sont indépendantes et engendrent
une g-algebre indépendante de €.

Si la g-algébre % est grossiére, le théoréme 3 est un théoréme de Sinai [8].
Si on ne demande pas a la partition d’étre o/ mesurable, le résultat est di
a Ornstein [4]. Remarquons également que ce théoréme 3 est utile pour
généraliser le théoréme de Sinai au cas d’entropie infinie. Pour le démontrer,
nous adapterons la démonstration d’Ornstein et Weiss du théoréme de
Sinai (cf. [6]).

Démonstration. — Avec les notations précédentes, notons

d(n,n')=21ni—n£|

i

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Section B



EN GENERAL, UN SEMI-FLOT SPECIAL EST EXACT 473

la distance usuelle sur les vecteurs de probabilités et
D(r, P| %) = Jd(n, 75 (x))dm(x) .

L’espace Z des partitions finies ordonnées est muni de la distance

|P—P'| = Zm(P,.AP;).

4

LEMME 3. — La fonction D(n, P | %) est semi-continue inférieurement
sur Z.

En effet (cf. [6] lemme 4) la fonction D(z, P | %) est limite croissante de
fonctions continues.

LEMME 4. — Soit P, une suite convergente vers P, de partitions a p €lé-
ments telles que D(n, P,| %) — O(n — oo). Alors D(n, P | %) = 0. Nous
allons donc construire, en suivant [6], une suite convergente de partitions
P,o/ mesurables telles que D(n, P,| %) tende vers 0.

LEMME 5. — (Thouvenot [9]). Soit (X, #, u, T) ergodique, € une sous
g-algébre T invariante, = un vecteur de probabilité avec

H(n) < sup { (P |¥)|PeZ}.

Il existe une partition f§ distribuée comme n, telle que les T'f soient indé-
pendants et engendrent une o-algébre indépendante de %.

LEMME 6. — ([6] lemme 6). Soit = un vecteur de probabilité H(x) > 0.
Il existe une suite x; avec :

i) H(m,) < H(n,) < ... < H(n)
ii) dn, ) - 0 (i » o0)
iii) Si d(n’, m;,,) < 2d(m;, 7;, ), alors H(n') < H(n)

oG

iv) Zd(”ia Tiv1) < 00

i=0

LEMME 7. — Soient n = {n(1), ..., n(p)} un vecteur de probabilité
fixé, P une partition avec p atomes, &/ mesurable et telle que :

h(P|%) <sup h(Q|¥) —c, o tel que H(S,1 — 9) < c.
QeZ

Supposons que l'ensemble des x tels que pour certains indices i(x),

Vol. XIV, n° 4-1978.



474 F. LEDRAPPIER

Jj(x) on ait : 7% (x) — n(i) > 6, Ty (x) — m(j) < — & est de mesure plus
grande que 9, alors il existe P dans .7 avec

i) D(n, P|%) < D(n, P|¥) — 62
ii) |P — P| < 4D(r, P|%) — D(n, P|%)).

Démonstration. — (cf. [6] lemme 9). Soit & la ¢-algébre invariante engen-
drée par € et P.

Soit Q une partition Q = { C, X\C} telle que u(Q) = 8. les T'Q sont
indépendants et engendrent une o-algébre indépendante de Z (lemme 5).
Soit, pour tout couple (i, j), B;, I'ensemble ou i(x) =i et j(x) = | B, est
2 mesurable.

Posons :
PinB; = (P, n B, \(P;n B;,nC)

PinB; =(P;nB;)u(P;n B;,nO)
Nous avons immédiatement sur B, :
(€, TP k < _
Eu( e O)lp.‘ - Tc(gi(x) -0

et LT, = mp () + 6

PP = Zu(PeAP;) -
Z J Ea((g'TkPHO)I lp, — lp, |dp = 252#(&',‘)

e ij

De méme :

J d(, { Eg©T <01, ) )y = D, P|4) — 2(52#(3,-,,).
ij
Par indépendance des T“Q, k < 0 et le fait que o(%, T*P’, k < 0) est
moins fine que o(%, TP, Q, k < 0), nous avons construit P’ avec :
D(n, P| %) — D(n, P’ |6) > |P — P"| > 262.
Choisissons enfin 1 tel que n > 6% et si | P — P’| <y alors
D(n, P|%) < D(n, P'|%4) + 6>  (lemme 3).
Les propriétés de P’ ne changent pas si on change Q en T~"Q. Choisissons
m assez grand pour qu’il existe Q .o/ mesurable avec |Q — T™"Q| < 5
et faisons la construction précédente avec Q au lieu de Q. Nous obtenons
D(n, P| %) — D(n, P| %) > 6% et
|P — P|<D(n,P|%) — D(n, P|4) + 6> + 1
< (D(n, P| %) — D(n, P|%¥)). Q.E.D.
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EN GENERAL, UN SEMI-FLOT SPECIAL EST EXACT 475

LeMME 8. — Soient &,, C > 0 tels que si d(n', n,) < J,,

H(n') < sup h(Q|%) — C.
QeZ

Pour tout 6, > 0, il existe o tel que si P est une partition avec p éléments
o/ mesurable et telle que : ; < D(n,, P| %) < J,, alors peut trouver P
o/ mesurable satisfaisant :

i) D(n,, P|%) < D(n,, P|%) — 0

i) | P — P| < 4| D(ny, P| %) — D(rn,, P|9)).

Démonstration. — (cf. [6] lemme 8).
Il suffit de vérifier que la partition P et le vecteur =, satisfont aux hypo-
théses du lemme 7 avec § suffisamment petit, et de prendre 6 = §2.

LeEMME 9. — 1l existe ¢; > O tel que si D(n,, P, | ¥) < ¢, pour une par-
tition P,.o/ mesurable a p éléments, pour tout ¢, > 0, il existe P, A mesu-
rable a p éléments avec :

i) D(n,, P, %) < ¢,
i) [Py — Py | < 4d(ny, m,).

Démonstration. — (cf. [6] lemme 7).
Prenons ¢, = d(n,, n,). D’aprés le lemme 6 iii) 6, = 2d(rn,, ©,) satisfait
aux hypothéses du lemme 8 et

D(n,, P, | %) < D(ny, P, | %) + d(rn,, m;) < 9,.

En choisissant §, = ¢,, le lemme 8 montre que nous pouvons obtenir
D(n,, P, | %) < ¢, et avoir |P; — P,| < 4D(rn,, P, |¥) < 4d(rn,, ©,).

Nous pouvons maintenant montrer le théoréme. Soit 7; donné par le
lemme 6 et ¢; = d(n;, n;, ). Nous commengons par construire P, telle que
D(r, Py | %) = 0 (lemme 5) puis nous prenons P, o/ mesurable suffisam-
ment proche de T™"P, pour que D(n,, P, | %) < ¢,. Le lemme 9 nous
donne alors une suite convergente de partitions P, ./ mesurable et telle
que D(n, P,| %) tende vers O.

D’aprés le lemme 4, la partition f§§ limite des P, est la partition cherchée.

4. LA CLASSE ¥ EST DENSE

Nous rappelons d’abord les propriétés suivantes :
Notons n(X, .«/, m, T) la o-algébre engendrée par les partitions finies
d’entropie moyenne nulle.
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476 F. LEDRAPPIER

PROPOSITION 3. — (Roklin [7] p. 38). Si le systéme (X, .«, m, T) satisfait (C),
alors les g-algébres 7T~ "o/ et n(X, .o/, m, T) coincident.

PROPOSITION 4. — (Blanchard [/] proposition 2-1). Considérons un sys-
teme (X, ./, m, T) satisfaisant (C), F une fonction intégrable sur (X, .<, m)
et (Q. .o/, m, 0) le semi-flot spécial bati sous F au-dessus de X, o, m, T).
Le systeme (Q, 7, m, 0,) satisfait la condition (C).

Un flot (Q, .«Z, m, 0) est appelé un K-flot si la g-algébre n(X, <7, m, 0,)
est grossiére.

Le théoreme 1 se montre en utilisant les propositions 2, 3, 4 et la propo-
sition 5 ci-dessous :

PROPOSITION 5. — Soit T un automorphisme de I'espace de Lebesgue
(X, 4, 1) o/ une sous g-algebre propre croissante de 4 telle que YT"o/ = 4.
La classe des fonctions F./ mesurables, intégrables, minorées par o telles
que le flot spécial bati sous F est un K-flot, est dense dans L} (., p).

Si .o/ = % la proposition 5 est due & Ornstein et Smorodinsky [5]). Nous
allons d’ailleurs suivre leur démonstration en construisant F dans .of.

Les outils sont les lemmes suivants de [5] :

LEMME 10. — ([5] lemme 2). Soit T une transformation ergodique d’entro-
pie positive. Soient P, Q deux partitions finies telles que : A(P) < h(P Q).
Alors pour tout ¢ > 0, il existe une partition finie Q avec |Q — Q| < ¢,

h(P,Q) < h(P,Q).

LEMME 11. — ([5] lemme 5). Soit T, un automorphisme ergodique de
I'espace (Xo, %o, io). Soient P une partition finie génératrice de X, et
S une fonction positive P mesurable. Soit (X,, 4,, u;, T,) le schéma de
Bernoulli engendré par des variables aléatoires ¢, i entier, indépendantes
équidistribuées telles que &, est non arithmétique et bornée. Soit U le flot
spécial bati au-dessus du systéme produit

Xo x Xy, Bo x By, pio X Wy, To x T))
sous la fonction g, g(xo, x;) = f(x) + &o(x,). Le flot U est un K-flot.

LEMME 12. — Soient T un automorphisme ergodique de (X, 4%, w),
</ une sous g-algébre propre de % croissante et telle que YT".o/ = %, ¢ > 0.
Il existe F .o/ mesurable 1 < F < 1 + ¢, telle que le flot bati sous F au-dessus
de (X, 4, u, T) est un K-flot.

Démonstration (cf. [5] Théoréme 2). — Remarquors d’abord que le sys-
téme est d’entropie non nulle car il existe une g-algébre strictement crois-
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sante. Soit A, une suite dense dans /. Par application répétée du lemme 10
et du théoréme 3, nous construisons une suite d’ensembles A;, D,/ mesu-

1 )
rables tels que la suite A, est dense, 0 < u(D,) < 7 les ensembles T'D,,

sont indépendants et engendrent une o-algébre indépendante de

o(T'Dy k <n, T/A; k <n).

£

. 1
Choisissons ¢’ irrationnel ¢’ < ¢, et posons F = Z o (1 + &)lon,
n=1

Le flot est alors un K-flot d’aprés le lemme 11.

Démonstration de la proposition 5. — Soit F une fonction de L}, ¢ > 0.
Nous allons construire F’.o/ mesurable avec f |F' —F|<¢ F >0 et

telle que le flot spécial bati sous F’ soit un K-flot. Choisissons d’abord
G > 6 mesurable prenant des valeurs proportionnelles & un nombre d > 0

et telle que j | G — F | < &/2. Considérons la tour (Xg, Bg, mg, Tg) bitie

sous G au-dessus de (X, .7, m) et soit .7 la sous g-algébre de % engendrée
par les fonctions f(x)b(n), f.o/ mesurable.

La o-algebre o/ est décroissante par Tg et vérifie YTg.o/g = 4.

Soit G’ une fonction .o/ ;-mesurable, satisfaisant 1 < G’ < 1 + ¢/2d et
telle que le flot spécial bati sous G’ au-dessus de (Xg, %, mg, T) soit un
K-flot. La fonction F’ = G + d(G’ — 1) est la fonction cherchée.

En appliquant la proposition 5 a Iextension naturelle d’'un endomor-
phisme, nous obtenons

CorOLLAIRE. — Soit T un endomorphisme de I'espace de Lebesgue
(X, o, m) tel que o # T~ '/ (mod. 0). La classe des fonctions F intégra-
bles, minorées par ¢ et telles que la g-algébre n(Q, o7, i, 0) est grossiére
est dense dans L}(<Z, m).

Dr’apres les propositions 3 et 4, la classe & coincide avec la classe des
fonctions F de L telles que la o-algébre n(Q, <7, im, 0) est grossiére. Cette
classe est dense d’apres le corollaire et ceci achéve la démonstration du
théoréme 1.

Remarquons également que en jouant sur u(D,) dans le lemme 12, il
est possible de construire une tour aussi petite que 'on veut qui soit K-sys-
téme. Le théoréme 1 est encore vrai pour la classe des fonctions % a valeurs
enticres, 'espace (X x N) et la mesure m produit de m sur X et de la mesure
de comptage sur X, c’est-a-dire pour les tours de X.
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