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REsuME. — On montre sous certaines conditions qu’une mesure de
probabilité a la frontiére de chaque boule ouverte de probabilités caracté-
rise le taux de décroissance exponentielle de la probabilité que la loi
empirique se trouve dans la boule. On en déduit des résultats plus fins
que les théorémes du type Sanov purement asymptotiques.

Mots clés : Grandes déviations, point dominant, théoréme de Sanov.

ABSTRACT. — It is shown under certain conditions that for open balls
of probability measures on a Polish space X, a unique probability measure
determines the exponential decay rate of the probability that the empirical
law L, falls in the ball. Large deviation results stronger than purely
asymptotic results can then be obtained.

1. INTRODUCTION

Soit X un espace topologique polonais avec distance d et soit X;,X,, ...
une suite de variables aléatoires, indépendantes et de méme loi p, 4 valeurs
dans X et définies dans (Q, B, P). Soit L, la loi empirique de I’échantillon
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{X;:1<i<n}:

1 n
1.1 L,(m,A)=,—ZZ Iixieay
i=1

L’information de Kullback A (q) de la loi ¢ par rapport & p détermine le
comportement asymptotique de la loi aléatoire L, sur le plan de grandes
déviations. Plus précisément, soit M I’espace de mesures de probabilités
sur X, muni de la topologie de la convergence étroite. Si U = M est un
ouvert, et C = M est un fermé, on a

lim infllogP(L,, eU)=-AU)

(1.2) ’;
limsup-logP(L,eC)< —A(C),

n

ou A(A)=inf{geA:A(g)}, Ac M.

Théorémes de ce genre remontent a Sanov [22], mais des résultats plus
généraux se trouvent dans Bahadur et Zabell [3], Donsker et Varadhan [9],
Groeneboom et Shorack [14], et Groeneboom, Oosterhoff, et Ruym-
gaart [15]. On s’intéresse ici & I’étude de (1.2) a 'aide de la notion d’un
point dominant formulée par Ney ([18],[19]).

La notion d’un point dominant est a la base des fins résultats de
Bahadur et Ranga Rao [2] sur les déviations de la moyenne X d’un
échantillon de variables dans R'. L’idée se développe dans R? par Ney.
L’existence d’un point dominant en dimension finie, établi sous conditions
par Ney, méne de la méme fagon a des améliorations utiles des résultats
asymptotiques sur les probabilités de déviations de la moyenne X. Ici on
poursuit la formulation de Ney dans un espace de dimension infinie dans
le but d’étudier le théoréme de Sanov et donc le point dominant devient
une mesure dominante. L’espace vectoriel topologique ou se fait I’analyse
est celui des mesures bornées sur X, muni d’une norme dont la topologie
revient a la topologie de convergence étroite sur les mesures de probabilité.

Au fond, la technique excise le taux de décroissance exponentielle pour
obtenir une intégrale relativement grande, a la portée d’un théoréme limite
central. En dimension finie, on a recours aux théorémes locaux, comme
ceux de Robinson etal. [21] ou de Stone [23], pour étudier I'intégrale.
Mais en dimension finie on manque a présent de pareilles ressources.

Reeds [20] aborda I’étude raffinée de (1.2) pour la loi empirique dans
le cas ou I’espace X soit fini. L’analyse ici est dans un espace polonais, et
il parait que les problémes géométriques qui s’élévent dans les études de
Reeds et Ney seront intéressants dans le cas général.

Applications statistiques des résultats comme (1.2) se trouvent dans
la théorie de tests d’hypothéses et la théorie de la convergence d’esti-
mateurs (voir respectivement Groeneboom et Shorack [14] ou Fortet et
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Mourier [13]). Dans le cas ou I’ensemble U ou C est le complémentaire
d’un voisinage de la loi p de X, les limites a (1.2) représentent le taux de
décroissance exponentielle du niveau de signification d’un test de ’hypo-
thése que X; ait loi p (voir Manoukian [17] pour les définitions). Les
limites (1.2) représentent aussi un taux de convergence de la loi empirique
L, vers la loi p.

Les notations suivantes seront employées. Soit E I’espace vectoriel de
mesures bornées sur P’espace X. Soit M < E I’ensemble de mesures de
probabilité, et soit L (X) I'espace de fonctions bornées et lipschitziennes
définies dans X. Dans L (X), on a L, ,), les fonctions qui sont lipschitzien-
nes pour la constante a>0, et bornées par la constante 5> 0.

Définissons une norme ||. || sur 'espace de mesures E par

Jf dq

La topologie du sous-espace M dans E est identique a la topologie de la
convergence étroite sur M (Battacharya et Ranga Rao [4], p.17). E’
désignera les formes linéaires et continues sur E.

Notons qu’un élément feE’ peut €tre regardé comme une fonction
lipschitzienne et bornée lorsqu’elle est appliquée a un ¢lément ge M. Plus
précisément, si I’on définit une fonction f dans X par f(x)=<{f, 8, ), on

lall=sup

Selq,y

ad{f,qg)= f fdq, pour chaque élément ge M. La fonction f est bornée,
puisque f(x)< sup |{f, )|, et fest lipschitzienne:

lqll=1
If(x)—f(y)lélls“&(ﬂ a>| 11838,
;Ils1lllpl|<ﬁ ay| sup |g()—g()|
qll= gelq,1)
< sup |[{f; g)]d(x, ).

lleli=1

Du point de vue de la loi L,, ce qui n’est pas dans M n’est pas important,
et donc il est bien de considérer chaque élément fe E' comme une fonction
bornée et lipschitzienne sur X.

Définissons la fonction A: E — [0, o0] par

A (g)= sup {<ﬁq>—logje”"’p(dx)}-

feE
Alors, selon le lemme suivant la fonction A est tout simplement
I'information de Kullback I, définie par

I(q)=jlog[@:|dq si g<p,qeM,
dp
=00

autrement.
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368 1. H. DINWOODIE

LEMME 1.1. — I=A.

Preuve. — 1l suffit de considérer le cas oiu geM. Bahadur et Zabell
(3], p-617) montrent que la borne supérieure a (1.2) en parcourant les
fonctions continues et bornées est I. Il faut alors démontrer que la borne
supérieure a (1.2) en parcourant I’espace L(X) est supérieure a celle
obtenue en parcourant les fonctions continues et bornées.

Soit geM une mesure fixe et soit g une fonction continue et bornée.
D’aprés le théoréme Stone-Weierstrass, 4 chaque compact K < X, il existe
une suite de fonctions bornées et lipschitziennes qui converge uniformé-

ment vers f sur K. On en déduit que A(q)=(g, ¢ ) —log Je" ® p (dx), d’ou

le lemme. M

L’information de Kullback A(g) est souvent désignée K (g, p). La
fonction A est évidemment semi-continue inférieurement et convexe. De
plus, le fermé L,={geM:A(¢g)<a} est compact (Groeneboom et al. [15],
Lemma 2.3).

Le symbole 0A désignera le sous-différentiel de la fonction A, et donc
O\ est contenu dans E’, éventuellement vide. Soit B < M. On appelle une
mesure gg € M une mesure dominante de B si

(@) gs€B.
(1.3) | () AB)=1A(gs)
(¢) il existe fe A (gp) telle que f(g) =/f(gp) pour toute mesure g€ B.

Sanov [22] s’adressa au probléme d’identifier une loi ¢ qui satisfait la
condition A (g)=A (B). Bolthausen [5] étudia aussi de tels points dans un
espace de Banach, sans la condition (¢). La condition (c) est importante
dans la définition d’un point dominant dans R? formulée par Ney [18],
p- 159. Cette condition est & I’origine des difficultés techniques du dévelop-
pement ici.

Avant d’aborder la question de I’existence de mesures dominantes, nous
rappelons la notion de I-projection généralisée de Csiszar [8] et son rapport
avec une mesure dominante. La I-projection généralisée d’une mesure p
sur un convexe B — M est la mesure p* qui satisfait la condition suivante :
chaque suite de probabilités {g,} = B pour laquelle K (g,, p) > K (B, p)
converge vers p* dans la topologie de variation totale, ou de valeur absolue
de mesures. L’existence de la mesure p* est établi par Csiszar [8], p. 769.
La proposition suivante nous confirme qu’une mesure dominante d’un
ouvert convexe n’est autre que la I-projection généralisée de la loi p.

ProrosiTioN 1.1. — Soit B< E un ouvert convexe. Supposons que
A(B)< 0. Alors il existe une mesure unique qzeB telle que )\(q5)=A (B),
et gy est la I-projection généralisée de la mesure p sur B.

Preuve. — Soit { g, } = B une suite telle que A (g,) <A (B)+ 1/n. Le fermé
L,={gqeM:A(g)<a} est compact, et donc une suite extraite {g,, }

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



MESURES DOMINANTES 369

converge vers une mesure gz€B. On voit que K(qB)<hm)»(q,,k) A (B),
puisque A est semicontinue inférieurement.

Mais la convexit¢ de B entraine aussi A(gg)=A (B). Pour tout réel
a€(0,1) la mesure agz+(1—a)q, appartient aussi a B, et la convexité de
A entraine

A (gp) 2 i[uaqml—a)ql)—(l—amql)lzé[A(B)—(l—a)Mql)].

Cette derniére quantité converge vers A(B) lorsque o — 1, ce qui nous
donne I'inégalité. Nous avons montré que A (gg)=A (B) et aussi que gz e B.

L’unicité de gz est déduite des propriétés de convexité. On suppose
d’abord qu’une mesure meB satisfait la condition A(m)=A(B). B est

1 1 , ) -
convexe et la mesure 5m+ EqB est en conséquence membre aussi de B.

La fonction xlog(x) est strictement convexe, et on aurait I'inégalité
1 -
l<§m+ %qB)<A(B)=A(B)

si les mesures m et gy n’étaient pas identiques. Ce qui prouve que m=gg,
I'unicité de gg.

Enfin, du fait que A(g,)— A(B), il en résulte la convergence de la
suite extraite {q,, } vers la I-projection généralisée p* dans la topologie
de variation totale. Mais {g,, } converge vers gy dans I'espace E, d’ou

p*=qs. N

2. EXISTENCE

Le résultat principal est le théoréme 2.1 qui établit ’existence d’une
mesure dominante g et qui fournit une représentation de la probabilité
P (L,eB) ou figure une intégrale centrée par rapport a la loi gg.

Définissons M,,: X" — M par

M, (X, .. .5 X,)= ! Y 8

Ni=1
ou J, est la mesure de Dirac au point xe X.

THEOREME 2.1. — Soit B <M un ouvert convexe, et on suppose que
0<A(B)<oo. Alors il existe une mesure dominante gy de B et on a

@2.1) P(L,,eB)=e‘”A‘B)J‘ e~ I Ma=a8> gn (g X .. X dx,),

{MpeB}
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370 I. H. DINWOODIE

ou la forme f satisfait (1.3) et
e Maw qs (dx)zef x)=< S, ‘13)p(dx).
Preuve. — Soit gy la mesure dans B telle que A(gg)=A(B), dont
I’existence est assurée par la Proposition 1.1. Il nous faut montrer la

condition (1.3¢). Soient g€ E' une forme linéaire sur I’espace E et aeR
un réel tels que

(& q)sa<(g w)

pour toute mesure ¢ membre du convexe L={veE:A()SA(B)} et
toute mesure w membre du convexe B (Bourbaki [6], p. II.40). Soit
U={qeE:{g, ¢)>a}. On déduit du Lemme 3.1 de Groeneboom et al.
[15] que

—A(B)gliminfllogP«g, L, )>o)
n

élimsupllogP«g, L,)z0)
n

-A({q:{g q)2a})

—A (D)

—~A(U)
—A(B);

cette derniére égalité résulte de la convexité de I'ouvert U qui satisfait
AU)ZAB)< . Alors on a

AB)= -—limilogP(

I IIA

2 eX)z a>,

1

; i=1
et en conséquence du théoréme Cramér-Chernoff [1] et I'inégalité
E(g(X))=(g, p)=<0, on a aussi

=supta—log | €™ dp(x)
teR

=supt{g, gz y—log Je'” © dp (x)

teR
=1,{g&, gz ) —log f €09 dp (x),

ou le réel ¢, qui donne la borne supérieure existe parce que la variable
g (X)) est bornée. Mais cela revient a dire que ¢, g€ A (gp)-
Il s’ensuit de I'inégalité E (g (X,))= (g, p ) <a que 7,=0. Ainsi la défini-
tion de la forme g donne pour toute geL et toute we B
(tog, q)Stoa={to8 W).
En particulier, puisque ggeL,
<tog, W_QB>30
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pour weB, ce qui achéve la démonstration de (1.3 c) lorsque on prend

f=ts.
On s’occupe maintenant de la représentation de P(L,eB) a (2.1).
A partir de la définition, nous avons

P(L,eB)= P (dxy X ... xdx,)
{MpeB}

=e"'“"B).[ [Te ¢/ %> p"(dx, % ... Xdx,)
{

MpeB} i=1

=e—nl(qB)J e_"<f’M"_qB>p”(dx1 X ... den),
{M,eB}

ou p désigne la probabilité sur X définie par
el ®
H(dx)= ml’ (dx).

Il nous reste a établir que p=gp. Puisque la fonction A est strictement
convexe, il existe une mesure unique g, dans I’hyperplan

C={veE2<f, vy=_f, qB>}

qui satisfait la condition
A(go)=A(C)=A(B)=2(gn)

11 suffit donc de nous convaincre que peC et que A ()=A(gp).
On a déja 'identité

{f; gz ) —log J e/ ""p(dx)=sup{<tf, qp ) —log J €/ p (dx) }

La dérivée de la deuxiéme formule par rapport & ¢ ainsi nous méne a
Iégalité

f f(x)e @ p(dx)

{fige)= =ff(x)u(dx)=<f, H,

Jef (x) p (dx)

en se servant du fait que jef ®p(dx)=e¢/ B>~ @) Ca veut dire que

peC. Enfin, du lemme 1.1
A= 'f(f(x)— (f. 987+ A (gp)) n(dx) =2 (gp)-
On a donc I’égalité p= gy, et ainsi s’achéve la preuve. W
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On a immédiatement de la représentation (2. 1) I'inégalité
P(L,eB)<e "4 ®

pour chaque n=1, qui vient de la condition (1.3¢). On peut faire
mieux en combinaison avec les résultats de Bahadur et Ranga Rao [2]
appliqués aux variables aléatoires f(X;)eR et le demi-espace
{qeE:{f, ¢)={/f, qg )} contenant B. On en déduit que

P(L,eB)<kn~1/? e—mm),

k étant une constante qui dépend de B. Fill [12] donne des résultats encore
plus précis pour les demi-espaces. Mais le probléme difficile, qu’on évite
ici mais qui est 4 la base de toute utilisation sérieuse de (2.1), est I’étude
de la géométrie de I’ensemble B au voisinage de gg. Ce sera essentiel a la
minoration de l'intégrale a (2.1) et a I’établissement des majorants plus
précis, comme indiquérent les études de Ney ([18], [19]) et Reeds [20] en
dimension finie.
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